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摘要：　 移动机械臂因机械臂在动态作业过程中的耦合效应会影响移动平台的运动特性，增加了整个系统的复杂

度和非线性，给系统建模带来了极大挑战．为此提出了一种新的层级聚合建模方法．该方法依据分析力学中 Ｕｄｗａ⁃
ｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ（Ｕ⁃Ｋ）理论的层级属性，首先将移动机械臂划分为 ３ 个子系统，并分别利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程建立各自的无

约束动力学模型，然后基于移动机械臂机械结构上的约束利用 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 基本方程（ＵＫＥ）建立整体系统模型．
此外，针对系统存在初始条件偏差的情况，利用基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论来补偿初始条件偏差，以达到收敛理想轨

迹的目的．仿真结果验证了该文所提出的建模方法的可行性．
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０　 引　 　 言

移动机械臂是通过在移动平台上加装一个或多个机械臂以实现协调控制的完整机械系统，相比于传统

的固定基座机械臂有更大的工作范围，因此在工业生产、物料搬用、家政服务、抢险救援等领域有很大的应用

空间．
移动机械臂虽然具有强大的功能，但由于机械臂和移动平台这两个系统各自的运动形式和运动特性存

在较大差异，使得系统在作业过程中两者会存在强烈的相互作用，对各自运动状态产生相互影响，即耦合效

应．耦合效应的建模分析较为困难，从而导致整体运动控制的稳定性较差．而且，这种耦合效应会伴随着机械

臂⁃移动平台的质量比增大而愈加明显．因此，通常做法是尽可能将移动平台的质量加大来弱化这种耦合效

应．表 １ 列出了目前一些著名的机械臂⁃移动平台的质量比，可以看出，质量比大部分不超过 ０．２１，少数超过

０．３．但是过大的移动平台也会使得移动机械臂过于笨重，限制了其灵活性和工作能力．因此要实现对高质量

比的移动机械臂的有效控制，高效而准确的建模方法就成为了一种前置条件．
表 １　 机械臂⁃移动平台质量比［１］

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｏｂｏｔｉｃ ａｒｍ⁃ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ ｍａｓｓ ｒａｔｉｏｓ［１］

ｒｅｓｅａｒｃｈ ｉｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ｒｏｂｏｔｉｃ ａｒｍ ｍａｓｓ ｍｒ ／ ｋｇ ｐｌａｔｆｏｒｍ ｍａｓｓ ｍｐ ／ ｋｇ ｍａｓｓ ｒａｔｉｏ δ

Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｘａｓ［２］ ３．６８ １７．２５ ０．２１

Ｒｙｅｒｓｏｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ［３］ １５．５０ ４４．４０ ０．３５

Ｈｏｋｋａｉｄｏ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ［４］ ４．４０ ２０．５６ ０．２１

Ｐｕｋｙｏｎｇ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ［５］ ２．８５ ９．５０ ０．３０

Ｉｒａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ［６］ ０．７２ ６．００ ０．１２

Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ， ＣＡＳ［７］ ７．５０ ６０．００ ０．１３

Ｓｏｕｔｈ Ｃｈｉｎａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ［８］ ２．００ １０．００ ０．２０

　 　 目前在移动机械臂的建模方法上有多种不同思路和解决办法．Ｌｉｕ 等［９］将原本耦合的移动机械臂系统分

离，将耦合效应看作外部扰动，并利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法分别建立移动平台和机械臂独立的动力学方程．该方法

虽然简化了建模过程，但不能充分发挥移动作业机器人系统的动态作业能力．杨贺贺等［１０］ 基于多体系统离

散时间传递矩阵法，分别建立了车轮、车体柔性关节和机械臂的动力学方程，最后得到了移动柔性机械臂的

整体动力学模型．该方法虽然得到了完整动力学方程，但还是要对每个分析单元进行细致的受力分析．陈良

港等［１１］基于单位对偶四元数法，针对冗余移动机械臂求取任务空间速度与广义空间速度映射关系困难的问

题，将移动机械臂看作一个整体建立其运动学模型．该方法虽然保证了运动学精度，但需要求解微分和逆运

动学．魏丽君等［１２］基于 Ｄ⁃Ｈ 算法将移动平台看作成一个由 ２ 个移动关节和 １ 个转动组成的虚拟关节，并将

其纳入到机械臂中进行整体建模．该方法用在运动学分析中有其独特优势，但在动力学分析上就十分棘手．
Ｚｈｏｎｇ 等［１３］使用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法和直接路径法（ＤＭＰ）的概念对移动机械臂进行了整体建模， 兼顾了移动机

械臂内在的耦合特性， 有相对较高的建模精度， 但是增加了形式和计算的复杂性， 且仍然需要求解 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 乘子．

针对移动机械臂建模的复杂性和耦合性，通过应用分析力学中的 Ｕ⁃Ｋ 理论［１４⁃１６］可以对移动机械臂这一

非线性的机械系统进行高效而准确的建模．该理论不同于以往的力学分析方法，通过经典建模三步法就可以

完成对一个复杂机械系统的动力学建模工作．即先求得一个机械系统的无约束的动力学模型，然后将约束方

程转化为二阶标准形式，之后利用 ＵＫＥ 得到解析形式的约束力，最后可得到系统受约束的动力学方程．
Ｈｕａｎｇ 等［１７］通过对无约束的单个子系统进行聚类和级联，利用 ＵＫＥ 计算由约束引入的约束力，得到多体系
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统运动方程的封闭形式表达式．该方法表明 Ｕ⁃Ｋ 理论具有层级嵌套属性，多层约束可以叠加聚合，这为复杂

多体机械系统建模提供了一种新的实践方法．该方法被应用到移动机械臂的建模中，不需要分析其每个子系

统的受力情况，也不需要求解系统的逆解，更不需要求解 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，且保证了建模的准确性和简单性．董
方方等［１８］基于此方法构建了双臂机器人动力学模型，极大地减小了计算过程，并保证了模型的控制精度．韩
江等［１９］利用该方法高效、系统、快速地建立了 ２ 自由度冗余驱动并联机器人的动力学解耦模型．虽然这种方

法不区分完整约束或非完整约束，且简单、通用性强，但当直接应用 Ｕ⁃Ｋ 方法时，必须保证系统在操作期间

的每个时刻满足约束条件．在实际工程中，由于各种原因，在初始阶段很难满足这些约束条件．因此，为了处

理初始条件对约束可能存在的偏差，需要针对约束方程进行修正［２０］ ．
本文根据移动机械臂的运动特点，将移动机械臂划分为多个子系统．该方法既考虑系统所固有的耦合效

应，又不失简单性和可操作性．该方法可以获得在不考虑任务要求下动力学建模的结构约束和任务约束下跟

踪指定轨迹的性能约束，然后便可以通过求解 ＵＫＥ 获得控制力的显式的解析表达式．同时，为了解决当初始

条件不满足给定约束条件时的问题，基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论，构造了修正的约束方程．最后通过仿真，验
证了建模的正确性和应对初始条件偏差的有效性．

１　 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 理论简介

１．１　 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ基本方程

Ｕ⁃Ｋ 方法是一种求解受约束系统约束力解析解的方法．假设一个无约束的机械系统有 ｎ 个状态变量 ｑ ＝
［ｑ１，ｑ２，ｑ３，…，ｑｎ］ Ｔ， 该系统无约束条件下的动力学方程可以描述为如下形式［１４］：

　 　 Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ Ｑ（ｑ，ｑ，ｔ）， （１）
其中初始条件为 ｑ（ ｔ０） ＝ ｑ０，ｑ（ ｔ０） ＝ ｑ０，ｔ∈ Ｒ 是时间， ｑ∈ Ｒｎ 是广义坐标， ｑ∈ Ｒｎ 是广义速度， ｑ∈ Ｒｎ 是广

义加速度， Ｍ（ｑ，ｔ） ＝ ＭＴ（ｑ，ｔ） ∈ Ｒｎ×ｎ 是惯性矩阵， Ｑ（ｑ，ｑ，ｔ） ∈ Ｒｎ 包括由于重力、给定力（或压力）和科氏

力 ／离心力引起的影响力．
若该系统存在 ｍ（ｍ ≤ ｎ） 个约束：
　 　 φ ｉ（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｍ， （２）

ｍ 个约束可以被划分为两类，即完整约束和非完整约束．其包括 ｈ 个完整约束

　 　 φ ｉ（ｑ，ｔ） ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｈ， （３）
和 ｍ － ｈ 个非完整约束

　 　 φ ｉ（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ ０，　 　 ｉ ＝ ｈ ＋ １，ｈ ＋ ２，…，ｍ ． （４）
基于一致性的假设，我们可以将非完整约束（４）对时间 ｔ 微分一次，将完整约束（３）对时间 ｔ 微分两次，

以矩阵方程的形式推导出一组约束方程．可得到约束的二阶 Ｐｆａｆｆｉａｎ 标准微分形式如下［１４］：
　 　 Ａ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ ｂ（ｑ，ｑ，ｔ）， （５）

其中 Ａ（ｑ，ｔ） 为 ｍ × ｎ 阶矩阵， ｂ（ｑ，ｑ，ｔ） 为 ｍ × １ 阶列向量．当系统引入外界约束时，该机械系统就成为“受
约束机械系统”，其动力学方程为

　 　 Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ Ｑ（ｑ，ｑ，ｔ） ＋ Ｑｃ（ｑ，ｑ，ｔ）， （６）
其中 Ｑｃ（ｑ，ｑ，ｔ） 为由外界约束产生的额外约束力．假设式（５）中 ｒａｎｋ（Ａ（ｑ，ｔ）） ≥ １， 且惯性对称矩阵 Ｍ（ｑ，
ｔ） 可逆，则根据 Ｕ⁃Ｋ 方法，上述机械系统约束运动方程的解析形式如下：

　 　 Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ Ｑ（ｑ，ｑ，ｔ） ＋ Ｍ１ ／ ２Ｂ ＋ （ｑ，ｔ）（ｂ（ｑ，ｑ，ｔ） － Ａ（ｑ，ｔ）Ｍ －１（ｑ，ｔ）Ｑ（ｑ，ｑ，ｔ））， （７）
式中 Ｂ（ｑ，ｔ） ＝ Ａ（ｑ，ｔ）Ｍ１ ／ ２（ｑ，ｔ），Ｂ ＋ （ｑ，ｔ） 为 Ｂ（ｑ，ｔ） 的 Ｍｏｏｒｅ⁃Ｐｅｎｒｏｓｅ 广义逆矩阵．对比式（１）和（６），可得

由施加约束产生的约束力为

　 　 Ｑｃ ＝ Ｍ１ ／ ２Ｂ ＋ （ｑ，ｔ）（ｂ（ｑ，ｑ，ｔ） － Ａ（ｑ，ｔ）Ｍ －１（ｑ，ｔ）Ｑ（ｑ，ｑ，ｔ）） ． （８）
从上述约束力的求解过程可以看出，该方法既不需要先确定存在的具体约束条件，也不需要求解 Ｌａ⁃

ｇｒａｎｇｅ 乘子，其求解的约束力为解析解，免去了大量的求解过程，且形式简单整洁．
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１．２　 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ基本方程的层级属性

依据式（８），外加约束力 Ｑｃ 中有包含 Ｑ 的成分，即 Ｑｃ 是基于 Ｑ 而得到的解析化结果．这就使得当给系

统施加多个约束时，ＵＫＥ 可以不断层级化地生成对应约束所产生的约束力．例如一个无约束的系统的动力学

方程如下：
　 　 Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ Ｑ０（ｑ，ｑ，ｔ）， （９）

再给这个无约束系统施加一个约束为 Ａ１（ｑ，ｔ）ｑ ＝ ｂ１（ｑ，ｑ，ｔ） 时，依据 ＵＫＥ 可以得到在该约束下的有约束动

力学方程：
　 　 Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ Ｑ１（ｑ，ｑ，ｔ）， （１０）

其中

　 　

Ｑ１（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ Ｑ０（ｑ，ｑ，ｔ） ＋ Ｑｃ
１（ｑ，ｑ，ｔ），

Ｑｃ
１（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ Ｍ１ ／ ２Ｂ ＋

１（ｑ，ｔ）（ｂ１（ｑ，ｑ，ｔ） － Ａ１（ｑ，ｔ）Ｍ
－１（ｑ，ｔ）Ｑ０（ｑ，ｑ，ｔ）），

Ｂ１（ｑ，ｔ） ＝ Ａ１（ｑ，ｔ）Ｍ
－１ ／ ２（ｑ，ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１１）

式（１０）可以被视为一个新的无约束系统，又可以进行与式（９）一样的约束化过程．同样假定有一组约束方程

Ａ２（ｑ，ｔ）ｑ ＝ ｂ２（ｑ，ｑ，ｔ）， 依据 ＵＫＥ 可以得到在该约束下的有约束动力学方程：
　 　 Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ Ｑ２（ｑ，ｑ，ｔ）， （１２）

其中

　 　

Ｑ２（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ Ｑ１（ｑ，ｑ，ｔ） ＋ Ｑｃ
２（ｑ，ｑ，ｔ），

Ｑｃ
２（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ Ｍ１ ／ ２Ｂ ＋

２（ｑ，ｔ）（ｂ２（ｑ，ｑ，ｔ） － Ａ２（ｑ，ｔ）Ｍ
－１（ｑ，ｔ）Ｑ１（ｑ，ｑ，ｔ）），

Ｂ２（ｑ，ｔ） ＝ Ａ２（ｑ，ｔ）Ｍ
－１ ／ ２（ｑ，ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１３）

当再有别的附加约束时，这种过程可以持续迭代下去．假设当到某层级时，该无约束动力学方程为

　 　 Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ Ｑｉ（ｑ，ｑ，ｔ）， （１４）
其中

　 　

Ｑｉ（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ Ｑｉ －１（ｑ，ｑ，ｔ） ＋ Ｑｃ
ｉ（ｑ，ｑ，ｔ），

Ｑｃ
ｉ（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ Ｍ１ ／ ２Ｂ ＋

ｉ （ｑ，ｔ）（ｂｉ（ｑ，ｑ，ｔ） － Ａｉ（ｑ，ｔ）Ｍ
－１（ｑ，ｔ）Ｑｉ －１（ｑ，ｑ，ｔ）），

Ｂｉ（ｑ，ｔ） ＝ Ａｉ（ｑ，ｔ）Ｍ
－１ ／ ２（ｑ，ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１５）

１．３　 建模示例

我们通过一个算例来对比层级聚合方法与传统 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法的建模过程．假设有以下单摆系统，如图 １
所示，小球的质量为 ｍ０， 绳子长度为 ｌ０， 绳子系在坐标系 Ｏ０ｘｙ 原点处，小球的坐标为 （ｘ０，ｙ０） ．小球摆动的

速度为 ｖ，绳子角速度为 ω，绳子与水平的夹角为 β，绳子对小球施加的拉力为 Ｆ ．

图 １　 单摆系统

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｓｉｎｇｌｅ ｐｅｎｄｕｌｕｍ ｓｙｓｔｅｍ

１．３．１　 层级聚合建模方法

现将单摆上的小球视为一个质量为 ｍ０ 做自由落体运动的质点，则运动方程为

　 　 ｍ０ｘ０ ＝ ０， ｍ０ｙ０ ＝ ｍ０ｇ ． （１６）
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将式（１６）改写为矩阵形式：
　 　 Ｓ′１１：Ｍ０ｑ０ ＝ Ｑ０， （１７）

其中　 　 Ｍ０ ＝
ｍ０ ０
０ ｍ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｑ０ ＝

０
ｍ０ｇ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

根据单摆系统的运动特点，小球受到的约束为

　 　 （ｘ０ － ０） ２ ＋ （ｙ０ － ０） ２ ＝ ｌ２０， （１８）
写成二阶 Ｐｆａｆｆｉａｎ 标准微分形式为

　 　 Ａ０ｑ０ ＝ ｂ０， （１９）
其中

　 　 ｑ０ ＝ ［ｘ０ 　 ｙ０］ Ｔ， Ａ０ ＝ ［ｘ０ 　 ｙ０］， ｂ０ ＝ － ｘ２
０ － ｙ２

０ ．
利用 ＵＫＥ 求得约束力，并将约束力施加到式（１７）的系统中，因此单摆系统动力学方程为

　 　 Ｍ０ｑ０ ＝ Ｑ０ ＋ Ｍ１ ／ ２
０ （Ａ０Ｍ

－１ ／ ２
０ ） ＋ （ｂ０ － Ａ０Ｍ

－１
０ Ｑ０） ＝ Ｑ０ ． （２０）

１．３．２　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法

首先写出该系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数：

　 　 Ｌ０ ＝ １
２

ｍ０（ｘ２
０ ＋ ｙ２

０） ＋ ｍ０ｇｙ０ ． （２１）

将式（２１）代入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程：

　 　 ｄ
ｄｔ

∂Ｌ０

∂ｑ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

∂Ｌ０

∂ｑ０

＝ Ｑ０ ＋ Ｑ０ｃ， （２２）

其中， ｑ０ ＝ ［ｘ０ 　 ｙ０］ Ｔ，Ｑ０ 为外部力， Ｑ０ｃ 为约束力．依据该系统实际情况可知， Ｑ０ 不为零，所以需要对该系统

进行受力分析．该系统的速度 ｖ ＝ ｘ２
０ ＋ ｙ２

０ （ｘ０ 为 ｘ０ 方向速度， ｙ０ 为 ｙ０ 方向速度），绳子拉力 Ｆ 和小球重力的

合力提供向心力，因此可以得到以下关系：
　 　 Ｆ － ｍ０ｇｓｉｎ β ＝ ｍω ２ ｌ０ ． （２３）

因此可知 Ｆ 为

　 　 Ｆ ＝ ｍ０ｇｓｉｎ β ＋ ｍω ２ ｌ０， （２４）

其中　 　 ｓｉｎ β ＝
ｙ０

ｌ０
， ω ＝

ｘ２
０ ＋ ｙ２

０

ｌ０
．

计算可以得到

　 　 Ｆ ＝
ｍ０（ｘ２

０ ＋ ｙ２
０ ＋ ｍ０ｇｙ０）

ｘ２
０ ＋ ｙ２

０

， （２５）

对应到 Ｑ０ 为

　 　 Ｑ０ ＝
－
ｍ０ｘ０（ｘ２

０ ＋ ｙ２
０ ＋ ｍ０ｇｙ０）

ｘ２
０ ＋ ｙ２

０

－
ｍ０ｙ０（ｘ２

０ ＋ ｙ２
０ ＋ ｍ０ｇｙ０）

ｘ２
０ ＋ ｙ２

０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

． （２６）

最后可以得到其动力学方程为

　 　 Ｍ０ｑ０ ＋ Ｇ ＝ Ｑ０ ＋ Ｑ０ｃ， （２７）
其中

　 　 Ｇ ＝ ［０　 － ｍ０ｇ］ Ｔ， Ｑ０ － Ｇ ＝ Ｑ０ ．
从上面两种方法的推导及分析过程可知，层级聚合方法直接对约束进行标准化处理后代入 Ｕ⁃Ｋ 方程可

获得解析形式的约束力，再与无约束系统结合即可写出受约束系统的动力学方程．整个过程的分析简单，无
需推导，易于编程实现．而拉氏方法不仅需要复杂的运动分析，还需要对得到的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数方程进行求解，
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进而得到最终的动力学方程．因此从求解全过程可知，从数据处理和运动分析的角度来看，层级聚合方法具

有简明直观的特点．

２　 基于层级聚合建模方法的移动机械臂建模

基于 Ｕ⁃Ｋ 方法的层级属性，将所研究的移动机械臂划分为 ３ 个子系统，即移动平台系统和两个机械关

节系统，如图 ２ 所示．为了方便在移动机器人上建立坐标系，下文将移动机器人抽象成简略图．对于 ３ 个子系

统均为无约束系统时，可以更容易地得到其动力学方程．将移动平台和机械臂切分开来是考虑到移动平台和

机械臂的差异性． 此外将机械臂切分为第一、 二关节和其余关节系统， 这样划分的目的是减少建模过程的

复杂性．
从以上介绍可知，移动机器臂是由移动平台和机械臂所构成的复合系统．我们将选用由 Ｍｅｃａｎｕｍ 轮驱

动的全方向移动平台和三关节机械臂构成的移动机械臂系统来研究移动机械臂的建模过程．选用全向移动

平台是考虑到其灵活性和保证底盘的小巧性；选用的三关节机械臂是将常规的六关节机械臂简化为只有旋

转、下臂和上臂的三轴机械臂，而舍去其他 ３ 个对移动机械臂平台整体控制精度和工作能力影响较小的腕关

节，同时也不失研究的代表性和一般性．

图 ２　 移动机械臂子系统分割图

Ｆｉｇ． ２　 Ｐａｒｔｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｂｉｌｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ

移动机械臂运动学分析的主要任务是给出关节空间变量与位姿空间变量之间的转换关系，即运动学正

问题与运动学逆问题．图 ３ 中的机械系统的工作装置为三关节机械臂，因此工作装置有三自由度．对移动机

器臂进行运动学分析，首先在地面和机械装置上建立一些坐标系．ＯＷｘＷｙＷｚＷ 为基坐标系， ＯＭｘＭｙＭｚＭ 为车辆

坐标系，其原点 ＯＭ 被设置在车辆在地面上的投影， ＯＲｘＲｙＲｚＲ 为固定在机械臂基座的坐标系， Ｏ１ｘ１ｙ１ｚ１ 为固

定在第一关节的坐标系， Ｏ２ｘ２ｙ２ｚ２ 为固定在第二关节的坐标系， Ｏ３ｘ３ｙ３ｚ３ 为固定在第三关节的坐标系，
Ｏ４ｘ４ｙ４ｚ４ 为固定在末端执行器的坐标系．选取机械臂的关节空间变量为：第一关节和底座之间转角为 θ １， 第

二关节和底座之间转角为 θ ２， 第三关节和第二关节之间转角为 θ ３ ．
根据 Ｄ⁃Ｈ 法，利用齐次变换矩阵可知 Ｔ ｉ

ｉ －１ 能够将坐标系 Ｏｉｘｉｙｉｚｉ 中的向量 ｐｉ 转换到坐标系

Ｏｉ －１ｘｉ －１ｙｉ －１ｚｉ －１ 下：
　 　 ｐｉ －１ ＝ Ｔ ｉ

ｉ －１ｐｉ， （２８）

　 　 Ｔ ｉ
ｉ －１ ＝

ｃ（θ ｉ －１） － ｃ（α ｉ －１） ｓ（θ ｉ －１） ｓ（α ｉ －１） ｓ（θ ｉ －１） ａｉ －１ｃ（θ ｉ －１）
ｓ（θ ｉ －１） ｃ（α ｉ －１）ｃ（θ ｉ －１） － ｓ（α ｉ －１）ｃ（θ ｉ －１） ａｉ －１ｓ（θ ｉ －１）

０ ｓ（α ｉ －１） ｃ（α ｉ －１） ｄｉ －１

０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， （２９）

其中， ｃ（θ ｉ －１） ＝ ｃｏｓ θ ｉ －１，ｓ（θ ｉ －１） ＝ ｓｉｎ θ ｉ －１，ｃ（α ｉ －１） ＝ ｃｏｓ α ｉ －１，ｓ（α ｉ －１） ＝ ｓｉｎ α ｉ －１，ｉ ＝ １，２，３，４，θ ｉ －１ 为坐标系

Ｏｉｘｉｙｉｚｉ 相对于坐标系 Ｏｉ －１ｘｉ －１ｙｉ －１ｚｉ －１ 的旋转角， α ｉ －１ 为坐标系 Ｏｉ －１ｘｉ －１ｙｉ －１ｚｉ －１ 旋转轴相对于坐标系 Ｏｉｘｉｙｉｚｉ 旋
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转轴的旋转角， ａｉ －１ 为在 ｘｉ －１ 方向上 Ｏｉ －２ｘｉ －２ｙｉ －２ｚｉ －２ 和 Ｏｉ －１ｘｉ －１ｙｉ －１ｚｉ －１ 之间的距离， ｄｉ －１ 为在 ｚｉ －１ 方向上

Ｏｉ －２ｘｉ －２ｙｉ －２ｚｉ －２ 和 Ｏｉ －１ｘｉ －１ｙｉ －１ｚｉ －１ 之间的距离．机械臂几何参数如表 ２ 所示．

图 ３　 移动机械臂坐标示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｍｏｂｉｌｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

表 ２　 机械臂几何参数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

ｊｏｉｎｔ ｎｕｍｂｅｒ α ｉ－１ ／ （ °） ａｉ－１ ｄｉ θ ｉ

１ ０ ０ ０ θ１

２ ９０° ０ ｌ１ θ２

３ ０ ｌ２ ０ θ３

４ ０ ｌ３ ０ ０

　 　 因此，可得在坐标系 Ｏ４ｘ４ｙ４ｚ４ 中的末端执行器尖端向量 ｐ４ 在机械臂坐标系 Ｏ１ｘ１ｙ１ｚ１ 中表达式 ｐ０ 为

　 　 ｐ０ ＝ Ｔ４
０ｐ４， （３０）

Ｔ４
０ ＝ Ｔ１

０Ｔ２
１Ｔ３

２Ｔ４
３，ｐ０ ＝ ［ｘ　 ｙ　 ｚ　 １］ Ｔ，ｐ４ ＝ ［０　 ０　 １　 １］ Ｔ ．结合表 １ 所给出的参数信息可以得到其相应的变

换关系：

　 　

ｘ
ｙ
ｚ
１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝

ｃ（θ １）ｃ（θ ２ － θ ３） － ｃ（θ １） ｓ（θ ２ － θ ３）
ｓ（θ １）ｃ（θ ２ － θ ３） － ｓ（θ １） ｓ（θ ２ － θ ３）

ｓ（θ ２ － θ ３） ｃ（θ ２ － θ ３）
０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

　 　 　 　

ｓ（θ １） ｃ（θ １）（（ ｌ３ｃ（θ ３） ＋ ｌ２）ｃ（θ ２） ＋ ｌ３ｓ（θ ２） ｓ（θ ３））
－ ｃ（θ １） ｓ（θ １）（（ ｌ３ｃ（θ ３） ＋ ｌ２）ｃ（θ ２） ＋ ｌ３ｓ（θ ２） ｓ（θ ３））

０ （ ｌ３ｃ（θ ３） ＋ ｌ２） ｓ（θ ２） － ｌ３ｃ（θ ２） ｓ（θ ３） ＋ ｌ１
０ １

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

０
０
１
１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， （３１）

其中， ｃ（θ ｉ） ＝ ｃｏｓ θ ｉ，ｓ（θ ｉ） ＝ ｓｉｎ θ ｉ，ｃ（θ ｉ － θ ｊ） ＝ ｃｏｓ（θ ｉ － θ ｊ），ｓ（θ ｉ － θ ｊ） ＝ ｓｉｎ（θ ｉ － θ ｊ），ｉ ＝ １，２，３，ｊ ＝ ２，３．机
器人运动学分析中，Ｊａｃｏｂｉ 矩阵用来表示机器人末端执行器的线速度和角速度与各关节速度之间的转换关

系．上面求得末端位置与各个关节角度的关系后，则可得到末端执行器速度和各个关节速度的关系为

　 　

ｘ
ｙ
ｚ
１

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝ Ｊ（θ １，θ ２，θ ３）

θ １

θ ２

θ ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （３２）
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　 　 Ｊ（θ １，θ ２，θ ３） ＝

－ ｌ２ｓ（θ １）ｃ（θ ２） － （ ｌ３ ＋ ｌ４）ｃ（θ ２ － θ ３） ｓ（θ １）
ｌ２ｃ（θ １）ｃ（θ ２） ＋ （ ｌ３ ＋ ｌ４）ｃ（θ ２ － θ ３）ｃ（θ １）

０
１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

　 　 　 　

－ ｌ２ｓ（θ ２）ｃ（θ １） － （ ｌ３ ＋ ｌ４） ｓ（θ ２ － θ ３）ｃ（θ １） （ ｌ３ ＋ ｌ４） ｓ（θ ２ － θ ３）ｃ（θ １）
－ ｌ２ｓ（θ １） ｓ（θ ２） － （ ｌ３ ＋ ｌ４） ｓ（θ ２ － θ ３） ｓ（θ １） （ ｌ３ ＋ ｌ４） ｓ（θ ２ － θ ３） ｓ（θ １）

ｌ２ｃ（θ ２） ＋ （ ｌ３ ＋ ｌ４）ｃ（θ ２ － θ ３） ｌ２ｃ（θ ２） ＋ （ ｌ３ ＋ ｌ４）ｃ（θ ２ － θ ３）
１ － １

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

． （３３）

２．１　 移动平台子系统的建模

移动平台采用了由伺服电机通过减速齿轮箱进行独立驱动每个 Ｍｅｃａｎｕｍ 轮的设置，将其置于空间坐标

中对其进行运动学和动力学建模，如图 ４ 所示．
为了表征移动平台的位置，使用广义坐标 ｘ，ｙ，φ 来描述其位置信息．因为该移动平台为全向驱动，每个

轮子对应了一个角位移，分别为 θω１，θω２，θω３，θω４ ．同时由图 ４ 可知平台的长度和宽度分别为 ２Ｌ，２ｌ， 车轮半

径为 Ｒω ．其运动方程可以表示为

　 　

θω１

θω２

θω３

θω４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝ １
Ｒω

１ － １ － （Ｌ ＋ ｌ）
１ １ Ｌ ＋ ｌ
１ １ － （Ｌ ＋ ｌ）
１ － １ Ｌ ＋ ｌ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｘ
ｙ
φ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
． （３４）

定义移动平台子系统为 Ｓ１１， 并构建其 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ１１ ＝ １
２

ｍ（ｘ２ ＋ ｙ２） ＋ １
２

Ｊｚφ２ ＋ １
２

Ｊω（θ ２
ω１ ＋ θ ２

ω２ ＋ θ ２
ω３ ＋ θ ２

ω４）， （３５）

其中， ｍ 表示移动平台的质量， Ｊｚ 表示移动平台绕 ｚ 轴的转动惯量， Ｊω 表示每个轮子绕自身轴线的转动惯

量，ｘ 和 ｙ 分别表示移动平台在空间坐标系中的横、纵坐标，θωｉ ＝ （ ｉ ＝ １，２，３，４） 表示轮子的角速度．

图 ４　 移动平台结构示意图

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

将式（３５）代入到 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程中可得

　 　 ｄ
ｄｔ

∂Ｌ１１

∂ｑ１１ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

∂Ｌ１１

∂ｑ１１ｉ

＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，３， （３６）

其中， ｑ１１ ＝ ［ｘ　 ｙ　 φ］ Ｔ 表征平台速度．
通过求解方程（３６），可以得到 Ｓ１１ 的动力学方程：
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　 　 Ｓ１１：Ｍ１１（ｑ１１）ｑ１１ ＝ Ｑ１１（ｑ１１，ｑ１１）， （３７）
Ｍ１１ 和 Ｑ１１ 的具体结构如下：

　 　 Ｍ１１ ＝

ｍ ＋ ４
Ｊω

Ｒ２
ω

０ ０

０ ｍ ＋ ４
Ｊω

Ｒ２
ω

０

０ ０ Ｊｚ ＋ ４
Ｊω （Ｌ ＋ ｌ） ２

Ｒ２
ω

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， Ｑ１１ ＝
－ μｘ
－ μｙ
－ μφ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， （３８）

其中， μ 表示摩擦因数．
２．２　 机械臂子系统的建模

上面对机械臂部分进行了运动学分析，下面对其进行动力学建模．根据本文前面所阐述的将机械臂划分

为第一、二关节和其余关节子系统的建模思路，下面对其具体建模过程进行演示．将第一、二关节子系统定义

为系统 Ｓ２１，其余关节子系统定义为系统 Ｓ３１， 图 ５ 为机械臂关节子系统示意图．
对于系统 Ｓ２１，选取广义坐标为 ｑ２１ ＝ ［ｘ０１ 　 ｙ０１ 　 θ ０１ 　 θ ２］ Ｔ，（ｘ０１，ｙ０１，ｚ０１） 为坐标系 Ｏ１ｘ１ｙ１ｚ１ 的原点在基座

标系 ＯＭｘＭｙＭｚＭ 中的空间位置．其中 ｚ０１ 为定值，不作为其状态变量．选取 （α０１，β ０１，θ ０１） 为坐标系 Ｏ１ｘ１ｙ１ｚ１ 的

Ｅｕｌｅｒ 角，Ｅｕｌｅｒ 角选取为 ＸＹＺ 表示方法，其中 α０１ ＝ ０，β ０１ ＝ ０．其子系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为 Ｌ２１ 为

　 　 Ｌ２１ ＝ １
２

ｍ１（ｘ２
０１ ＋ ｙ２

０１） ＋ １
２

Ｉ１θ ２
０１ － ｍ１ｇ（Ｈ ＋ ｒ１） ＋

　 　 　 　 １
２

ｍ２（ｘ２
ｃ２ ＋ ｙ２

ｃ２ ＋ ｚ２ｃ２） ＋ １
２

Ｉ２（θ ２
０１ ＋ θ ２

２） － ｍ２ｇｚｃ２， （３９）

其中， ｘｃ２ ＝ ｘ０１ ＋ ｒ２ｃｏｓ θ ０１ｃｏｓ θ ２，ｙｃ２ ＝ ｙ０１ ＋ ｒ２ｓｉｎ θ ０１ｃｏｓ θ ２，ｚｃ２ ＝ ｚ０１ ＋ ｌ１ ＋ ｒ２ｓｉｎ θ ２，Ｉ１ 和 Ｉ２ 分别为第一关节和

第二关节的转动惯量．

（ａ） 第一、二关节子系统（子系统 Ｓ２１） （ｂ） 其余关节子系统（子系统 Ｓ３１）

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ａｎｄ ２ｎｄ ｊｏｉｎｔ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ （ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ Ｓ２１） （ｂ） Ｔｈｅ ｒｅｍａｉｎｉｎｇ ｊｏｉｎｔ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ （ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ Ｓ３１）

图 ５　 子系统 Ｓ２１ 和 Ｓ３１ 示意图

Ｆｉｇ． ５　 Ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ Ｓ２１ ａｎｄ Ｓ３１

代入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程可得

　 　 ｄ
ｄｔ

∂Ｌ２１

∂ｑ２１ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

∂Ｌ２１

∂ｑ２１ｊ

＝ ０，　 　 ｊ ＝ １，２，３，４， （４０）

其中　 　 ｑ２１ ＝ ［ｘ０１ 　 ｙ０１ 　 θ ０１ 　 θ ２］ Ｔ ．
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可得系统 Ｓ２１ 在无约束条件下的动力学方程，其表达式为
　 　 Ｓ２１：Ｍ２１（ｑ２１）ｑ２１ ＝ Ｑ２１（ｑ２１，ｑ２１）， （４１）

其中

　 　 Ｍ２１ ＝

ｍ１ ＋ ｍ２ ０ － ｍ２ｒ２ｓｉｎ θ ０１ｃｏｓ θ ２ － ｍ２ｒ２ｃｏｓ θ ０１ｓｉｎ θ ２

０ ｍ１ ＋ ｍ２ ｍ２ｒ２ｃｏｓ θ ０１ｃｏｓ θ ２ － ｍ２ｒ２ｓｉｎ θ ０１ｓｉｎ θ ２

－ ｍ２ｒ２ｓｉｎ θ ０１ｃｏｓ θ ２ ｍ２ｒ２ｃｏｓ θ ０１ｃｏｓ θ ２ ｍ２ｒ２２ｃｏｓ θ ２ ０
－ ｍ２ｒ２ｃｏｓ θ ０１ｓｉｎ θ ２ － ｍ２ｒ２ｓｉｎ θ ０１ｓｉｎ θ ２ ０ ｍ２ｒ２２ ＋ Ｉ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， （４２）

　 　 Ｑ２１ ＝

ｍ２ｒ２（ － ｃｏｓ θ ２ｃｏｓ θ ０１·（θ ２
０１ ＋ θ ２

２） ＋ ２ｓｉｎ θ ２ｓｉｎ θ ０１·θ ０１·θ ２）

ｍ２ｒ２（ － ｃｏｓ θ ２ｓｉｎ θ ０１·（θ ２
０１ ＋ θ ２

２） － ２ｓｉｎ θ ２ｃｏｓ θ ０１·θ ０１·θ ２）
－ ２ｍ２ｒ２２ｃｏｓ θ ２ｓｉｎ θ ０１·θ ０１·θ ２

ｍ２ｒ２（ｇ ＋ ｒ２ｓｉｎ θ ２·θ ２
０１）ｃｏｓ θ ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （４３）

对于系统 Ｓ３１， 选取广义坐标为 ｑ３１ ＝ ［ｘ０３ 　 ｙ０３ 　 ｚ０３ 　 γ 　 θ ０３］ Ｔ， 同样 （ｘ０３，ｙ０３，ｚ０３） 为坐标系 Ｏ３ｘ３ｙ３ｚ３ 的

原点在基座标系 ＯＭｘＭｙＭｚＭ 中的空间位置．选取 （γ，ψ， － θ ０３） 为坐标系 Ｏ３ｘ３ｙ３ｚ３ 的 Ｅｕｌｅｒ 角，Ｅｕｌｅｒ 角选取为

ＺＸＺ 表示方法，其中 ψ ＝ ９０° ．
子系统 Ｓ３１ 的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌ３１ 可以表示为

　 　 Ｌ３１ ＝ １
２

ｍ３（ｘ２
ｃ３ ＋ ｙ２

ｃ３ ＋ ｚ２ｃ３） ＋ １
２

Ｉ３（θ ２
０３ ＋ γ ２） － ｍ３ｇｚｃ３ ＋

　 　 　 　 １
２

ｍ４（ｘ２
ｃ４ ＋ ｙ２

ｃ４ ＋ ｚ２ｃ４） ＋ １
２

Ｉ４（θ ２
０３ ＋ γ ２） － ｍ４ｇｚｃ４， （４４）

其中

　 　 ｘｃ３ ＝ ｘ０３ ＋ ｒ３ｃｏｓ θ ０３ｃｏｓ γ， ｙｃ３ ＝ ｙ０３ ＋ ｒ３ｃｏｓ θ ０３ｓｉｎ γ，
　 　 ｚｃ３ ＝ ｚ０３ － ｒ３ｓｉｎ θ ０３， ｘｃ４ ＝ ｘ０３ ＋ （ ｌ３ ＋ ｒ４）ｃｏｓ θ ０３ｃｏｓ γ，
　 　 ｙｃ４ ＝ ｙ０３ ＋ （ ｌ３ ＋ ｒ４）ｃｏｓ θ ０３ｓｉｎ γ， ｚｃ４ ＝ ｚ０３ － （ ｌ３ ＋ ｒ４）ｓｉｎ θ ０３，

Ｉ３ 和 Ｉ４ 分别为第三关节和末端执行器的转动惯量．
将式（４４）代入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，得

　 　 ｄ
ｄｔ

∂Ｌ３１

∂ｑ３１ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

∂Ｌ３１

∂ｑ３１ｍ

＝ ０，　 　 ｍ ＝ １，２，３，４，５． （４５）

求解式（４５），可得系统 Ｓ３１ 的无约束动力学方程为

　 　 Ｓ３１：Ｍ３１（ｑ３１）ｑ３１ ＝ Ｑ３１（ｑ３１，ｑ３１）， （４６）
式中

　 　 Ｍ３１ ＝

ｍ３ ＋ ｍ４ ０ ０ ｃｓ１ｓ（γ）ｃ（θ ０３） － ｃｓ１ｃ（γ） ｓ（θ ０３）

０ ｍ３ ＋ ｍ４ ０ ｃｓ１ｃ（γ）ｃ（θ ０３） － ｃｓ１ｓ（γ） ｓ（θ ０３）

０ ０ ｍ３ ＋ ｍ４ ０ － ｃｓ１ｃ（θ ０３）

ｃｓ１ｓ（γ）ｃ（θ ０３） ｃｓ１ｃ（γ）ｃ（θ ０３） ０ ｃｓ２ｃ２θ ０３ ＋ Ｉ３ ＋ Ｉ４ ０
－ ｃｓ１ｃ（γ） ｓ（θ ０３） － ｃｓ１ｓ（γ） ｓ（θ ０３） － ｃｓ１ｃ（θ ０３） ０ ｃｓ２ ＋ Ｉ３ ＋ Ｉ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

（４７）

　 　 Ｑ３１ ＝

（ｍ３ｒ３ ＋ ｍ４（ ｌ３ ＋ ｒ４））（ － ｃ（γ）ｃ（θ ０３）（γ ２ ＋ θ ２
０３） ＋ ２ｓ（θ ０３） ｓ（γ）γθ ０３）

－ （ｍ３ｒ３ ＋ ｍ４（ ｌ３ ＋ ｒ４））（ ｓ（γ）ｃ（θ ０３）（γ ２ ＋ θ ２
０３） ＋ ２ｓ（θ ０３）ｃ（γ）γθ ０３）

（ｍ３ｒ３ ＋ ｍ４（ ｌ３ ＋ ｒ４））θ ２
０３ｓ（θ ０３） ＋ （ｍ３ ＋ ｍ４）ｇ

－ ２（ｍ３ｒ２３ ＋ ｍ４ （ ｌ３ ＋ ｒ４） ２） ｓ（θ ０３）ｃ（θ ０３）γθ ０３

－ （ － （ｍ３ｒ２３ ＋ ｍ４ （ ｌ３ ＋ ｒ４） ２） ｓ（θ ０３）γ ２ ＋ （ｍ３ｒ３ ＋ ｍ４（ ｌ３ ＋ ｒ４））ｇ）ｃ（θ ０３）
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ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （４８）
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其中

　 　 ｃｓ１ ＝ ｍ３ｒ３ ＋ ｍ４（ ｌ３ ＋ ｒ４）， ｃｓ２ ＝ ｍ３ｒ２３ ＋ ｍ４ （ ｌ３ ＋ ｒ４） ２，
　 　 ｃ（θ ０３） ＝ ｃｏｓ θ ０３， ｓ（θ ０３） ＝ ｓｉｎ θ ０３， ｃ（γ） ＝ ｃｏｓ γ， ｓ（γ） ＝ ｓｉｎ γ ．

２．３　 构建约束和系统整合

移动机械臂可以通过堆聚子系统 Ｓ１１，Ｓ２１ 和 Ｓ３１ 再辅以物理上的结构约束将其重构成一个有机的完整系

统．结合空间的位置关系，可以很容易得到其约束关系如下：

　 　

ｘ０１ ＝ ｘ，

ｙ０１ ＝ ｙ，

γ ＝ θ ０１，

ｘ０３ ＝ ｘ ＋ ｌ２ｃｏｓ θ ２ｃｏｓ θ ０１，

ｙ０３ ＝ ｙ ＋ ｌ２ｃｏｓ θ ２ｓｉｎ θ ０１，

ｚ０３ ＝ Ｈ ＋ ｌ１ ＋ ｌ２ｓｉｎ θ ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（４９）

由式（４９）可得其约束方程为

　 　 Ａ１２ｑ１２ ＝ ｂ１２， （５０）

　 　 Ａ１２ ＝

－ １ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ － １ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
－ １ ０ ０ ０ ０ ｌ２ｃｏｓ θ ２ｓｉｎ θ ０１ ｌ２ｓｉｎ θ ２ｃｏｓ θ ０１ １ ０ ０ ０ ０

０ － １ ０ ０ ０ － ｌ２ｃｏｓ θ ２ｃｏｓ θ ０１ ｌ２ｓｉｎ θ ２ｓｉｎ θ ０１ ０ １ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ － ｌ２ｃｏｓ θ ２ ０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ － １ ０ ０ ０ ０ １ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

， （５１）

　 　 ｂ１２ ＝

０
０

－ ｌ２ｃｏｓ θ ２ｃｏｓ θ ０１·θ ２
２ ＋ ２ｌ２ｓｉｎ θ ２ｓｉｎ θ ０１·θ ０１·θ ２ － ｌ２ｃｏｓ θ ２ｃｏｓ θ ０１·θ ２

０１

－ ｌ２ｃｏｓ θ ２ｓｉｎ θ ０１·θ ２
２ － ２ｌ２ｓｉｎ θ ２ｃｏｓ θ ０１·θ ０１·θ ２ － ｌ２ｃｏｓ θ ２ｓｉｎ θ ０１·θ ２

０１

－ ｌ２ｓｉｎ θ ２·θ ２
０１

０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （５２）

其中

　 　 ｑ１２ ＝ ［ｘ　 ｙ　 φ　 ｘ０１ 　 ｙ０１ 　 θ ０１ 　 θ ２ 　 ｘ０３ 　 ｙ０３ 　 ｚ０３ 　 γ 　 θ ０３］ Ｔ ．
同时可以将子系统 Ｓ１１，Ｓ２１ 和 Ｓ３１ 的矩阵 Ｍ 和 Ｑ 集中写成另外两个矩阵 Ｍ１２ 和 Ｑ１２， 其具体构造如下：

　 　 Ｍ１２ ＝

Ｍ１１ ０ ０

０ Ｍ２１ ０

０ ０ Ｍ３１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （５３）

　 　 Ｑ１２ ＝ ［Ｑ１１ 　 Ｑ２１ 　 Ｑ３１］ Ｔ ． （５４）
利用 ＵＫＥ 可以得到结构约束力，并获得完整的受约束的动力学方程：
　 　 Ｓ１２：Ｍ１２（ｑ１２）ｑ１２ ＝ Ｑ１２（ｑ１２，ｑ１２） ＋ Ｑｃ

１２（ｑ１２，ｑ１２）， （５５）
　 　 Ｑｃ

１２（ｑ１２，ｑ１２） ＝ Ｍ１ ／ ２
１２ （Ａ１２Ｍ

－１ ／ ２
１２ ） ＋ （ｂ１２ － Ａ１２Ｍ

－１
１２ Ｑ１２） ． （５６）

因为式（５５）不是最简形式，所以需要将其化简．这就需要找到状态变量 ｑ１２ 与系统真正需要的状态变量

ｑ ＝ ［ｘ　 ｙ　 φ　 θ １ 　 θ ２ 　 θ ３］ Ｔ 之间的变换关系．除了知道式（４９）所得到的关系之外，还知道 θ ０１ ＝ γ ＝ φ ＋ θ １

和 θ ０３ ＝ θ ３ － θ ２， 综合这些条件，可以得到以下关系式：
　 　 ｑ１２ ＝ Ｔ１·ｑ ＋ Ｔ２， （５７）

３８４１第 １２ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 董方方，等： 移动机械臂的层级聚合建模方法研究



其中

　 　 Ｔ１ ＝

１ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０
１ ０ － ｌ２ｃｏｓ θ ２ｓｉｎ（θ １ ＋ φ） － ｌ２ｃｏｓ θ ２ｓｉｎ（θ １ ＋ φ） － ｌ２ｓｉｎ θ ２ｃｏｓ（θ １ ＋ φ） ０

０ １ ｌ２ｃｏｓ θ ２ｃｏｓ（θ １ ＋ φ） ｌ２ｃｏｓ θ ２ｃｏｓ（θ １ ＋ φ） － ｌ２ｓｉｎ θ ２ｓｉｎ（θ １ ＋ φ） ０

０ ０ ０ ０ ｌ２ｃｏｓ θ ２ ０

０ ０ １ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ － １
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ê
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êê
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ú
úú

，

（５８）

　 　 Ｔ２ ＝

０
０
０
０
０
０
０

－ ｌ２ｃｏｓ θ ２ｃｏｓ θ ０１·θ ２
２ ＋ ２ｌ２ｓｉｎ θ ２ｓｉｎ θ ０１·θ ０１·θ ２ － ｌ２ｃｏｓ θ ２ｃｏｓ θ ０１·θ ２

０１

－ ｌ２ｃｏｓ θ ２ｓｉｎ θ ０１·θ ２
２ － ２ｌ２ｓｉｎ θ ２ｃｏｓ θ ０１·θ ０１·θ ２ － ｌ２ｃｏｓ θ ２ｓｉｎ θ ０１·θ ２

０１

－ ｌ２ｓｉｎ θ ２·θ ２
０１

０
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （５９）

则对式（５５）进行化简可得

　 　 ＴＴ
１Ｍ１２（ｑ１２）Ｔ１ｑ ＝ ＴＴ

１Ｑ１２（ｑ１２，ｑ１２） ＋ ＴＴ
１Ｑｃ

１２（ｑ１２，ｑ１２） － ＴＴ
１Ｍ１２（ｑ１２）Ｔ２ ． （６０）

当系统受到外部运动约束时，会对系统施加外部约束力 τ， 从而最后可得式（６０）的最简形式如下：
　 　 Ｍ（ｑ）ｑ ＝ Ｑ（ｑ１２，ｑ１２） ＋ τ， （６１）

其中

　 　 Ｍ（ｑ） ＝ ＴＴ
１Ｍ１２（ｑ１２）Ｔ１， Ｑ（ｑ，ｑ） ＝ ＴＴ

１Ｑ１２（ｑ１２，ｑ１２） ＋ ＴＴ
１Ｑｃ

１２（ｑ１２，ｑ１２） － ＴＴ
１Ｍ１２（ｑ１２）Ｔ２，

τ 为运动约束力．
以上为主要的建模过程．由此，本文提出方法相比于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法的优势有：首先，若直接应用拉氏方法

对完整系统进行动力学建模，就需借助 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子求解外部约束力，这使得 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程除了求解 ｑ 和 ｑ
外，还需要求解额外的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 ∈ Ｒｋ， 从而将系统的维度从 ６ 维提高到 ６ ＋ ｋ 维．而本文用到的建模方

法可直接利用 ＵＫＥ 获得解析形式的约束力，不需要辅助变量．此外，直接应用拉氏方法，其主要的数据处理

和计算过程在于求解该模型中的矩阵 Ｍ 和 Ｑ ．本文在获取每个无约束子系统动力学方程后，求解出了所有

子系统之间的结构约束力 Ｑｃ
１２ （直接通过 ＵＫＥ 获得）．这也就自然地将原本的一部分计算量保留进 Ｑｃ

１２ 中，简
化了建立动力学方程时的数据处理和模型分析．
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３　 初始条件偏差

在仿真中使用的系统初始条件必须满足所需的轨迹跟踪约束．但是，由于各种因素的存在，这种情况未

必真会发生．它可能只在初始时刻被近似满足．如果初始条件不相容，则模拟结果会出现发散．处理初始条件

问题的一种方法是使用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论，如文献［２０］所示．
所期望的轨迹由式（２）描述．基于轨迹稳定方法，我们现在修改约束方程为

　 　 φ（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ ｆ（φ，ｔ，α）， （６２）
式中 ｆ（φ，ｔ，α） 是包含向量 ｐ、 参数 α 的 ｍ 维向量．式（６２）必须满足以下要求：

 φ ＝ ０ 是约束方程的一个平衡点；
 平衡点必须是全局渐近稳定的（ＧＡＳ）．

注 １　 特别地，如果约束方程是完整的，如式（３）所示，那么方程可以修改为

　 　 φｉ ＋ κ ｉφｉ ＋ ε ｉφｉ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｍ， （６３）
当 κ ｉ，ε ｉ ＞ ０， 平衡点渐近稳定 φ ＝ φ ＝ ０．

现在用修正式（３）作为期望的轨迹要求，通过微分过程，得到矩阵方程的形式为

　 　 Ａ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ ｂ（ｑ，ｑ，ｔ）， （６４）
经过修改，控制力为

　 　 τ ＝ Ｍ１ ／ ２Ｂ ＋ （ｑ，ｔ）（ｂ（ｑ，ｑ，ｔ） － Ａ（ｑ，ｔ）Ｍ －１（ｑ，ｔ）Ｑ（ｑ，ｑ，ｔ）） ． （６５）

４　 仿　 　 真

为了验证本文所提出的层级建模方法的准确性，以及 ＵＫ 方法对于移动机械臂的协调控制的可实现性

和适应性，将通过以下仿真过程予以说明和阐述．模拟的对象是图 ２ 所示的移动机械臂，该机械装置主要包

括由 ４ 个 Ｍｅｃａｎｕｍ 轮驱动的全向移动平台和由 ３ 个关节和末端夹爪构成的机械臂，其具体参数如表 ３ 所示．
表 ３　 系统动力学参数表

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｓｙｓｔｅｍ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｏｂｊｅｃｔ ｍａｓｓ ｍ ／ ｋｇ ｌｅｎｇｔｈ ｌ ／ ｍ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ Ｉ ／ （ｋｇ·ｍ２）

ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ ５０ ２

ｊｏｉｎｔ １ ２ ０．５ ０．６２５

ｊｏｉｎｔ ２ ３ ０．７ ０．１２２ ５

ｊｏｉｎｔ ３ ２ ０．５ ０．０４２

ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ ０．５ ０．１ ０．０００ ４

　 　 为了贴近实际使用场景，便于直观地理解仿真结果，本文采用了常见的机械臂⁃移动平台质量比参数．质
量比参数并不影响本文的建模和仿真过程，只影响稳定性控制的难易程度．

为了验证本文层级聚合建模方法的建模精度和准确性，对拉氏方法和层级聚合建模方法得到的模型同

时施加约束（６６）（约束满足初始条件）：

　 　
ｘ ＝ π

４
ｔ， ｙ ＝ １

２
ｓｉｎ π

２
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ， φ ＝ ｃｏｓ π

２
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ，

θ １ ＝ π
３

ｓｉｎ π
２

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ， θ ２ ＝ π

６
ｃｏｓ π

２
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ， θ ３ ＝ π

６
ｓｉｎ π

２
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（６６）

并比较在施加约束后每个状态变量的数值是否一致．
图 ６ 表示在受约束条件下两种建模方法获得的移动平台轨迹随时间的变化情况，图 ７（ａ）和 ７（ｂ）分别

为层级聚合建模方法和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法所得的机械臂各关节轨迹随时间的变化情况，通过对比可以发现各自

的运动轨迹是一致的．图 ８ 为两种模型下各个状态变量的数值误差，图 ８（ａ）为移动平台 ｘ 方向和 ｙ 方向的轨

迹误差，图 ８（ｂ）为机械臂各关节的轨迹误差．可以发现所有结果始终为零，这说明两种建模方法得到的计算
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结果完全一致，充分说明了本文建模方法与拉氏方法在建模精度和准确性上是一致的．

图 ６　 移动平台轨迹 图 ７　 机械臂各关节轨迹

Ｆｉｇ． ６　 Ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｊｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

为对比算法的效率，采用 ＭＡＴＬＡＢ 记录了两种方法的计算耗时，如图 ９ 所示．从图 ９ 中可以看出，层级聚

合方法比拉氏方法所获得的模型在计算效率上略有提高，但提升的幅度有限．然而，本文提出的层级聚合建

模方法对于不同类型约束（完整、非完整约束）处理具有更好的一致性，都是将约束转化为二阶微分形式，再
利用 ＵＫＥ 写出约束力的解析解．整个建模过程简洁明确，分析步骤较少．而拉氏方法需要先求解 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘

子，无法获得解析形式的解．此外，利用层级叠加的属性，当有新的约束增加后，本文方法只需将新的约束转

化为二阶微分形式后代入 ＵＫＥ，不影响其他分析步骤．

图 ８　 移动平台与机械臂各自轨迹误差

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

图 ９　 层级聚合方法与拉氏方法计算效率对比

Ｆｉｇ． ９　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ Ｌａｇｒａｎｇｅ ｍｅｔｈｏｄ
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同时为了证明本文算法对于处理初始条件偏差的有效性，为移动机械臂选定一组轨迹约束，让移动平台

走正弦曲线，并且机械臂进行相对于移动平台的画斜圆运动，约束条件如表 ４ 所示 （ｘｍｐ（ ｔ），ｙｍｐ（ ｔ） 和 ｚｍｐ（ ｔ）
分别为末端执行器相对于移动平台在坐标系 ＯＲｘＲｙＲｚＲ 中三个方向上的轨迹约束时间函数）．

表 ４　 约束条件参数

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

Ｆ１：ｘ（ ｔ） ＝ π
２

ｔ； Ｆ２：ｙ（ ｔ） ＝ ｓｉｎ
π
２

ｔ( ) ；

Ｆ３：φ（ ｔ） ＝ ｃｏｓ
π
２

ｔ( ) ；

Ｆ４：ｘｍｐ（ ｔ） ＝ ０．７５ ＋ ０．２５ｃｏｓ（π ｔ）；

Ｆ５：ｙｍｐ（ ｔ） ＝ ０．２５ ２
２

ｓｉｎ（π ｔ）；

Ｆ６：ｚｍｐ（ ｔ） ＝ ０．２５ － ０．２５ ２
２

ｓｉｎ（π ｔ）

ｘ０ ＝ １；ｙ０ ＝ １；φ０ ＝ ０；

θ１ ＝ － π
２

； θ２ ＝ π
２

； θ３ ＝ π
６

；

ｘ０ ＝ １； ｙ０ ＝ １； φ０ ＝ ０；

θ１ ＝ － π
２

； θ２ ＝ π
２

； θ３ ＝ π
６

　 　 图 １０—１３ 为移动平台和移动机械臂各自设定轨迹约束并附加任意初始条件的情况下对于理想轨迹的

跟踪情况．通过观察可知我们选定的约束均为完整约束，所以选择式（６３）这种修正方案．表 ４ 所有约束均可

写为式（６３）这种形式，这样便可以将式子 Ｆ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６） 改写为 ６ 个修正的约束等式．其中两参数设置

为， κｍ ＝ ２．５（ｍ ＝ １，２，３对应 Ｆ１，Ｆ２，Ｆ３ 的修正方程），κ ｎ ＝ ２（ｎ ＝ ４，５，６对应 Ｆ４，Ｆ５，Ｆ６ 的修正方程），ε ｉ ＝ １ ５
（ ｉ ＝ １，２，…，６ 对应 Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆ６ 的修正方程）．图 １０（ｂ）为机械臂相对于移动平台的画圆运动，可以发现在

宏观上末端执行器从较大范围的初始条件偏差下逐渐回归到离线轨迹上．图 １０（ａ）为移动平台和机械臂相

对于移动平台画圆展开后的空间轨迹，符合一般移动机械臂协调运动模式 （ｐ１ 和 ｐ３ 分别为末端执行器初始

位置和终止位置；ｐ２ 和 ｐ４ 分别为移动平台初始位置和终止位置）．

（ａ） 移动平台、末端执行器空间轨迹 （ｂ） 末端执行器相对移动平台轨迹

（ａ） Ｓｐａｔｉａｌ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ （ｂ） Ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ｔｈｅ ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ

图 １０　 移动平台和末端执行器的轨迹

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ

图 １１ 为移动平台的轨迹跟踪情况，可以发现移动平台在从在较大的初始条件偏差的情况下，在修正后

的约束方程的约束下渐进地使得偏离的轨迹收敛于理想轨迹上．图 １１（ｂ）、（ｃ）和（ｄ）分别是移动轨迹在 ｘ，ｙ
方向和航向角上的跟踪情况，也都吻合图 １１（ａ）宏观上所显现的收敛情况，都在一定的时间段后达到了收

敛．图 １２（ａ）和（ｂ）分别为移动平台和末端执行器两部分轨迹跟踪误差变化情况，可以发现移动平台在 ５ ｓ 后
逐渐收敛，机械臂在 ８ ｓ 后逐渐收敛．其中移动平台的轨迹跟踪误差为 ４×１０－４ ｍ，末端执行器移动平台的轨迹

跟踪误差为 ５×１０－４ ｍ，符合轨迹跟踪精度要求（图 １２ 显示的轨迹误差均为综合误差）．初始时刻之所以会出

现跟踪误差较大情况，首先因为本文特意将初始条件选取在理想轨迹之外的一点，所以使得初始时刻轨迹误
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差较大；其次也是利用修正方程对理想轨迹的跟踪使得初始时刻出现了较大的超调量，目的是使系统更快的

收敛．图 １３（ａ）中 Ｆｘ 和 Ｆｙ 分别为关节 １ 施加在移动平台 ｘ，ｙ 方向上的约束力， 图 １３（ｂ）中 Ｔ１，Ｔ２ 和 Ｔ３ 分别

为关节 １，２，３ 的内部约束力．观察图中数值可知，约束力没有出现奇大情况，贴合现实的使用需求．

（ａ） 移动平台 ｘ，ｙ 轨迹 （ｂ） 移动平台 ｘ 方向轨迹

（ａ） Ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ ｘ，ｙ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ （ｂ） Ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ ｘ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ

（ｃ） 移动平台 ｙ 方向轨迹 （ｄ） 移动平台航向角

（ｃ） Ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ ｙ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ （ｄ） Ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ ｈｅａｄｉｎｇ ａｎｇｌｅ

图 １１　 移动平台各方向轨迹图

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｄｉａｇｒａｍ ｆｏｒ ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ ｉｎ ａｌｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ

（ａ） 移动平台轨迹误差 （ｂ） 末端执行器相对移动平台轨迹误差

（ａ） Ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｅｒｒｏｒｓ （ｂ） Ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｅｒｒｏｒｓ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ｔｈｅ ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ

图 １２　 移动平台和末端执行器的轨迹误差

Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ ａｎｄ ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｅｒｒｏｒｓ
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（ａ） 关节 １ 施加在移动平台 ｘ，ｙ 方向上的约束力 （ｂ） 关节 １，２，３ 内部约束力

（ａ） Ｔｈｅ ｆｏｒｃｅｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｊｏｉｎｔ １ ｉｎ ｔｈｅ ｘ，ｙ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ （ｂ） Ｉｎｔｅｒｎａｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ ｊｏｉｎｔｓ １，２，３

ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｖｉｎｇ ｐｌａｔｆｏｒｍ

图 １３　 移动平台和关节的约束力

Ｆｉｇ． １３　 Ｔｈｅ ｍｏｂｉｌｅ ｐｌａｔｆｏｒｍｓ ａｎｄ ｊｏｉｎｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ

５　 结　 　 论

本文首先应用了不同以往的建模方法，依据移动机械臂本身的运动特点，将移动机械臂划分为多个子系

统．该方法既考虑系统所固有的耦合效应，又不失简单性和可操作性．该方法包含在不考虑任务要求下动力

学建模的结构约束和跟踪指定轨迹的性能约束条件下，通过求解 ＵＫＥ 可以获得控制力的显式、闭合形式的

解析表达式．对于机械系统在一般条件中初始条件不满足的情况下，通过基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论，将原来

设定的轨迹约束规约化为修正的约束方程，以得到新的约束矩阵，并将其施加在所建立的动力学模型上达到

补偿初始条件偏差的目的．最后仿真结果验证了移动平台和机械臂在同时进行运动时，均可以满足收敛到理

想轨迹的性能需求，并实现了较高的精度要求．
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