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摘要：　 考虑压裂多翼裂缝偏心井的实际情况，建立了多翼裂缝偏心井的数学模型．采用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换和压降叠加原

理得到 Ｌａｐｌａｃｅ 空间多翼裂缝压裂偏心井井底压力的半解析解．采用非均匀流量法，对井底压力的半解析解进行离

散．结合 Ｓｔｅｈｆｅｓｔ 数值反演获得实空间井底压力的数值解和产量分布．借助 ＳＡＰＨＩＲ 试井分析软件建立了储层的数

值试井模型并进行了数值离散计算．将计算结果与该文的半解析模型计算结果进行了对比，验证了该文模型的正确

性．结果表明，多翼裂缝压裂偏心井井底压力变化可划分为 ８ 个主要流动阶段．最后讨论了裂缝的无因次导流能力、
裂缝的不对称因子和井的偏心距对井底压力变化和产量分布特征的影响．
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０　 引　 　 言

致密储层流体的渗流机理复杂，属于非常规储层．这些致密储层，若有天然裂缝提供渗流通道，则可形成

一定产能；若无天然裂缝，一般开采都需要进行人工压裂．储层压裂后形成裂缝网络，这些裂缝网络为流体的

流动提供主要的渗流通道［１⁃６］ ．地层条件的复杂性导致水力压裂裂缝与井筒不对称，甚至有些井也不一定位

于储层的中心位置，因此研究复杂裂缝偏心井的渗流规律对单井的生产动态预测有着重要意义．
许多学者对水力压裂垂直裂缝井的不稳定渗流理论进行了研究．Ｃｉｎｃｏ⁃Ｌｅｙ 等［７］ 首先提出了水力压裂裂

缝的数学模型与裂缝面源解的耦合方法，然后 Ｈｕａｎｇ 等［８］ 和 Ｗａｎｇ 等［９⁃１０］ 借助数值模拟方法获取了生产时

间与井底压力之间的关系，并提出了垂直裂缝井的数值模拟模型，上述模型假设裂缝与井筒对称，这与实际

压裂井的情况差异较大．在实际压裂过程中，由于地应力场复杂，可能形成不对称裂缝．在水力压裂不对称垂

直裂缝井的渗流规律研究方面，很多学者也做了相关的研究．首先 Ｃｒａｗｆｏｒｄ 和 Ｌａｎｄｒｕｍ［１１］介绍了裂缝的不对

称性．Ｂｅｎｎｅｔｔ 等［１２］借助数值模拟技术讨论了井在储层中心位置时不对称垂直裂缝单井产量递减的影响因

素．Ｂｅｒｕｍｅｎ 等［１３］和 Ｎａｒａｓｉｍｈａｎ 等［１４］采用数值模拟技术分析了定产量生产时不对称垂直裂缝中心井的井底

压力变化规律．数值模拟技术求解的缺点是效率低，裂缝附近网格划分要求精度高．因此，一些学者引入了解

析与半解析相结合的方法来获得井底压力．Ｒｏｄｒｉｇｕｅｚ 等［１５］ 和 Ｔｉａｂ 等［１６］ 首先建立了水力压裂不对称垂直裂

缝中心井的数学模型，但上述数学模型仅给出了水力压裂裂缝的压力解．为耦合实际储层的面源解与水力压

裂裂缝模型，Ｗａｎｇ 等［１７⁃１９］借助 Ｇｒｅｅｎ 函数方法，分析了单条不对称垂直裂缝中心井的井底压力与产量的变

化关系．Ｚｈａｏ 等［２０］提出了 Ｇｒｅｅｎ 函数与有限元、边界元等方法相结合，分析了不对称裂缝压裂井的井底压力

与产量的变化关系．虽然这些学者对不对称裂缝压裂井的井底压力以及产量的变化动态特征进行了大量研

究，但上述这些模型假设井位于储层中心，是理想化模型．Ｒｏｓａ 等［２１］提出了径向复合油藏对称垂直裂缝偏心

井的分析模型．Ｄｅｎｇ 等［２２］提出了非均质油藏双翼对称垂直裂缝偏心井的半解析模型，并分析了井底压力变

化特征．文献［２３］研究了双重介质复合油藏偏心井的渗流规律，文献［２４］研究了双重介质低渗透油藏偏心

压裂直井单条裂缝的渗流规律，上述这些模型假设裂缝与井筒对称．
为了研究多翼不对称裂缝偏心井的渗流规律，本文首先建立储层和水力压裂裂缝控制方程，并对控制方

程进行求解；然后考虑非均匀流量，将裂缝离散为多个单元，通过压降叠加得到井底压力与时间的关系；最后

分析了无因次导流能力、裂缝的不对称因子、无因次偏心距对井底压力变化和产量分布规律的影响．

１　 物理模型与基本假设

储层由裂缝系统和基质系统组成．井不在储层的中心位置，水力压裂的裂缝关于井筒两侧的长度不等，
储层、井位以及裂缝的几何模型如图 １ 所示．

图 １　 不对称裂缝压裂偏心直井的物理模型
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模型建立与求解过程中的基本假设条件为：井以定产量 ｑｓｃ 生产；井到储层中心的距离为 ｒｏ，即偏心距．
裂缝与 ｘ 轴的夹角为 θＦ，井到裂缝中心的距离为 ｘａｓｙｍ， 流体在裂缝与储层的渗流均服从等温 Ｄａｒｃｙ 定律，储
层外边界封闭．符号说明和上下标含义见附录．

２　 多翼裂缝偏心井的数学模型及其解

２．１　 偏心井的线源解

点源函数法是求解复杂水力压裂单井压力分布的主要方法，当井位于储层中心时，可以通过点源函数的

叠加原理，得到中心井井底压力的线源解，然后对线源解沿着裂缝方向进行积分，可以得到无限导流垂直裂

缝井压力的面源解，这里只考虑了流体的径向流动．若井不在储层中心，流体的流动不仅仅只是径向流动．因
此，在建立水力压裂偏心井数学模型前，研究偏心井的线性源函数是一个非常重要的过程．假设偏心井的线

源位于以储层为中心的全局坐标系 （ ｒ′，θ′，ｚ′） 中．根据文献［２５⁃２６］的研究结果，在 Ｌａｐｌａｃｅ 空间柱坐标系中

偏心井二维渗流无因次控制方程［２７⁃２８］可由式（１）表示：
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其中，δ 为 Ｄｉｒａｃ 函数，无因次参数定义见附录．
控制方程（１）的解［２９］可表示为

　 　 Ｐ
－

ＦＤ ＝ Ｐ ＋ Ｅ， （２）
其中， Ｐ 是井位于储层中心的线源解，在文献［３０］中已给出，该解容易获得；选择 Ｅ 时，Ｐ ＋ Ｅ 应该满足控制

方程的外边界条件，并且在偏心井的位置处，Ｅ 的贡献应该趋近于 ０．根据文献［２９］的研究结果，中心井线源

解表示如下：

　 　 Ｐ ＝ μ ｑ
２πｋｆｈＤＬｒｅｆ

［Ｋ０ ＲＧＤ ｆ（ ｓ）( ) ＋ Ｄ０Ｉ０（ＲＧＤ ｆ（ ｓ） ）］， （３）

其中， ＲＧＤ ＝ ｒ２ＧＤ ＋ ｒ２ＧＦＤ － ２ｒＧＤｒＧＦＤｃｏｓ（θ － θＧＦ） ，ＲＧＤ 表示在全局坐标系（以储层为中心的坐标系）中压降计

算点到线源之间的距离．
根据 Ｂｅｓｓｅｌ 函数加法定理［３１］，加法定理也可以根据 Ｂｅｓｓｅｌ 的生成函数进行推导，Ｂｅｓｓｅｌ 函数加法定理

可表示为
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Ｉｎ（ａｒＧＤ）Ｋｎ（ａｒＧＦＤ）ｃｏｓ（ｎ（θ － θＧＦ）），　 　 ｒＧＤ ＜ ｒＧＦＤ，

∑
＋∞

ｎ ＝ －∞
Ｉｎ（ａｒＧＦＤ）Ｋｎ（ａｒＧＤ）ｃｏｓ（ｎ（θ － θＧＦ）），　 　 ｒＧＤ ≥ ｒＧＦＤ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（５）

若压降的计算点在边界上时，其距离比裂缝上的点距离储层中心的距离大，因此展开式（３）时采用式

（５）的第二部分表达式将其展开，反之，采用式（５）的第一部分表达式展开．将式（３）展开可表示为

　 　 Ｐ ＝ １
２ｓ [ Ｉ０（ａｒＧＤ）Ｋ０（ａｒＧＦＤ） ＋ ２∑

＋∞

ｎ ＝ １
Ｉｎ（ａｒＧＤ）Ｋｎ（ａｒＧＦＤ）ｃｏｓ（ｎ（θ － θＧＦ）） ＋

　 　 　 　 ＤＩ０（ａｒＧＤ）Ｉ０（ａｒＧＦＤ） ＋ ２Ｄ∑
∞

ｎ ＝ １
Ｉｎ（ａｒＧＤ）Ｉｎ（ａｒＧＦＤ）ｃｏｓ（ｎ（θ － θＧＦ）） ] ｒＧＤ ＜ ｒＧＦＤ， （６）

其中， ａ ＝ ｓ ．根据式（３）和式（６），当井不在储层中心时，将式（６）中系数 Ｄ 变为变系数，通过边界条件选择

Ｄ 使其满足外边界的控制条件，并且当压力计算点趋近于点源时，与系数 Ｄ相关部分的值对产量的贡献值要

趋近于 ０，这样既满足了井底定产条件，又满足了外边界条件．因此其线源解可写成

　 　 Ｐ
－

ＦＤ ＝ １
２ｓ [ Ｉ０（ａｒＧＤ）Ｋ０（ａｒＧＦＤ） ＋ ２∑

＋∞

ｎ ＝ １
Ｉｎ（ａｒＧＤ）Ｋｎ（ａｒＧＦＤ）ｃｏｓ（ｎ（θ － θＧＦ）） ＋
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　 　 　 　 Ｄ０Ｉ０（ａｒＧＤ）Ｉ０（ａｒＧＦＤ） ＋ ２∑
∞

ｎ ＝ １
ＤｎＩｎ（ａｒＧＤ）Ｉｎ（ａｒＧＦＤ）ｃｏｓ（ｎ（θ － θＧＦ）） ] ｒＧＤ ＜ ｒＧＦＤ ． （７）

对于圆形封闭边界：

　 　
∂Ｐ

－

ＦＤ

∂ｒＤ ｒＤ ＝ ＲｅＤ

＝ ０． （８）

对于圆形定压边界：

　 　 Ｐ
－

ＦＤ ｒＤ ＝ ＲｅＤ
＝ ０． （９）

将式（７）代入式（８）和式（９），解得圆形封闭边界和定压边界对应的系数 Ｄｎ：

　 　 Ｄｎ ＝
－

Ｋ′ｎ（ａＲｅＤ）
Ｉ′ｎ（ａＲｅＤ）

，

－
Ｋｎ（ａＲｅＤ）
Ｉｎ（ａＲｅＤ）

，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 　 ｎ ＝ ０，１，２，…，∞ ． （１０）

考虑 Ｂｅｓｓｅｌ 函数⁃导数关系，式（１０）可表示为

　 　 Ｄｎ ＝

Ｋｎ－１（ａＲｅＤ） ＋ Ｋｎ＋１（ａＲｅＤ）
Ｉｎ－１（ａＲｅＤ） ＋ Ｉｎ＋１（ａＲｅＤ）

，

－
Ｋｎ（ａＲｅＤ）
Ｉｎ（ａＲｅＤ）

，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 　 ｎ ＝ ０，１，２，…，∞ ． （１１）

２．２　 多翼裂缝偏心井面源函数

将式（１１）代入式（７），考虑每条裂缝的流量为非均匀流量，将每条裂缝的流量变换到 Ｌａｐｌａｃｅ 空间，并沿

第 ｉ 条裂缝方向对点源进行积分，得到第 ｉ 条裂缝非均匀流量的面源解：

　 　 Ｐ
－

ＦＤ（ ｉ） ＝
１
２ ∫ＬＦＤ（ ｉ）

ｑＤ（ ｉ） [ Ｉ０（ａｒＧＦＤ（ ｉ））Ｋ０（ａｒＧＤ（ ｉ）） ＋

　 　 　 　 ２∑
＋∞

ｎ ＝ １
Ｉｎ（ａｒＧＦＤ（ ｉ））Ｋｎ（ａｒＧＤ（ ｉ））ｃｏｓ（ｎ（θ － θＧＦ（ ｉ））） ＋ Ｄ０Ｉ０（ａｒＧＤ（ ｉ））Ｉ０（ａｒＧＦＤ（ ｉ）） ＋

　 　 　 　 ２∑
∞

ｎ ＝ １
ＤｎＩｎ（ａｒＧＤ（ ｉ））Ｉｎ（ａｒＧＦＤ（ ｉ））ｃｏｓ（ｎ（θ － θＧＦ（ ｉ））） ]ｄＬＦＤ（ ｉ），　 　 ｒＧＦＤ（ ｉ） ＜ ｒＧＤ（ ｉ）， （１２）

　 　 Ｐ
－

ＦＤ（ ｉ） ＝
１
２ ∫ＬＦＤ（ ｉ）

ｑＤ（ ｉ） [ Ｉ０（ａｒＧＤ（ ｉ））Ｋ０（ａｒＧＦＤ（ ｉ）） ＋

　 　 　 　 ２∑
＋∞

ｎ ＝ １
Ｉｎ（ａｒＧＤ（ ｉ））Ｋｎ（ａｒＧＦＤ（ ｉ））ｃｏｓ（ｎ（θ － θＧＦ（ ｉ））） ＋ Ｄ０Ｉ０（ａｒＧＤ（ ｉ））Ｉ０（ａｒＧＦＤ（ ｉ）） ＋

　 　 　 　 ２∑
∞

ｎ ＝ １
ＤｎＩｎ（ａｒＧＤ（ ｉ））Ｉｎ（ａｒＧＦＤ（ ｉ））ｃｏｓ（ｎ（θ － θＧＦ（ ｉ））） ]ｄＬＦＤ（ ｉ），　 　 ｒＧＦＤ（ ｉ） ＞ ｒＧＤ（ ｉ） ． （１３）

然而，直接积分等式（１２）或（１３）是非常困难的．根据图 １ 的几何模型，可以得到压力计算点与压裂直井

线源之间的位置关系，如图 １ 所示．当井的位置与裂缝的几何形态确定后，计算点的压力只与裂缝上的压降

生产点的位置有关．
根据图 １ 井与裂缝的位置关系，借助正弦定理关系，则无因次半径、无因次偏心距以及裂缝与水平方向

的夹角存在以下数学关系，可由式（１４）表示：

　 　 ｒＧＦＤ（ ｉ） ＝ ｒｏＤ
ｓｉｎ θＦ（ ｉ）

ｓｉｎ（θＦ（ ｉ） － θＧＦ（ ｉ））
，　 　 θＦ（ ｉ） ≠ ０，π ． （１４）

式（１２）积分方程中含有 Ｂｅｓｓｅｌ 函数，其解析表达式非常复杂，根据文献［３２］中处理裂缝的方法，对裂缝

单元进行离散（图 ２）．每个离散裂缝单元可以看作一个计算对象，其流量为定值．结合质量守恒方程，可对压

力方程和流量方程进行联立求解．将每条水力压裂裂缝划分为 ２Ｎ 个单元，井眼左侧裂缝和井眼右侧裂缝的

网格数均为 Ｎ， 则在局部坐标系中裂缝网格端点的无因次半径可表示为
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　 　 ｒＬＦＤ（ ｉ，ｊ） ＝
ＬＦＤ（ ｉ），ｌｅｆｔ

Ｎ － ｊ ＋ １
Ｎ

，　 　 　 １ ≤ ｊ ≤ Ｎ ＋ １，

ＬＬＦＤ（ ｉ），ｒｉｇｈｔ
ｊ － Ｎ － １

Ｎ
，　 　 Ｎ ＋ １ ≤ ｊ ≤ ２Ｎ ＋ １ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１５）

离散裂缝网格中点在局部坐标系中的半径可表示为

　 　 ｒＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ） ＝
ｒＬＦＤ（ ｉ，ｊ） ＋ ｒＬＦＤ（ ｉ，ｊ ＋１）

２
，　 　 １ ≤ ｊ ≤ ２Ｎ ． （１６）

离散裂缝网格端点的坐标在全局坐标系中的半径与角度可表示为

　 　
ｒＧＦＤ（ ｉ，ｊ） ＝ ｒ２ｏＤ ＋ ｒ２ＬＦＤ（ ｉ，ｊ） － ２ｒｏＤｒＬＦＤ（ ｉ，ｊ） ｃｏｓ（π － θＦ（ ｉ）） ，

θＧＦ（ ｉ，ｊ） ＝ ｔａｎ －１ ｒＬＦＤ（ ｉ，ｊ） ｓｉｎ θＦ（ ｉ）

ｒｏＤ ＋ ｒＬＦＤ（ ｉ，ｊ） ｃｏｓ θＦ（ ｉ）
．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１７）

离散裂缝网格中点的坐标在全局坐标系中的半径和角度可表示为

　 　
ｒＧＭＦＤ（ ｉ，ｊ） ＝ ｒ２ｏＤ ＋ ｒ２ＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ） － ２ｒｏＤｒＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ） ｃｏｓ（π － θＦ（ ｉ）） ，

θＧＭＦ（ ｉ，ｊ） ＝ ｔａｎ －１ ｒＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ） ｓｉｎ θＦ（ ｉ）

ｒｏＤ ＋ ｒＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ） ｃｏｓ θＦ（ ｉ）
．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１８）

图 ２　 裂缝单元离散方案

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅ

根据图 ２ 裂缝单元的离散方案，结合式（１２），若条件满足式（１３），做同样的处理，则第 ｉ 条裂缝第 ｊ 个裂

缝单元的无因次压力表示为

　 　 Ｐ
－

ＦＤ（ ｉ，ｊ） ＝
１
２ ∫

ｒＬＦＤ（ ｉ，ｊ ＋１）

ｒＬＦＤ（ ｉ，ｊ）

ｑＤ（ ｉ，ｊ） [ Ｉ０（ａｒＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ））Ｋ０（ａｒＬＦＤ） ＋

　 　 　 　 ２∑
＋∞

ｎ ＝ １
Ｉｎ（ａｒＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ））Ｋｎ（ａｒＬＦＤ）ｃｏｓ（ｎ（θＧＭＦ（ ｉ，ｊ） － θ（ ｒＬＦＤ）））Ｄ０Ｉ０（ａｒＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ））Ｉ０（ａｒＬＦＤ） ＋

　 　 　 　 ２∑
∞

ｎ ＝ １
ＤｎＩｎ（ａｒＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ））Ｉｎ（ａｒＬＦＤ）ｃｏｓ（ｎ（θＧＭＦ（ ｉ，ｊ） － θ（ ｒＬＦＤ））） ]ｄｒＬＦＤ，　 　 ｒＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ） ＜ ｒＬＦＤ ． （１９）

式（１９）表示了当 ｒＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ） ＜ ｒＬＦＤ 时，第 ｉ 条裂缝第 ｊ 个裂缝单元压力的计算．对于 ｒＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ） ＞ ｒＬＦＤ 的情况，
参照式（１３）处理即可．在局部坐标系中裂缝单元中点 ｒＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ） 的值可由式（１６）确定．式（１９）中的积分的上下

限分别由局部坐标系中裂缝单元的起点半径 ｒＬＦＤ（ ｉ，ｊ） 和终点半径 ｒＬＦＤ（ ｉ，ｊ ＋１） 表示，裂缝单元起点半径与终点半

径可由式（１５）确定．式（１９）中的系数 Ｄｎ 含有全局坐标系中的参数无因次外边界半径，因此在积分式（１９）
时，既有局部坐标系的参数，也有全局坐标系的参数，为了参数的统一，可以通过式（１７）和式（１８）将局部坐

标系中的参数转到全局坐标系中．但局部坐标系中的积分变量 ｒＬＦＤ 转换到全局坐标系中积分变量 ｒＧＦＤ 时，既
可以用积分点在全局坐标系中的半径表示，又可以用角度表示．本文先将局部标系中的积分变量 ｒＬＦＤ 转换到
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全局坐标系中的积分变量 ｒＧＦＤ， 然后再根据极坐标系中半径与角度的微分关系，再转换为对角积分．通过上

述分析，将式（１９）中的局部标系中的积分变量 ｒＬＦＤ 转换到全局坐标系的积分变量 ｒＧＦＤ 可由式（２０）表示：

　 　 Ｐ
－

ＦＤ（ ｉ，ｊ） ＝
１
２ ∫

ｒＧＦＤ（ ｉ，ｊ ＋１）

ｒＧＦＤ（ ｉ，ｊ）

ｑＤ（ ｉ，ｊ） [ Ｉ０（ａｒＧＭＦＤ（ ｉ，ｊ））Ｋ０（ａｒＧＦＤ） ＋

　 　 　 　 ２∑
＋∞

ｎ ＝ １
Ｉｎ（ａｒＧＭＦＤ（ ｉ，ｊ））Ｋｎ（ａｒＧＦＤ）ｃｏｓ（ｎ（θＧＭＦ（ ｉ，ｊ） － θＧＦ（ ｒＧＦＤ））） ＋ Ｄ０Ｉ０（ａｒＧＭＦＤ（ ｉ，ｊ））Ｉ０（ａｒＧＦＤ） ＋

　 　 　 　 ２∑
∞

ｎ ＝ １
ＤｎＩｎ（ａｒＧＭＦＤ（ ｉ，ｊ））Ｉｎ（ａｒＧＦＤ）ｃｏｓ（ｎ（θＧＭＦ（ ｉ，ｊ） － θＧＦ（ ｒＧＦＤ））） ]ｄｒＧＦＤ，　 　 ｒＧＭＦＤ（ ｉ，ｊ） ＜ ｒＧＦＤ ． （２０）

式（２０）表示出了全局坐标系中对半径积分的形式．若裂缝与 ｘ 轴的夹角为 ０°或 １８０°，则采用式（２０）直
接对全局坐标系中的半径积分即可，否则，将全局坐标系中对半径的积分形式转化为对角度的积分．这里需

要考虑极坐标系中弧长与角度的微分关系，整理式（２０）可得

　 　 Ｐ
－

ＦＤ（ ｉ，ｊ） ＝
１
２ ∫

θＧＦ（ ｉ，ｊ ＋１）

θＧＦ（ ｉ，ｊ）

Ｃ（θＧＦ） ｑＤ（ ｉ，ｊ） [ Ｉ０（ａｒＧＭＦＤ（ ｉ，ｊ））Ｋ０（ａｒＧＦＤ） ＋

　 　 　 　 ２∑
＋∞

ｎ ＝ １
Ｉｎ（ａｒＧＭＦＤ（ ｉ，ｊ））Ｋｎ（ａｒＧＦＤ）ｃｏｓ（ｎ（θＧＭＦ（ ｉ，ｊ） － θＧＦ）） ＋ Ｄ０Ｉ０（ａｒＧＭＦＤ（ ｉ，ｊ））Ｉ０（ａｒＧＦＤ） ＋

　 　 　 　 ２∑
∞

ｎ ＝ １
ＤｎＩｎ（ａｒＧＭＦＤ（ ｉ，ｊ））Ｉｎ（ａｒＧＦＤ）ｃｏｓ（ｎ（θＧＭＦ（ ｉ，ｊ） － θＧＦ）） ]ｄθＧＦ，　 　 ｒＧＭＦＤ（ ｉ，ｊ） ＜ ｒＧＦＤ， （２１）

其中， Ｃ（θＧＤ） ＝
ｒｏＤｓｉｎ θＦ

（ｓｉｎ（θＦ － θＧＦ）） ２ ．将第 ｉ 条裂缝的所有裂缝单元的压降进行叠加，可得第 ｉ 条无限导流不对

称裂缝偏心直井的井底压降，可表示为

　 　 Ｐ
－

ＦＤ（ ｉ） ＝ ∑
２Ｎ

ｊ ＝ １
Ｐ
－

ＦＤ（ ｉ，ｊ） ． （２２）

２．３　 裂缝模型与储层的耦合

裂缝的流体流动仅被视为线性流动．水力裂缝的两翼长度不等．裂缝两端无流体流动．根据文献［３３⁃３４］
的研究结果，储层与第 ｉ 条裂缝流动的耦合关系可表示为

　 　 Ｐ
－

ＦＤ（ ｉ）（ ｒＧＦＤ（ ｉ），ｓ） ＝

　 　 　 　 Ｐ
－

ＦＤ（ ｉ），ａｖｇ ＋ π
ＣＦＤ（ ｉ）

∫ｘＦＤ（ ｉ）

－ｘＦＤ（ ｉ）

Ｇ（ ｉ）（ ｒ′，ｒＬＦＤ（ ｉ）） ｑＤ（ ｉ）（ ｒ′，ｓ）ｄｒ′ －
２π

ｓＣＦＤ（ ｉ）
Ｇ（ ｉ）（ｘａｓｙｍＤ（ ｉ），ｒＬＦＤ（ ｉ））， （２３）

其中， Ｐ
－

ＦＤ（ ｉ），ａｖｇ ＝
１
２ ∫

ｘＦＤ（ ｉ）

－ｘＦＤ（ ｉ）

Ｐ
－

ＦＤ（ ｉ）（ ｒ′，ｓ）ｄｒ′ ．式（２３）的左端项表示流体在裂缝中的流动部分，右端表示无限导流

储层流体流动部分．将式（２３）中裂缝的部分进行离散，离散后可由线性方程组表示为

　 　 ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
∑
２Ｎ

ｊ ＝ １

１
２ ∫

θＧＦ（ ｉ，ｊ ＋１）

θＧＦ（ ｉ，ｊ）

Ｃ（θＧＦ） ｑＤ（ ｉ，ｊ） Ｉ０（ａｒＧＭＦＤ（ ｉ，ｊ））Ｋ０（ａｒＧＦＤ） ＋[

　 　 　 　 ２∑
＋∞

ｎ ＝ １
Ｉｎ（ａｒＧＭＦＤ（ ｉ，ｊ））Ｋｎ（ａｒＧＦＤ）ｃｏｓ（ｎ（θＧＭＦ（ ｉ，ｊ） － θＧＦ）） ＋ Ｄ０Ｉ０（ａｒＧＭＦＤ（ ｉ，ｊ））Ｉ０（ａｒＧＦＤ） ＋

　 　 　 　 ２∑
∞

ｎ ＝ １
ＤｎＩｎ（ａｒＧＭＦＤ（ ｉ，ｊ））Ｉｎ（ａｒＧＦＤ）ｃｏｓ（ｎ（θＧＭＦ（ ｉ，ｊ） － θＧＦ）） ] ｄθＧＦ ＝

　 　 　 　 Ｐ
－

ＦＤ，ａｖｇ ＋ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １

π
ＣＦＤ（ ｉ）

∑
２Ｎ

ｊ ＝ １
ｑＤ（ ｉ，ｊ）∫ｒＬＦＤ（ ｉ，ｊ ＋１）

ｒＬＦＤ（ ｉ，ｊ）

Ｇ（ ｉ）（ ｒ′，ｒＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ））ｄｒ′ －

　 　 　 　 ２π
ｓＣＦＤ（ ｉ）

Ｇ（ ｉ）（ｘａｓｙｍＤ（ ｉ），ｒＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ）），　 　 ｒＧＭＦＤ（ ｉ，ｊ） ＜ ｒＧＦＤ， （２４）

其中　 　 １ ≤ ｉ ≤ Ｍ，１ ≤ ｊ ≤ ２Ｎ， Ｐ
－

ＦＤ，ａｖｇ ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
Ｐ
－

ＦＤ（ ｉ），ａｖｇ Ｍ ．

根据流量的质量守恒定理［２７］可得
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　 　 ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
∑
２Ｎ

ｊ ＝ １
ｑＤ（ ｉ，ｊ）（ ｒＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ ＋１） － ｒＬＭＦＤ（ ｉ，ｊ）） ＝ １

ｓ
． （２５）

裂缝单元单位长度的面流量 ｑＤ（ ｉ，ｊ） 与裂缝的平均压力 Ｐ
－

ＦＤ，ａｖｇ 可通过线性方程组（２４）和（２５）的联立求解

得到．但井底压力不能直接计算出来．根据方程组（２４）和（２５）求解的裂缝单位长度面流量 ｑＤ（ ｉ，ｊ） 与裂缝的平

均压力 Ｐ
－

ＦＤ，ａｖｇ 代入式（２３）并且取 ｒＬＦＤ（ ｉ） ＝ ｘａｓｙｍＤ（ ｉ），即可以得到有限导流不对称裂缝压裂偏心直井无量纲井底

压力．
考虑表皮系数和井储系数，井底压力［３５］的计算表达式可表示为

　 　 Ｐ
－

ｗＤ ＝
ｓＰ
－

ＦＤ ＋ Ｓ

ｓ ＋ ＣＤｓ２（ ｓＰ
－

ＦＤ ＋ Ｓ）
． （２６）

３　 模型的验证与井底压力特征

３．１　 模型的验证

在进行井底压力与产量分析前，需要验证模型的准确性．本文借助油藏动态分析 ＫＡＰＰＡ ＷＯＲＫＳＴＡ⁃
ＴＩＯＮ 的数值试井分析软件 ＳＡＰＨＩＲ 模块，建立了柱坐标中单纯介质储层封闭边界不对称裂缝压裂偏心井的

数值模型．数值试井计算时暂不考虑井储及表皮效应的影响，如图 ３ 所示．数值模型的基本参数如下：储层厚

度为 １０ ｍ，储层渗透率为 １８．４２ ｍＤ（１ ｍＤ＝ ９．８７×１０－４ μｍ２），储层外边界半径为 ２ ０００ ｍ，偏心距为 １ ２００ ｍ，
储层的孔隙度为 １０％，储层综合压缩系数为 ０．０００ １ ＭＰａ－１，储层温度为 １００ ℃，原油的体积系数为 １．０２，井
的产量为 １００ ｍ３ ／ ｄ，两条裂缝的导流能力均为 ９ ２１０ ｍＤ·ｍ，即每条裂缝的无因次导流能力为 ＣＦＤ ＝ ５，第一条

裂缝与水平方向的夹角为 ０°，裂缝的两翼等长，均为 １００ ｍ，第二条裂缝与水平方向的夹角为 ９０°，裂缝的两翼

长度不等，北向裂缝长度为 ５０ ｍ，南向裂缝长度为 １５０ ｍ ．在解析计算时无因次井储系数为 ＣＤ ＝ ０．０００ １，表
皮系数为 Ｓ ＝ ０．０１．裂缝与井的几何数值模型如图 ３ 的左图所示，裂缝几何形态如图 ３ 的右图所示．

图 ３　 压裂偏心井的数值物理模型

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｕｒｅｄ ｏｆｆ⁃ｃｅｎｔｅｒ ｗｅｌｌ

根据上述参数，本文借助油藏动态分析 ＫＡＰＰＡ ＷＯＲＫＳＴＡＴＩＯＮ 的数值试井分析软件 ＳＡＰＨＩＲ 模块，计
算了无因次井底压力与无因次时间，同时也根据式（１９）计算了半解析解的理论曲线，如图 ４ 所示．由图 ４ 可

以看出，数值试井计算的结果与理论半解析解反演的结果一致．然后对井底压力变化特征进行了分析，主要

划分为 ８ 个流动阶段，各阶段的井底压力导数曲线特征如图 ４ 所示．第一阶段为井储效应阶段，井底压力与

压力导数曲线重合，且呈斜率为 １ 的直线；第二阶段为表皮效应响应阶段，井底压力导数呈“驼峰”型；第三

阶段为储层与裂缝的双线性流阶段，井底压力导数曲线呈斜率为 １ ／ ４ 的直线；第四阶段为储层的线性流阶

段，井底压力导数曲线呈斜率为 １ ／ ２ 的直线；第五阶段为流体绕裂缝的椭圆流阶段，井底压力导数曲线呈斜

率为 ０．３６ 的直线，然后逐渐过渡到平面径向流；第六阶段为径向流阶段，井底压力导数曲线呈值为 ０．５ 的水

平线；第七阶段为距离裂缝较近的封闭边界对井底压力响应阶段，井底压力导数曲线上翘；第八阶段为圆形
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封闭外边界对井底压力的响应阶段，井底压力导数曲线呈斜率为 １ 的直线，且与井底压力曲线重合．

图 ４　 井底压力对比曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｗｅｌｌｂｏｒｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｃｕｒｖｅｓ

３．２　 结果分析

图 ５ 反映了不同裂缝导流能力下的无量纲井底压力、压力导数与无量纲时间之间的关系．其中无量纲井

储系数 ＣＤ 为 １０ －４，表皮系数 Ｓ 为 ０．０１，两条裂缝的平均半长均为 １００ ｍ，第一条裂缝与水平方的夹角为 ０°，
裂缝的不对称因子 ｘａｓｙｍＤ 为 ０．第二条裂缝与水平方向的夹角为 ９０°，裂缝的不对称因子 ｘａｓｙｍＤ 为 ０．５．外边界半

径 Ｒｅ 为 ２ ０００ ｍ，偏心距 ｒｏ 为 １ ２００ ｍ ．在线性和双线性状态下，无因次裂缝导流系数对井底压力以及压力导

数曲线有明显影响．无因次裂缝导流能力越大，则渗流阻力越小．因此，无因次裂缝导流能力越大，则早期阶

段无因次井底压力越小．

图 ５　 无因次裂缝导流能力对无因次井底压力、压力导数曲线的影响

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ ｏｎ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｂｏｔｔｏｍ ｈｏｌｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｃｕｒｖｅｓ

图 ６ 反映了无因次裂缝的导流能力对无因次产量分布曲线的影响．其中水平方向裂缝（①和③号）的缝

长均为 １００ ｍ，垂直方向裂缝（②和④号），②号裂缝的长度为 ５０ ｍ，④号裂缝的长度为 １００ ｍ，其他计算参数

与图 ５ 相同．从图 ６ 可以看出，裂缝的无因次导流能力对不对称裂缝偏心井的产量分布的影响较大．图 ６ 给出

了裂缝无因次导流能力取值为 １０ 的 ４ 条裂缝和取值为 ３０ 的 ４ 条裂缝无因次产量与无因次时间的关系．从
图 ６ 可以看出：在不同裂缝导流能力情况下，③号裂缝对产量的贡献最大，因为③号裂缝距离储层中心的位

置较近，流体的供给范围大；而②号裂缝对产量的贡献最小，因为②号裂缝长度只有其他裂缝长度的一半，在
考虑均质基质的情况下，与裂缝连通的供给区域小，因此产量低．①号与④号裂缝对产量的贡献差距不大，但
④号裂缝的无因次产量略低于①号裂缝，①号裂缝储层流体可补给的范围要大于④号裂缝．随着生产时间的

增加，当到达一定时间后，各条裂缝的无因次产量保持稳定，无因次产量贡献基本保持不变．因此，在整个流

动中，裂缝无因次导流能力越大，裂缝越长，则对产量的贡献越高．
图 ７ 反映了不同偏心距对无因次井底压力与压力导数曲线的影响．其中计算中的偏心距取值见图 ７，其

他计算参数与图 ５ 相同．当压力传播到边界时，偏心距对无因次井底压力与压力导数曲线具有明显的影响．
井距储层中心的距离越大，则井以及裂缝距离储层边界的距离就越近，因此边界响应出现的时间就越早．偏
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心距越大，相当于流体绕井及裂缝的径向流的区域变小，则径向流动持续时间变短．在径向流区域减小时，若
要维持定产量生产，则需要更大的压降，因此边界响应段无因次井底压力与压力导数的值变大．

图 ６　 裂缝无因次导流能力对无因次产量分布的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｒａｔｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｕｒｅ

图 ７　 不同偏心距对无因次井底压力与压力导数曲线的影响

Ｆｉｇ． ７　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｗｅｌｌｂｏｒｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｅｒｖｏｉｒ ｃｅｎｔｅｒ

图 ８　 不对称因子对无因次压力与压力导数曲线的影响

Ｆｉｇ． ８　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ａｓｙｍｍｅｔｒｙ ｆａｃｔｏｒ

图 ８ 反映了不对称因子对无因次井底压力与压力导数曲线的影响．不对称因子取值见图 ８，其他计算参

数与图 ５ 相同．裂缝的不对称因子越大，则表明裂缝的不对称性越明显．裂缝的不对称因子越大，则早期的压

降越小．因为随着裂缝不对称性的增加，则裂缝两翼的长度差越大．在同等产量情况下，裂缝长翼一侧对产量

的贡献起主导作用．随着裂缝长翼一侧长度的增加，其渗流阻力不断减小，因此在储层和裂缝双线性流阶段

所消耗的压差减小．随着生产过程的进行，在储层线性流阶段这种趋势在不断减弱，到平面径向流阶段之后，
无因次井底压力与压力导数曲线重合．
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４　 结　 　 论

１） 本文考虑不对称多翼裂缝压裂偏心井的渗流问题，建立了相应的物理模型与数学模型．根据点源理

论和 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，得到了每条裂缝的压力分布．根据裂缝与储层中压力的耦合关系，得到了 Ｌａｐｌａｃｅ 空间不

对称多翼裂缝压裂偏心井的半解析解．
２） 根据非均匀流量的处理方法，将每条压裂裂缝离散为 ２Ｎ 段．结合流量的质量守恒方程，对每个离散

裂缝单元的流量及裂缝的平均压力进行联立求解，再结合 Ｓｔｅｈｆｅｓｔ 数值反演方法，得到了时间空间下压力的

解析解．应用 ＫＡＰＰＡ ＷＯＲＫＳＴＡＴＩＯＮ 的数值试井分析软件 ＳＡＰＨＩＲ 模块的数值解验证了解析解的正确性．
３） 根据井底压力及压力导数曲线的响应特征，可将多翼裂缝压裂偏心井的渗流过程划分为 ８ 个阶段：

井储效应响应阶段、表皮效应响应阶段、储层与裂缝的双线性流响应阶段、储层的线性流响应阶段、流体绕裂

缝的椭圆流响应阶段、径向流响应阶段、距离裂缝较近的封闭边界对井底压力响应阶段以及圆形封闭外边界

对井底压力的响应阶段．
４） 分析了无因次裂缝导流系数、偏心距以及裂缝不对称因子对井底压力和产量分布曲线的影响，结果

表明，在线性和双线性阶段，无因次导流系数越大，井底压力与压力导数曲线越低；无因次导流系数越大，裂
缝越长，对产量的贡献越大，当到达平面径向流阶段之后，裂缝的无因次导流系数与裂缝的长度对产量的相

对分布基本没有影响；在平面径向流之前，偏心距对井底压力与压力导数曲线没有影响，当压力波传到距边

界较近一侧封闭边界时，井底压力与压力导数曲线上翘，偏心距越大，曲线出现上翘的时间越早；裂缝的不对

称因子只影响裂缝与储层的线性流与双线性流阶段，裂缝的不对称因子越大，则线性流与双线性流阶段的压

降越小．

附　 　 录

符号说明如下：
Ｂ 表示储层流体的体积系数，无量纲； ＣＤ 表示无因次井储系数，无量纲； ＣＦＤ 表示裂缝的无因次导流系数，无量纲； Ｃｔｍ 表

示基质的综合压缩系数，Ｐａ－１； Ｃｔｆ 表示裂缝的综合压缩系数，Ｐａ－１； Ｇ 表示 Ｇｒｅｅｎ 函数； ｈ 表示储层厚度，ｍ； Ｉｎ 表示第一类 ｎ 阶

修正 Ｂｅｓｓｅｌ 函数； Ｉ′ｎ表示第一类 ｎ 阶修正 Ｂｅｓｓｅｌ 函数的导数； ｋ 表示渗透率，ｍ２； Ｋｎ 表示第二类 ｎ 阶修正 Ｂｅｓｓｅｌ 函数； Ｋ′ｎ表示

第二类 ｎ 阶修正 Ｂｅｓｓｅｌ 函数的导数； ＬＦ 表示裂缝的长度，ｍ； Ｎ 表示每条裂缝的网格数； Ｍ 表示裂缝的总个数； Ｐｉ 表示储层原

始地层压力，Ｐａ； Ｐ表示储层流体的压力，Ｐａ； ｑ表示产量，ｍ３ ／ ｄ； ｒ表示柱坐标系中 ｒ方向的位置，ｍ； ｒｏ 表示偏心距，ｍ； Ｒｅ 表示

储层的外边界半径，ｍ； Ｓ 表示表皮系数，无因次； ｓ 表示 Ｌａｐａｌｃｅ 变量，无量纲； ｔ 表示生产时间，ｄ； ｗＦ 表示裂缝宽度，ｍ； ｘａｓｙｍ 表

示井相对于裂缝中心距离，ｍ； θＦ 表示局部坐标系中裂缝与 ｘ 轴方向的夹角，ｒａｄ； ϕＦ 表示裂缝孔隙度，无量纲； ϕｍ 表示基质孔

隙度，无量纲； μ 表示储层流体黏度，ｍＰａ·ｓ ．
下标含义如下：
ｉ表示第 ｉ条裂缝； ｊ表示第 ｊ个网格；Ｆ 表示裂缝；Ｄ 表示无因次；Ｌ 表示局部坐标系；Ｇ 表示全局坐标系；Ｍ 表示网格中点；

ｗＤ 表示井底无量纲压力；ｅＤ 表示外边界无量纲半径； ｎ 表示 Ｂｅｓｓｅｌ 函数阶数；ｏＤ 表示无因次偏心距离；ａｖｇ 表示平均压降；
ａｓｙｍＤ 表示无因次不对称因子；ｒｅｆ 表示参考长度；ｒｉｇｈｔ 表示右侧；ｌｅｆｔ 表示左侧；ｓｃ 表示标准状况．

上标定义如下：
上标“－”表示 Ｌａｐｌａｃｅ 空间；上标“ ～ ”表示单位长度流量．
无量纲参数的定义如下：
无因次拟压力为

　 　 Ｐ
－

ＦＤ ＝
２πｋｆｈ
ｑｓｃμＢ

（Ｐｉ － ＰＦ） ．

无因次距离为

　 　 ｘＤ ＝ ｘ
Ｌｒｅｆ

， ｙＤ ＝ ｙ
Ｌｒｅｆ

．

无因次井的位置为

　 　 ｘｗＤ ＝
ｘｗ

Ｌｒｅｆ
， ｙｗＤ ＝

ｙｗ

Ｌｒｅｆ
．
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无因次时间为

　 　 ｔＤ ＝ ｋ
（ϕｆＣｔｆ ＋ ϕｍＣｔｍ）μＬ２

ｒｅｆ

ｔ ．

无因次裂缝长度为

　 　 ＬＦＤ ＝
ＬＦ

Ｌｒｅｆ
．

无因次外边界半径为

　 　 ＲｅＤ ＝
Ｒｅ

Ｌｒｅｆ
．

无因次不对称因子为

　 　 ｘａｓｙｍＤ ＝
ｘａｓｙｍ

Ｌｒｅｆ
．

无因次偏心距为

　 　 ｒｏＤ ＝
ｒｏ
Ｌｒｅｆ

．

无因次裂缝的导流能力为

　 　 ＣＦＤ ＝
ｋＦｗＦ

ｋＬｒｅｆ
．

无因次裂缝的面流量为

　 　 ｑ Ｄ ＝
ｑＬｒｅｆ

ｑｓｃ
．
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