
ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７ ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ａｐｐｌｍａｔｈｍｅｃｈ．ｃｎ

刚⁃液耦合航天器系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 结构
及稳定性分析

∗

易中贵１，　 岳宝增２，　 刘　 峰２，　 卢　 涛３，　 邓明乐４

（１． 北京理工大学 数学与统计学院， 北京 １０００８１；
２． 北京理工大学 宇航学院， 北京 １０００８１；
３． 北京宇航系统工程研究所， 北京 １０００７６；

４． 中国空间技术研究院通信与导航卫星总体部， 北京 １０００９４）

摘要：　 该文采用 ３Ｄ 刚体摆来等效推进剂的非线性晃动行为．由此研究了该刚⁃液耦合航天器系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 结

构，介绍了系统的 ＲＲ３ 约化（对应系统的平移不变性或总线动量不变性）以及 Ｓｏ（３） 约化（对应系统的旋转不变性或

总角动量不变性），并推导了系统在约化空间 ｓ∗
ｏ （３） × ｓ∗

ｏ （３） × Ｓｏ（３） 上的约化 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号．接着研究了刚⁃液耦合

航天器系统的自旋稳定性特征，先根据对称临界原理推导了刚⁃液耦合航天器系统的相对平衡态，由此根据能量⁃动
量方法与分块对角化技术，推导了系统的自旋稳定性条件和 Ａｒｎｏｌｄ 形式的稳定性边界．最后根据具体模型参数，给
出了以图形方式展现的自旋稳定域．
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０　 引　 　 言

现代航天器通常都需要携带大量的液体燃料推进剂．当这些复杂航天器或者探测器在执行任务时，如姿

态机动、轨道转移、交会对接、悬停与避障等，复杂航天器系统的液体推进剂与部件的相互运动将会严重影响

该耦合系统的稳定性．
自 ２０ 世纪 ６０ 年代开始，研究人员们就发现可以采用刚体来等效封闭储腔内部分填充连续介质液体的

动力学行为［１⁃２］ ．自此，得益于动力学描述的简化、计算复杂度的减小以及在舰实时控制的可实现性等优势，
相比于计算流体动力学（ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｆｌｕｉｄ ｄｙｎａｍｉｃｓ，ＣＦＤ）方法，等效力学模型（包括质量弹簧与平面摆模

型［１］、球摆模型［３⁃６］、运动脉动球模型［７］等）在航天工程领域受到了越来越多工程人员的青睐．然而，对于大

幅非平面晃动的情形（即液体首先会经历一个伴随有液体起旋的大幅横向晃动，进而会出现明显的旋转晃

动和液体自旋运动，来自 Ｔａｎｇ 和 Ｙｕｅ［８］工作的数值结果很好地解释了这一物理过程），Ｌｉｕ 和 Ｙｕｅ 等［９⁃１０］ 提

出了一个复合 ３Ｄ 刚体摆模型，该模型被证明是一个有效且可行的方案．通过与解析解、实验解和数值解进行

对比，该模型成功预测了球形储腔中的晃动力．在此之前，据研究者统计，还没有发现研究液体起旋的相关工

作．由于控制方程中出现的奇异性，即便是球摆模型也不能完成此项工作［１０］ ．
几何力学是从现代微分几何（流形）的观点对经典 Ｌａｇｒａｎｇｅ 和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 力学的现代描述［１１］ ．这些现代

的、内禀的几何技术为人们提供了一个全局和无坐标描述的方案，这种方案可以避免选择局部坐标时容易遇

到的繁冗的计算以及致命的奇异性问题［１２］，如刚体姿态表示里面的 Ｅｕｌｅｒ 角就是一个例子（这实际上是 Ｌｉｅ
群中的特殊正交群 Ｓｏ（３）） ［１０］ ．

Ａｒｎｏｌｄ 将著名的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论向前推广，从而得到能量⁃Ｃａｓｉｍｉｒ 方法（该术语是由文献［１３］首
次提出的）．通过对能量⁃Ｃａｓｉｍｉｒ 函数取一阶导数即可得到相对平衡点，再结合二阶导数以及凸分析即可得到

相应力学系统的稳定性［１４］ ．Ｏｚｋａｚａｎｃ［１５］ 使用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 力学推导了带全充液储腔的航天器系统的动力学方

程，并使用能量⁃Ｃａｓｉｍｉｒ 方法分析了该系统的稳定性．该航天器系统被建模为一个刚体携带有不可压缩、无
黏、均质液体的全充液系统．因此，该系统实际上没考虑液体晃动的影响．但是该文献对该航天器系统的非正

则 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 结构、Ｌｉｅ⁃Ｐｏｉｓｓｏｎ 描述与 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｐｏｉｎｃａｒé 描述、相对平衡态以及控制问题都做了非常详细的研究．
Ａｒｄａｋａｎｉ 等［１６］提出了一种推导储腔内带有自由液面的二维不可压缩旋转流体流运动的变分原理，并采用

Ｅｕｃｌｉｄｅ 群表示刚性储腔的运动．Ｇａｓｂａｒｒｉ 等［１７］ 采用多体建模方法研究了刚⁃液⁃柔耦合航天器系统的动力学

建模以及稳定性分析，并采用球摆模型来等效储腔内部分填充液体的晃动行为．Ｓａｌｍａｎ 和 Ｙｕｅ［１８］ 使用 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ 以及 Ｃａｓｉｍｉｒ 能量函数研究了充液航天器系统的运动稳定性问题．该文献中，他们采用平面摆来等效液

体的晃动问题，因此该模型只适用于小幅线性的横向晃动问题．此外，他们还研究了该耦合系统的分叉以及

混沌问题．闫玉龙［１９］采用能量⁃Ｃａｓｉｍｉｒ 方法研究了刚⁃液⁃柔耦合航天器系统的姿态稳定性问题．其中液体晃

动被等效为一个平面摆模型，柔性附件采用的是线性剪切梁．
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然而，当人们尝试把能量⁃Ｃａｓｉｍｉｒ 方法推广到几何精确杆（或者三维弹性板或壳）时，则被证明这是行不

通的［２０］ ．这是由于约化空间里表示的 Ｃａｓｉｍｉｒ 函数很难表示或实际上根本就不存在［２１⁃２２］ ．幸运的是，Ｓｉｍｏ
等［２０］针对这一问题做了改进，并由此提出了能量⁃动量方法．文献［２０］研究的另外一个非常关键且重要的结

果就是分块对角化技术，它把能量动量函数的二阶变分分块对角化为整体刚性运动和内部振动两块，即将对

称群产生的“旋转”扰动与“内部（变形）”扰动的互补空间分离，其中前一个分块即对应著名的 Ａｒｎｏｌｄ 形式．
据此，笔者从几何力学的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 角度出发，系统研究了刚⁃液⁃柔耦合航天器系统的全局和无坐标描述

动力学方程、相对平衡态的寻找及其相对平衡特性的证明、稳定性准则的建立和分析［２３］ ．模型中的柔性附件

采用的是可以在三维空间做任意运动的几何精确杆（包括拉伸、剪切、扭转和弯曲）．因此采用能量⁃动量方法

与分块对角化技术研究了该刚⁃液⁃柔耦合航天器系统的稳定特性．
在本文中，针对刚⁃液耦合航天器系统液体推进剂的非线性晃动行为，给出了适用于球腔及柱腔的 ３Ｄ 刚

体摆等效力学模型．由此，采用内禀的几何技术研究了该耦合系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 结构，推导了其在约化空间上

的约化 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号．最后，采用能量⁃动量方法以及分块对角化技术，建立了该耦合系统的相对平衡态和相

应的自旋稳定性准则．

１　 刚⁃液耦合系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 结构

１．１　 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数

燃料推进剂在球形储腔或者圆柱储腔中的非线性晃动行为可通过一个刚体摆来等效．如图 １ 所示，液体

燃料的晃动部分通过刚体摆来等效其力学行为，而未晃动部分（即“冻结”燃料部分）则等效为固定在主刚体

上的一个集中质量点．而且当 ｈ ＝ ０ 时，对应于球形储腔的等效，否则对应于圆柱储腔的等效．关于等效原则

（包括静态属性和动态属性）的叙述可参考文献［１］中的 ３．２ 节，较详细的可参考 ＮＡＳＡ 组织研究的，关于液

体晃动动力学行为的文献［２４］中的第 ６ 章．对于球腔和圆柱腔中等效力学模型的各等效参数也可参考文献

［１］（Ｐ４８）中提供的经验公式，或者文献［２４］ （Ｐ２０４）中提供的经验公式，两者的区别只是坐标系选取的差

异．等效方式可参考文献［１０］中 ２．１ 节的详细叙述．如果不考虑未晃动部分的“冻结”燃料，那么图 １ 中的力

学模型就完全等价于经典的双刚体系统［２５⁃３０］ ．
图 １ 中的物理参数解释如下： ＯＩ 为空间惯性坐标系 ＯＩＥ１Ｅ２Ｅ３ 的原点； Ｏ０ 为系统质心； Ｏ１ 为主刚体平台

在质心处的连体坐标系 Ｏ１ｅ１ｅ２ｅ３ 的原点，也是储腔的形心； Ｏ２ 为刚体摆在质心处的连体坐标系 Ｏ２ ｆ１ ｆ２ ｆ３ 的原

点； Ｏｆ 为“冻结”燃料集中质量点； Ｏｈ 为等效液体晃动刚体摆的虚拟悬挂点； ｈ 为主刚体平台上连体坐标系

中，从点 Ｏ１ 到点 Ｏｈ 的矢量； ｌ 为等效刚体摆上连体坐标系中，从点 Ｏｈ 到点 Ｏ２ 的矢量； ｄ 为主刚体平台上连

体坐标系中，从点 Ｏ１ 到点 Ｏｆ 的矢量； φ０ 为空间惯性坐标系中，从点 ＯＩ 到点 Ｏ０ 的矢量； φ１ 为空间惯性坐标

系中，从点 ＯＩ 到点 Ｏ１ 的矢量； φ２ 为空间惯性坐标系中，从点 ＯＩ 到点 Ｏ２ 的矢量； φｆ 为空间惯性坐标系中，从
点 ＯＩ 到点 Ｏｆ 的矢量； Ｂ１ 为主刚体平台从连体坐标系到空间坐标系的姿态矩阵； Ｂ２ 为等效刚体摆从连体坐

标系到空间坐标系的姿态矩阵．
根据图 １，可以得到如下的运动关系：
　 　 φ２ ＝ φ１ ＋ Ｂ１ｈ ＋ Ｂ２ ｌ， （１ａ）
　 　 φｆ ＝ φ１ ＋ Ｂ１ｄ ． （１ｂ）

根据上式与系统质心关系，可得

　 　 Ｍ ＝ ｍ１ ＋ ｍ２ ＋ ｍｆ， （２ａ）

　 　 φ０ ＝ φ１ ＋
ｍ２

Ｍ
（Ｂ１ｈ ＋ Ｂ２ ｌ） ＋

ｍｆ

Ｍ
Ｂ１ｄ， （２ｂ）

式中 ｍ１，ｍ２，ｍｆ 分别为主刚体平台、等效刚体摆和“冻结”燃料的质量．
该刚⁃液耦合航天器系统的构型流形可由如下定义的 Ｃａｒｔｅｓｉｕｓ 积表示：
　 　 Ｑ ＝ ＲＲ ３ × Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３） ＝ { ｑ ＝ （Ｂ１，Ｂ１，Ｂ２） } ． （３）
给定一个群元素 Ｂ∈ Ｓｏ（３）， 其在连体坐标系下（即左作用）的切丛上的空间表示为 （Ｂ，ＢΩ） ∈ ＴＳｏ（３），
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其中 Ω 为连体坐标系下的体角速度．

图 １　 刚⁃液耦合航天器系统的等效力学模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｒｉｇｉｄ⁃ｌｉｑｕｉｄ ｃｏｕｐｌｅｄ ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ ｓｙｓｔｅｍ

假设 ｑ１ ∈ ＲＲ ３ 是主刚体上的任意一点在连体坐标系 Ｏ１ｅ１ｅ２ｅ３ 下的位置矢量，那么其在空间坐标系

ＯＩＥ１Ｅ２Ｅ３ 下的空间惯性位置可表示为 φｑ１
＝ φ１ ＋ Ｂ１ｑ１ ．因此主刚体动能可写为

　 　 Ｔ１ ＝ １
２ ∫Ｂ１

ρ １‖φ１ ＋ Ｂ１ｑ１‖２ｄ３ｑ１， （４）

式中 Ｂ１ 是主刚体上的所有点在连体坐标系下的位置矢量构成的集合，因此有 ｑ１ ∈ Ｂ１； ρ １ 是主刚体平台的

质量密度．根据运动学关系 Ｂ１ ＝ Ｂ１ Ω１ 和矩阵迹的定义 ‖ｘ‖２ ＝ ｘＴｘ ＝ ｔｒ［ｘｘＴ］，因此主刚体平台的动能 Ｔ１ 可

以重新表示为

　 　 Ｔ１ ＝ １
２

ｍ１〈ｖ１，ｖ１〉 ＋ １
２
〈Ω１，Ｊ１Ω１〉， （５）

式中 ｍ１ ＝ ∫
Ｂ１

ρ １ｄ３ｑ１， 运算符 〈·，·〉 表示矢量的 Ｅｕｃｌｉｄｅ 内积，而 Ｊ１ ∈ ＲＲ ３×３ 表示常数惯性并矢［１８］，其表达形

式如下：

　 　 Ｊ１ ＝ ∫
Ｂ１

ρ １（‖ｑ１‖２１３ － ｑ１  ｑ１）ｄ３ｑ１ ∈ ＲＲ ３×３ ． （６）

同理，根据相同的思路可以推导得到等效晃动刚体摆的动能，并直接写为

　 　 Ｔ２ ＝ １
２ ∫Ｂ２

ρ ２‖φ１ ＋ Ｂ１ｈ ＋ Ｂ２ ｌ ＋ Ｂ２ｑ２‖２ｄ３ｑ２ ＝

　 　 　 　 １
２

ｍ２〈ｖ１ ＋ Ｂ１ｈＴΩ１ ＋ Ｂ２ ｌ ＴΩ２，ｖ１ ＋ Ｂ１ｈＴΩ１ ＋ Ｂ２ ｌ ＴΩ２〉 ＋ １
２
〈Ω２，Ｊ２Ω２〉， （７）

式中用到了式（１ａ），Ｂ２ 是刚体摆上的所有点在连体坐标系下的位置矢量构成的集合，因此 ｑ２ ∈Ｂ２；并且Ｂ２

＝ Ｂ２ Ω２ ．
对于“冻结”燃料部分（即未晃动部分的固定质量）的动能也可以根据相同的推导思路直接写为

　 　 Ｔｆ ＝
１
２

ｍｆ‖φ１ ＋ Ｂ１ｄ‖２ ＝ １
２

ｍｆ〈ｖ１，ｖ１〉 ＋ １
２
〈Ω１，ＪｆΩ１〉 ＋ ｍｆ〈ｖ１，Ｂ１ｄＴΩ１〉， （８）
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其中　 　 Ｊｆ ＝ ｍｆ（‖ｄ‖２１３ － ｄ  ｄ） ．
根据式（５）—（７），便可得到图 １ 中表示的刚⁃液耦合航天器系统的总动能，并表示如下：
　 　 Ｔ ＝ Ｔ１ ＋ Ｔ２ ＋ Ｔｆ ＝

　 　 　 　 １
２
（ｍ１ ＋ ｍ２ ＋ ｍｆ）〈ｖ１，ｖ１〉 ＋ １

２
〈Ω１，（Ｊ１ ＋ Ｊｈ ＋ Ｊｆ）Ω１〉 ＋ １

２
〈Ω２，（Ｊ２ ＋ Ｊｌ）Ω２〉 ＋

　 　 　 　 〈Ω１，ｍ２ｈＴＢｌΩ２〉 ＋ 〈ｖ１，（ｍ２Ｂ１ｈＴ ＋ ｍｆＢ１ｄＴ）Ω１ ＋ （ｍ２Ｂ２ ｌ Ｔ）Ω２〉， （９）
式中　 　 Ｊｈ ＝ ｍ２（‖ｈ‖２１３ － ｈ  ｈ）， Ｊｌ ＝ ｍ２（‖ｌ‖２１３ － ｌ  ｌ）， Ｂ ＝ ＢＴ

１Ｂ２ ．
由于本文中不考虑系统所处的重力环境，因此系统没有势能项．所以图 １ 中表示的刚⁃液耦合航天器系

统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌ：ＴＱ → ＲＲ 可表示为

　 　 Ｌ（φ１，Ｂ１，Ｂ２，ｖ１，Ω１，Ω２） ＝

　 　 　 　 １
２

ｍ１２ｆ〈ｖ１，ｖ１〉 ＋ １
２
〈Ω１， １Ω１〉 ＋ １

２
〈Ω２， ２Ω２〉 ＋

　 　 　 　 〈Ω１， １２Ω２〉 ＋ 〈ｖ１， １ｖΩ１ ＋ ２ｖΩ２〉， （１０）
式中 ｍ１２ｆ ＝ ｍ１ ＋ ｍ２ ＋ ｍｆ， １ ＝ Ｊ１ ＋ Ｊｈ ＋ Ｊｆ， ２ ＝ Ｊ２ ＋ Ｊｌ， １２ ＝ ｍ２ｈＴＢｌ， ２ｖ ＝ ｍ２Ｂ２ ｌ Ｔ， １ｖ ＝Ｂ１（ｍ２ｈＴ ＋ ｍｆｄＴ），
其中系统的切丛 ＴＱ ＝ ＴＲＲ ３ × ＴＳｏ（３） × ＴＳｏ（３） ．
１．２　 刚⁃液耦合系统的约化

接下来，考虑特殊 Ｅｕｃｌｉｄｅ 群 ＳＥ（３） 里面的一个群单元 ｇ：

　 　 ｇ ＝
Ａ ａ
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （１１）

式中 Ａ ∈ Ｓｏ（３）， ａ ∈ ＲＲ ３×１， ０ ∈ ＲＲ １×３ ．其中特殊 Ｅｕｃｌｉｄｅ 群 ＳＥ（３） 可以理解为一个 Ｃａｒｔｅｓｉｕｓ 积［１２］， ＳＥ（３） ＝
Ｓｏ（３） × ＲＲ ３ ．

根据 Ｌｉｅ 群在光滑流形上的左作用的定义［１１⁃１２］，便可定义特殊 Ｅｕｃｌｉｄｅ 群 ＳＥ（３） 在式（３）中介绍的构型

流形 Ｑ 上的左作用，因此可得

　 　 Ｌｇ（ｑ） ＝ ｇ·ｑ ＝ （Ａφ１ ＋ ａ，ＡＢ１，ＡＢ２） ． （１２）
通过验算可以发现式（１０）中的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数在此作用下是不变的，所以该刚⁃液耦合航天器系统的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数在此群作用下也是不变的．由此，就可通过此群对该系统做约化处理．此约化可分为两步：第一

步先介绍 ＲＲ ３ 约化（即系统的平移不变性），这也对应于系统的总线动量不变性；第二步再介绍 Ｓｏ（３） 约化

（即系统的旋转不变性），这也对应于系统的总角动量不变性．
首先介绍 ＲＲ ３ 约化，这里的理论依据是辛约化理论［２８，３１］ ．由式（２ｂ）就可以根据系统质心矢量将上述系统

的构形流形重新表示为

　 　 Ｑ ＝ ＲＲ ３ × Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３） ＝ { ｑ ＝ （φ０，Ｂ１，Ｂ２） } ． （１３）
系统的总线动量 Ｐ 可以表示为

　 　 Ｐ ＝ Ｍφ０ ＝ Ｍφ１ ＋ ｍ２（Ｂ１ｈ ＋ Ｂ２ ｌ） ＋ ｍｆＢ１ｄ ． （１４）
因此根据此式，式（１０）中的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数就可重新改写为包含系统质心矢量的线动量的函数：

　 　 Ｌ（φ０，Ｂ１，Ｂ２，ｖ０，Ω１，Ω２） ＝ １
２Ｍ

‖Ｐ‖２ ＋ １
２
〈Ω１，Ｊ１Ω１〉 ＋ １

２
〈Ω２，Ｊ２Ω２〉 ＋ 〈Ω１，Ｊ１２Ω２〉， （１５）

式中各惯性参数 Ｊ１ ＝ Ｊ１ ＋ ε ａ（‖ｈ‖２１３ － ｈ  ｈ） ＋ ε ｂ（‖ｄ‖２１３ － ｄ  ｄ） － ２ε ｃ（（ｈ·ｄ）１３ － ｈ  ｄ）， Ｊ２ ＝
Ｊ２ ＋ ε ａ（‖ｌ‖２１３ － ｌ  ｌ）， Ｊ１２ ＝ （ε ａｈＴ － ε ｃｄＴ）Ｂｌ， 约化质量 ε ａ ＝ ｍ１ｆｍ２ ／ ｍ１２ｆ， ε ｂ ＝ ｍ１２ｍｆ ／ ｍ１２ｆ， ε ｃ ＝
ｍ２ｍｆ ／ ｍ１２ｆ， ｍ１ｆ ＝ ｍ１ ＋ ｍｆ， ｍ１２ ＝ ｍ１ ＋ ｍ２， ｍ１２ｆ ＝ ｍ１ ＋ ｍ２ ＋ ｍｆ ．

式（１２）中引入的左作用的动量映射就可定义为

　 　 Ｊ： ＴＲＲ ３ × ＴＳｏ（３） × ＴＳｏ（３） → ＲＲ ３∗， （φ１，φ１，Ｂ１，Ｂ１，Ｂ２，Ｂ２） aＰ， （１６）
其可通过标准函数 Ｊξ（ｖｑ） ＝ 〈ＦＬ（ｖｑ），ξＱ（ｑ）〉 计算得到［１１⁃１２］ ．这是因为由式（１５）可知 ＦＬ（ｖｑ） ＝ ∂Ｌ ／ ∂ｖ０ ＝ Ｍｖ０

＝ Ｐ， 因此 Ｊξ ＝ 〈Ｐ，ξ〉， 从而可得 Ｊ（ｖｑ） ＝ Ｐ ．Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换 ＦＬ 在空间 ＴＲＲ ３ × ＴＳｏ（３） × ＴＳｏ（３） 上诱导了一个
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辛结构．
在常数点 Ｐ 对应的约化空间为 Ｊ －１（Ｐ） ／ ＲＲ ３ ＝ ＴＳｏ（３） × ＴＳｏ（３） ．此时在约化空间上，式（１５） 中 Ｌａｇｒａｎｇｅ

函数的第一项就是一个常数项，因此可以去掉，从而可得约化后的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ（Ｂ１，Ｂ２，Ω１，Ω２） ＝ １
２
〈Ω１，Ｊ１Ω１〉 ＋ １

２
〈Ω２，Ｊ２Ω２〉 ＋ 〈Ω１，Ｊ１２Ω２〉， （１７）

从而完成了 ＲＲ ３ 约化（即平移约化）．
接下来再介绍 Ｓｏ（３） 约化（即旋转约化），这对应于系统的总角动量不变性．这里的理论依据为 Ｐｏｉｓｓｏｎ

约化理论［２５，３２］ ．为了获得系统角动量的显式表达式，这里将式（１７） 中的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数改为如下二次形式的

函数：

　 　 Ｌ（Ｂ１，Ｂ２，Ω１，Ω２） ＝ １
２
〈Ω，ＪΩ〉， （１８）

式中　 　 Ω ＝ ［Ω１；Ω２］， Ｊ ＝ ［Ｊ１，Ｊ１２； ＪＴ
１２，Ｊ２］ ．

从而将 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换 ＦＬ 应用在此二次形式的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，可得

　 　
Π１

Π２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Ｊ

Ω１

Ω２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１９）

式中Πｉ（ ｉ ＝ １，２） 称为系统的体角动量，而系统的空间姿态则可通过 Ｂ ＝Ｂ －１
１ Ｂ２ 确定．因此图 １ 中的刚⁃液耦合

航天器系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数可写为

　 　 Ｈ（Π１，Π２，Ｂ） ＝ １
２
〈Π，Ｊ －１Π〉， （２０）

式中 Π ＝ ［Π１；Π２］ ．由式（１５）可知相对姿态 Ｂ 包含在 Ｊ －１ 里的 Ｊ１２ 中．
先定义 Ｓｏ（３） 在 Ｃ ＝ Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３） 上如下的一个左 Ｌｉｅ 群作用：
　 　 Φ： Ｓｏ（３） × Ｃ → Ｃ， （Ｒ，（Ｂ１，Ｂ２）） a（ＲＢ１，ＲＢ２） ． （２１）

相对该作用在 Ｔ∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３）） 上的余切提升为

　 　 ΦＴ∗：
Ｓｏ（３） × Ｔ∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３）） → Ｔ∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３）），

（Ｒ，（Ｂ１，Ｂ１ Π１，Ｂ２，Ｂ２ Π２）） a（ＲＢ１，ＲＢ１ Π１，ＲＢ２，ＲＢ２ Π２） ．{ （２２）

从而在约化空间 Ｔ∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３）） ／ Ｓｏ（３） 里的每个等价类的表示可写为

　 　 （１，Π１，Ｂ
－１
１ Ｂ２，Ｂ

－１
１ Ｂ２ Π２） ≅ （Π１，Π２，Ｂ） ． （２３）

从而有同构 Ｔ∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３）） ／ Ｓｏ（３） ≅ ｓ∗
ｏ （３） × ｓ∗

ｏ （３） × Ｓｏ（３） ．
下面将推导在空间 ｓ∗

ｏ （３） × ｓ∗
ｏ （３） × Ｓｏ（３） 上的约化 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号以及在 Ｔ∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３）） 上的正则

Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号，使得定义的映射［２５］

　 　 Ｐ：
Ｔ∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３）） → ｓ∗

ｏ （３） × ｓ∗
ｏ （３） × Ｓｏ（３），

（π１，π２） a（Π１，Π２，Ｂ） ＝ （Ｔ∗ＬＢ１
π１，Ｔ∗ＬＢ２

π２，Ｂ
－１
１ Ｂ２）

{ （２４）

是一个 Ｐｏｉｓｓｏｎ 映射， π１ ＝ Ｂ１Π１，π２ ＝ Ｂ２Π２ 称为空间角动量．
现给定空间 ｓ∗

ｏ （３） × ｓ∗
ｏ （３） × Ｓｏ（３） 上的一个函数 Ｆ， 那么就可通过方式

　 　 ＦＰ ＝ Ｆ  Ｐ （２５）
定义在空间 Ｔ∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３）） 上的一个函数 ＦＰ， 从而使得约化空间上的函数满足如下关系：

　 　 ＦＰ（Ｂ１，Ｂ１ Π１，Ｂ２，Ｂ２ Π２） ＝ Ｆ（Π１，Π２，Ｂ） ． （２６）
又由于在 Ｔ∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３）） 上的正则 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号［１］的定义如下：
　 　 {ＦＰ，ＨＰ } （Ｂ１，Ｂ１ Π１，Ｂ２，Ｂ２ Π２） ＝

　 　 　 　 ＤＢ１
ＦＰ，

∂ＨＰ

∂Ｂ１ Π１

－ ＤＢ１
ＨＰ，

∂ＦＰ

∂Ｂ１ Π１

＋ ＤＢ２
ＦＰ，

∂ＨＰ

∂Ｂ２ Π２

－ ＤＢ２
ＨＰ，

∂ＦＰ

∂Ｂ２ Π２

， （２７）

其中函数 ＨＰ ∈ Ｃ∞（Ｔ∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３））） ．从而根据约化 Ｐｏｉｓｓｏｎ 结构的定义可得
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　 　 {Ｆ，Ｈ } （Π１，Π２，Ｂ） ＝ {ＦＰ，ＨＰ } （Ｂ１，Ｂ１ Π１，Ｂ２，Ｂ２ Π２）， （２８）
式中 Ｆ，Ｈ∈ Ｃ∞（ｓ∗

ｏ （３） × ｓ∗
ｏ （３） × Ｓｏ（３））， 等式左边是在约化空间 ｓ∗

ｏ （３） × ｓ∗
ｏ （３） × Ｓｏ（３） 上的约化 Ｐｏｉｓ⁃

ｓｏｎ 括号．因此根据式（２７）和式（２８）可得

　 　 {Ｆ，Ｈ } （Π１，Π２，Ｂ） ＝

　 　 　 　 ＤＢ１
ＦＰ，

∂ＨＰ

∂Ｂ１ Π１

－ ＤＢ１
ＨＰ，

∂ＦＰ

∂Ｂ１ Π１

＋ ＤＢ２
ＦＰ，

∂ＨＰ

∂Ｂ２ Π２

－ ＤＢ２
ＨＰ，

∂ＦＰ

∂Ｂ２ Π２

． （２９）

１．３　 刚⁃液耦合系统的 Ｐｏｉｓｓｏｎ括号

在继续推导上式中各项的具体表达式之前，先引入特殊正交群 Ｓｏ（３） 的二次切丛及其对偶空间上任意

元素全局表示的概念．
根据文献［３３］中 ５．２．３ 小节的介绍，二次切丛 ＴＴＳｏ（３） 及余切丛 Ｔ∗ＴＳｏ（３） 上任意元素的全局表示可分

别写为

　 　 （Ｒ，ＲΩ，Ｒｕ，Ｒ（ｕΩ ＋ ｗ））， （３０ａ）
　 　 （Ｒ，ＲΩ，Ｒ（ｂΩ ＋ ａ），Ｒｂ）， （３０ｂ）

式中 ａ，ｕ，ｂ，ｗ，Ω均为 ＲＲ３ 中的单元，而群元素 Ｒ∈ Ｓｏ（３） ．根据此公式，现在就可以推导 ＴＴ∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３））
与其对偶 Ｔ∗Ｔ∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３）） 上的任意单元的全局表示，具体推导步骤如下：

假设余切丛 Ｔ∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３）） 上的切丛的单元表示为 Ｗ ＝ （Ｂ１ ｖ１ ，Ｂ１（ ｖ１ Π１ ＋ ｖ２ ），Ｂ２ ｖ３ ，Ｂ２（ ｖ３ Π２

＋ ｖ４ ）） ∈ Ｔ（Ｂ１，Ｂ１Π^１，Ｂ２，Ｂ２Π^２）Ｔ
∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３））， 从而可在 Ｔ∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３）） 上生成如下曲线：

　 　 （Ｂ１ｅεｖ^１，Ｂ１ｅεｖ^１（Π１ ＋ ε ｖ２ ），Ｂ２ｅεｖ^３，Ｂ２ｅεｖ^３（Π２ ＋ ε ｖ４ ）） ∈ Ｔ∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３））， （３１）
该曲线在 ε ＝ ０ 时通过 （Ｂ１，Ｂ１ Π１，Ｂ２，Ｂ２ Π２） ．因此根据式（２６），即可得函数 ＦＰ 的如下微分：

　 　 ｄＦＰ（Ｂ１，Ｂ１ Π１，Ｂ２，Ｂ２ Π２）Ｗ ＝ ｄ
ｄε ε ＝ ０

Ｆ（Π１ ＋ εｖ２，Π２ ＋ εｖ４，ｅ
－εｖ^１ＢＴ

１Ｂ２ｅεｖ^３） ＝

　 　 　 　 ∂Ｆ
∂Π１

，ｖ２ ＋ ∂Ｆ
∂Π２

，ｖ４ ＋ ∂Ｆ
∂Ｂ

，（Ｂ ｖ３ － ｖ１ Ｂ） ＝

　 　 　 　 － ∂Ｆ
∂Ｂ

ＢＴ，ｖ１ ＋ ∂Ｆ
∂Π１

，ｖ２ ＋ ＢＴ ∂Ｆ
∂Ｂ

，ｖ３ ＋ ∂Ｆ
∂Π２

，ｖ４ ． （３２）

根据式（３０ｂ），即可得到 Ｔ∗
（Ｂ１，Ｂ１Π^１，Ｂ２，Ｂ２Π^２）Ｔ

∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３）） 上的单元为

　 　 （Ｂ１（ｂ Π１ ＋ ａ），Ｂ１ｂ，Ｂ２（ｄ Π２ ＋ ｃ），Ｂ２ｄ） ． （３３）
根据矩阵迹与配对的关系，从而由 Ｔ∗

（Ｂ１，Ｂ１Π^１，Ｂ２，Ｂ２Π^２）Ｔ
∗（Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３）） 与 Ｔ（Ｂ１，Ｂ１Π^１，Ｂ２，Ｂ２Π^２）Ｔ

∗（Ｓｏ（３） ×
Ｓｏ（３）） 上单元的配对可有

　 　
ａ ＝ － ∂Ｆ

∂Ｂ
ＢＴ， ｂ ＝ ∂Ｆ

∂Π１
，

ｃ ＝ ＢＴ ∂Ｆ
∂Ｂ

， ｄ ＝ ∂Ｆ
∂Π２

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３４）

结合式（３３）及式（３４），即可得到

　 　
ＤＢ１

ＦＰ ＝ Ｂ１
∂Ｆ
∂Π１

Π１ － ∂Ｆ
∂Ｂ

ＢＴæ

è
ç

ö

ø
÷ ，

∂ＦＰ

∂Ｂ１ Π１

＝ Ｂ１
∂Ｆ
∂Π１

，

ＤＢ２
ＦＰ ＝ Ｂ２

∂Ｆ
∂Π２

Π２ ＋ ＢＴ ∂Ｆ
∂Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

∂ＦＰ

∂Ｂ２ Π２

＝ Ｂ２
∂Ｆ
∂Π２

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３５）

因此，根据式（２９），即可写出式（２０）中描述的刚⁃液耦合航天器系统在约化空间 ｓ∗
ｏ （３） × ｓ∗

ｏ （３） ×
Ｓｏ（３） 上的约化 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号：

　 　 {Ｆ，Ｈ } （Π１，Π２，Ｂ） ＝

　 　 　 　 Ｂ１
∂Ｆ
∂Π１

Π１ － ∂Ｆ
∂Ｂ

ＢＴæ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｂ１

∂Ｈ
∂Π１

－ Ｂ１
∂Ｈ
∂Π１

Π１ － ∂Ｈ
∂Ｂ

ＢＴæ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｂ１

∂Ｆ
∂Π１

＋
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　 　 　 　 Ｂ２
∂Ｆ
∂Π２

Π２ ＋ ＢＴ ∂Ｆ
∂Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｂ２

∂Ｈ
∂Π２

－ Ｂ２
∂Ｈ
∂Π２

Π２ ＋ ＢＴ ∂Ｈ
∂Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｂ２

∂Ｆ
∂Π２

． （３６）

该式可进一步简化为

　 　 {Ｆ，Ｈ } （Π１，Π２，Ｂ） ＝

　 　 　 　 Π１， － ∂Ｆ
∂Π１

∂Ｈ
∂Π１

－ ∂Ｈ
∂Π１

，∂Ｆ
∂Ｂ

ＢＴ ＋ Π１，
∂Ｈ
∂Π１

∂Ｆ
∂Π１

＋ ∂Ｆ
∂Π１

，∂Ｈ
∂Ｂ

ＢＴ ＋

　 　 　 　 Π２， － ∂Ｆ
∂Π２

∂Ｈ
∂Π２

＋ ∂Ｈ
∂Π２

，ＢＴ ∂Ｆ
∂Ｂ

＋ Π２，
∂Ｈ
∂Π２

∂Ｆ
∂Π２

－ ∂Ｆ
∂Π２

，ＢＴ ∂Ｈ
∂Ｂ

＝

　 　 　 　 － Π１，
∂Ｆ
∂Π１

， ∂Ｈ
∂Π１

é

ë
êê

ù

û
úú － Π２，

∂Ｆ
∂Π２

， ∂Ｈ
∂Π２

é

ë
êê

ù

û
úú －

　 　 　 　 ∂Ｆ
∂Ｂ

， ∂Ｈ
∂Π１

Ｂ － Ｂ ∂Ｈ
∂Π２

＋ ∂Ｈ
∂Ｂ

， ∂Ｆ
∂Π１

Ｂ － Ｂ ∂Ｆ
∂Π２

． （３７）

根据文献［３３］中的式（２．１３）和上式，可得图 １ 描述的刚⁃液耦合航天器系统的如下约化 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号形式的

动力学方程：
　 　 Ｆ ＝ {Ｆ，Ｈ } （Π１，Π２，Ｂ） ＝

　 　 　 　 {Ｆ，Ｈ } －
Π１

＋ {Ｆ，Ｈ } －
Π２

－ ∂Ｆ
∂Ｂ

， ∂Ｈ
∂Π１

Ｂ － Ｂ ∂Ｈ
∂Π２

＋ ∂Ｈ
∂Ｂ

， ∂Ｆ
∂Π１

Ｂ － Ｂ ∂Ｆ
∂Π２

． （３８）

式（３７）、（３８）中 ［·，·］：ｇ × ｇ → ｇ 称为 Ｌｉｅ 括号，而 {Ｆ，Ｈ } －
Πｉ

称为系统相对 Πｉ（ ｉ ＝ １，２） 的“－”Ｌｉｅ⁃Ｐｏｉｓｓｏｎ
括号．从而式（２４）中定义的映射是一个 Ｐｏｉｓｓｏｎ 映射．式（３７）、（３８）对于所有的函数 Ｆ（Π１，Π２，Ｂ） 均成立，而
Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数 Ｈ（Π１，Π２，Ｂ） 如式（２０）所示．另外，这里需要强调的是，本文中推导的此约化 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号与

文献［１４］推论 ２．６ 中的结论是等价的，同时与文献［２５］中的式（３．１５）也是等价的，并且本文中的推导过程

相对直观．
此外需要说明的是，式（３８）中推导的约化 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号可以推广到带柔性附件的情况．针对线性剪切梁

的情形［３３］，只需将式（２０）中描述的系统的构形流形改为 Ｃ ＝ Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３） × Ｍ［３４］，其中Ｍ 表示从区间 ［０，
Ｌ］ 到 ＲＲ的函数， Ｌ 表示梁的长度．根据文献［３３］的推导过程，刚⁃液⁃柔耦合航天器系统的约化 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号可

写为其中式（５．５０）的形式．而针对更为一般的非线性弹性体（包括杆和板等）的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 结构，感兴趣的读

者可以阅读经典文献［３５］．对于这里提到的带有线性剪切梁的柔性附件的情形，文献［１４，１９，３６］对能量⁃Ｃａ⁃
ｓｉｍｉｒ 方法的构造与其在相对平衡态的稳定性分析上均做了非常详细的介绍和研究．

２　 刚⁃液耦合系统的稳定性分析

本节将采用能量⁃动量方法研究刚⁃液耦合航天器系统的稳定性特征．
２．１　 系统的相对平衡态

文献［２０］通过构造一个能量⁃动量函数，为描述相对平衡点提供了一种变分方案，这点可从其中 ２．４ 小

节“相对平衡理论”的式（２．２２）中得以体现．重构能量⁃动量函数便可得到修正势能的定义，而此修正势能的

极值点恰恰就是相对平衡点．这一事实被称为对称临界原理．本小节将采用此对称临界原理来推导刚⁃液耦合

航天器系统的相对平衡点．为了探讨系统自旋角速度对系统稳定性的影响，这里在系统主刚性平台上安装一

个匀速旋转转子，此时的系统称为陀螺力学系统，更多的介绍可参考文献［３３］中的式（２．８１）和式（５．８３）．
根据式（１３）和（１７）可知，系统的构形流形可重新表示为 Ｑ ＝ Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３） ＝ { ｑ ＝ （Ｂ１，Ｂ２） } ，并带有如

下定义的 Ｒｉｅｍａｎｎ 度量：
　 　 《ｖｑ，ｖｑ》 ＝ 〈ｖｕ，Ｊｖｕ〉， （３９）

式中 ｖｑ ＝ （Ｂ１ ｕ１ ，Ｂ２ ｕ２ ）， ｖｕ ＝ （ｕ１；ｕ２）， Ｊ ＝ ［Ｊ１，Ｊ１２；ＪＴ
１２，Ｊ２］ ．

系统中剩余的陀螺场及对称群分别为［２３］

　 　
Ｙ（ｑ） ＝ （Ｂ１ ｙ１ ，Ｂ２ ｙ２ ），
Ｇ ＝ Ｓｏ（３），

{ （４０）
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式中矢量 ｙ１，ｙ２ 的表达式由下式确定：

　 　
Ｊ１ｙ１ ＋ Ｊ１２ｙ２ ＝ Ｊｄωϕ ＝ κ，

ＪＴ
１２ｙ１ ＋ Ｊ２ｙ２ ＝ ０，{ （４１）

式中 Ｊｄ，ωϕ 分别表示转子的常数惯性并矢及转动角速度．
从而 Ｌｉｅ 群 Ｇ ＝ Ｓｏ（３） 左作用于该构形流形 Ｑ 时有

　 　 Ψ： Ｇ × （Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３）） → （Ｓｏ（３） × Ｓｏ（３））， （Ｒ，（Ｂ１，Ｂ２）） a（ＲＢ１，ＲＢ２） ． （４２）
给定 Ｌｉｅ 代数 ξ ∈ ｇ， 对应于上式中的左作用 Ψ， 则有如下定义的无穷小生成元：

　 　 ξＱ（Ｂ１，Ｂ２） ＝ ｄ
ｄε ε ＝ ０

Ψｅｘｐ（ε ξ ）（Ｂ１，Ｂ２） ＝ （ξＢ１，ξＢ２） ． （４３）

根据能量⁃动量方法的分块对角化技术［３３］，定义如下的锁定惯性张量 Ｉｌｏｃｋ（ｑ）：ｇ→ ｇ∗ 及在 ｇ∗ 中诱导出

的陀螺⁃动量 ＩＹ（ｑ）：

　 　
〈ξ，Ｉｌｏｃｋ（ｑ）η〉 ≜ 《ξＱ（ｑ），ηＱ（ｑ）》；
〈ＩＹ（ｑ），η〉 ≜ 《Ｙ（ｑ），ηＱ（ｑ）》 ．{ （４４）

再根据文献［３３］中式（２．９８）的定义，便可写出上述刚⁃液耦合航天器系统的如下修正势能项：

　 　 Ｖξ（ｑ） ＝ － １
２
《ξＱ（ｑ），ηＱ（ｑ）》 － 《Ｙ（ｑ），ηＱ（ｑ）》 ＝ － １

２
〈ξ，Ｉ°ｌｏｃｋ（ｑ）ξ〉 － 〈ξ，Ｉ°Ｙ（ｑ）〉， （４５）

式中锁定惯性并矢 Ｉ°ｌｏｃｋ（ｑ） 与陀螺⁃动量并矢 Ｉ°Ｙ（ｑ） 可由式（３９）、（４３）、（４４）推导而得：

　 　
Ｉ°ｌｏｃｋ（ｑ） ＝ Ｂ１Ｊ１ＢＴ

１ ＋ Ｂ２Ｊ２ＢＴ
２ ＋ Ｂ１Ｊ１２ＢＴ

２ ＋ Ｂ２Ｊ
Ｔ
１２ＢＴ

１，

Ｉ°Ｙ（ｑ） ＝ Ｂ１κ ．{ （４６）

根据前面关于对称临界原理的叙述，可知式（４５）的极值点即为系统的相对平衡点，因此这里需要对修

正势能 Ｖξ（ｑ） 进行微分．根据切空间 ＴｑＱ 上的矢量在 Ｑ 上生成的曲线可诱导出如下微分：

　 　 ｄＶξ（ｑ）·ｖｑ ＝
ｄ
ｄε ε ＝ ０

Ｖξ（ｅεｕ^１Ｂ１，ｅεｕ^２Ｂ２） ＝

　 　 　 　 ｄ
ｄε ε ＝ ０

－ １
２
〈ξ，Ｉ°ｌｏｃｋ（ｑ ＋ εｖｑ）ξ〉 － 〈ξ，Ｉ°Ｙ（ｑ ＋ εｖｑ）〉 ． （４７）

将式（４６） 代入上式即可得到

　 　 ｄＶξ（ｑ）·ｖｑ ＝ 〈ξＢ１Ｊ１ＢＴ
１ξ － Ｂ１ｓξ Ｂ２ ｌξ ＋ ξＢ１κ，ｕ１〉 ＋ 〈ξＢ２Ｊ２ＢＴ

２ξ － Ｂ２ ｌξ Ｂ１ｓξ，ｕ２〉， （４８）
式中 ｓ ＝ ε ｃｄ － ε ａｈ，并且这里假设 Ｊ１ 是对称的，后文 ２．２ 小节中式（５３）给出的相对平衡点可以验证该假设是

成立的．由此式即可得到系统平衡态的构形流形 （Ｂ１，ｅ，Ｂ２，ｅ） 满足如下的平衡态条件：

　 　
ξ ｅＢ１，ｅＪ１，ｅＢＴ

１，ｅξ ｅ － Ｂ１，ｅｓｅξ ｅ Ｂ２，ｅ ｌｅξ ｅ ＋ ξ ｅＢ１，ｅκ ｅ ＝ ０，

ξ ｅＢ２，ｅＪ２，ｅＢＴ
２，ｅξ ｅ － Ｂ２，ｅ ｌｅξ ｅ Ｂ１，ｅｓｅξ ｅ ＝ ０ ．{ （４９）

系统处于该相对平衡态时，可以证明：
１） 图 １ 中虚拟悬挂点矢量的空间表示 Ｂ１，ｅｈｅ、摆杆矢量的空间表示 Ｂ２，ｅ ｌｅ 和系统空间角速度 ξ 三者之

间还满足如下的共面条件：
　 　 Ｂ１，ｅｈｅ × Ｂ２，ｅ ｌｅ·ξ ｅ ＝ ０． （５０）

该式的详细证明过程可参考文献［２３］中定理 ３．３ 条件（ ｉ）的证明， 并且可以发现该共面条件不受陀螺场的

影响．
２） 如果不考虑动量轮，则系统空间角速度 ξ ｅ 就是锁定惯性并矢 Ｉ１２ｆ，ｅ 的特征矢量，满足条件

　 　 ξ ｅ × Ｉ１２ｆ，ｅξ ｅ ＝ ０， （５１）
即 Ｉ１２ｆ，ｅξ ｅ ＝ λξ ｅ ．如果考虑动量轮，那么上式应改为

　 　 ξ ｅ × （Ｉ１２ｆ，ｅξ ｅ ＋ Ｂ１，ｅκ ｅ） ＝ ξ ｅ × αｅ ＝ ０， （５２）
式中 αｅ 表示系统在相对平衡点处的总角动量．该条件的具体证明过程可参考文献［２３］中定理 ３．３ 条件的

证明，其中锁定惯性并矢 Ｉ１２ｆ，ｅ 表达式的定义可参考文献［２３］中的式（３．３３），不考虑柔性附件部分．
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２．２　 系统的稳定性分析

结合能量⁃动量方法以及 ２．１ 小节中的相对平衡点的介绍和讨论，接下来将应用这些方法来研究图 １ 中

描述的刚⁃液耦合航天器系统的稳定性．
本文将研究 Ｔ 型构形均匀旋转的特殊情形．假设刚⁃液耦合航天器系统中其他等效部件的位置构形是共

线的，即 “冻结”质量点的方向与等效刚体摆的摆杆方向是共线的．系统空间角速度的旋转轴与等效刚体摆

的摆杆方向垂直，且通过系统质心．即对应于图 １ 中摆杆方向位于 ｅ１ 轴正方向时构成的状态，旋转轴沿 ｅ３ 轴

方向．相关参数设置如下：

　 　
ξ ｅ ＝ ξＢ１，ｅｅ３ ＝ ξＢ２，ｅ ｆ３， Ｂ１，ｅｅｉ ＝ － Ｂ２，ｅ ｆｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，
ｈｅ ＝ ｈｅ１， ｌｅ ＝ ｌｆ１， ｄｅ ＝ ｄｅ１， κ ｅ ＝ κｅ３，

{ （５３）

式中 { ｅ１，ｅ２，ｅ３ } ， { ｆ１， ｆ２， ｆ３ } 分别对应于图 １ 中主刚体平台、等效刚体摆的连体坐标系．由上式可看出，摆
杆与悬挂高度处于一种类似于“折叠”的状态．另外可以验证这些参数是满足式（４９）中的相对平衡方程的．

根据预⁃动量映射 Ｊ 的定义［３３］，再结合式（４６）和式（５３），可得

　 　 μ ｅ ＝ Ｊ（ｑｅ，ξ ｅ） ＝ Ｉ°ｌｏｃｋ（ｑｅ）ξ ｅ ＋ Ｉ°Ｙ（ｑｅ） ＝
　 　 　 　 Ｂ１，ｅＪ１，ｅＢＴ

１，ｅξ ｅ ＋ Ｂ１，ｅＪ１２，ｅＢＴ
２，ｅξ ｅ ＋ Ｂ２，ｅＪ

Ｔ
１２，ｅＢＴ

１，ｅξ ｅ ＋ Ｂ２，ｅＪ２，ｅＢＴ
２，ｅξ ｅ ＋ Ｂ１，ｅκ ｅ ＝

　 　 　 　 ［（Ｊ１，ｅ，３ ＋ Ｊ２，ｅ，３ ＋ ２ε ｃｄｌ － ２ε ａｈｌ）ξ ＋ κ］Ｂ１，ｅｅ３， （５４）
这里假设式中各惯性量 Ｊ１，Ｊ２，Ｊ１２ 均只在各自的主对角线上存在元素，如 Ｊ１ ＝ ｄｉａｇ［Ｊ１，１，Ｊ１，２，Ｊ１，３］ ．

根据迷向子代数定义，结合式（５３）即可得到相对平衡点处迷向子代数 ｇμ 及其正交补 ｇ⊥
μｅ

的表示分别为

　 　
ｇμｅ

＝ { η ∈ ｇ ａｄ∗
η （μ） ＝ ０ } ＝ ｓｐａｎ {Ｂ１，ｅｅ３ } ，

ｇ⊥
μｅ

＝ ｓｐａｎ {Ｂ１，ｅｅ１，Ｂ１，ｅｅ２ } ．{ （５５）

根据文献［３３］中式（２．１１９）关于核空间 ｋｅｒ ＤＪ（ｑｅ，ξ ｅ） 中 Ｔｑｅ（Ｇμｅ
·ｑｅ） 正交补空间 Ｖ的定义，以及对应于

式（３９）中的 Ｒｉｅｍａｎｎ 度量的无穷小生成元（可参考式（４３）的推导），因此在相对平衡点处可得

　 　 Ｖ ＝ { δｑ ∈ ＴｑｅＱ 《δｑ，ηＱ（ｑｅ）》 ＝ ０，∀η ∈ ｇμｅ
} ＝

　 　 　 　 { （Ｊ１，ｅ，３ ＋ ε ｃｄｌ － ε ａｈｌ）ｕ１，ｅ，３ ＋ （Ｊ２，ｅ，３ ＋ ε ｃｄｌ － ε ａｈｌ）ｕ２，ｅ，３ ＝ ０ } ． （５６）
再根据文献［３３］关于分解空间 ＶＲＩＧ 的定义即可得

　 　 ＶＲＩＧ ＝ { ζＱ（ｑｅ） ζ ∈ ｇ⊥
μｅ

} ＝ ｓｐａｎ { （Ｂ１，ｅ ｅ１ ，Ｂ１，ｅ ｅ１ Ｂｅ），（Ｂ１，ｅ ｅ２ ，Ｂ１，ｅ ｅ２ Ｂｅ） } ． （５７）
根据文献［２１］中式（２．３１）的叙述可知，在相对平衡点处，限制在空间 Ｖ 上的修正势能的二次微分的正

定性则隐藏着形式稳定性，即 Ｄ２Ｖξ（ｑｅ） Ｖ×Ｖ ＞ ０．因此，由式（４５）和式（４６）可得

　 　 Ｄ２Ｖξ（ｑｅ） ＝ － １
２
〈ξ ｅ，Ｄ２Ｉ°ｌｏｃｋ（ｑｅ）ξ ｅ〉 － １

２
〈ξ ｅ，Ｄ２Ｉ°Ｙ（ｑｅ）〉 ≥

　 　 　 　 ［（Ｊ１，ｅ，３ － Ｊ１，ｅ，２）ξ ２ ＋ ξκ］ｕ２
１，ｅ，１ ＋ ［（Ｊ１，ｅ，３ － Ｊ１，ｅ，１ ＋ ε ｃｄｌ － ε ａｈｌ）ξ ２ ＋ ξκ］ｕ２

１，ｅ，２ ＋
　 　 　 　 ［（Ｊ２，ｅ，３ － Ｊ２，ｅ，２）ξ ２］ｕ２

２，ｅ，１ ＋ ［（Ｊ２，ｅ，３ － Ｊ２，ｅ，１ ＋ ε ｃｄｌ － ε ａｈｌ）ξ ２］ｕ２
２，ｅ，２ ＋

　 　 　 　 （ε ｃｄｌ － ε ａｈｌ）ξ ２（ｕ１，ｅ，３ － ｕ２，ｅ，３） ２ ≥
　 　 　 　 σ １ｕ２

１，ｅ，１ ＋ σ ２ｕ２
１，ｅ，２ ＋ σ ３ｕ２

２，ｅ，１ ＋ σ ４ｕ２
２，ｅ，２ ＋ σ ５ξ ２（ｕ１，ｅ，３ － ｕ２，ｅ，３） ２， （５８）

式中的系数 σ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，５） 分别对应于前一不等式中各变量前的系数．具体推导过程与式（４７）相似，这里

将不再赘述．
同理，为了后续计算简便，这里也对式（５６）中的等式做如下简化：
　 　 γ １ｕ１，ｅ，３ ＋ γ ２ｕ２，ｅ，３ ＝ ０， （５９）

其中系数 γ １，γ ２ 分别对应式（５６）中等式里各变量前的系数．
从而将上式代入式（５８），展开得到的表达式，并收集同类项后可得限制在空间 Ｖ 上的修正势能的二次

微分为

　 　 Ｄ２Ｖξ（ｑｅ） Ｖ×Ｖ ≥ σ １ｕ２
１，ｅ，１ ＋ σ ２ｕ２

１，ｅ，２ ＋ σ ３ｕ２
２，ｅ，１ ＋ σ ４ｕ２

２，ｅ，２ ＋ ｋ１ｕ２
２，ｅ，３， （６０）

式中　 　 ｋ１ ＝ σ ５ （γ １ ＋ γ ２） ２ξ ２ ／ γ ２
１ ．

综上所述，将前面各式中各相应的系数代入上式中替换对应的参数即可得到刚⁃液耦合航天器系统的如
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下自旋稳定性条件：

　 　
（Ｊ１，ｅ，３ － Ｊ１，ｅ，２）ξ ２ ＋ ξκ ＞ ０， （Ｊ１，ｅ，３ － Ｊ１，ｅ，１ ＋ σ ５）ξ ２ ＋ ξκ ＞ ０，
Ｊ２，ｅ，３ － Ｊ２，ｅ，２ ＞ ０， Ｊ２，ｅ，３ － Ｊ２，ｅ，１ ＋ σ ５ ＞ ０， σ ５ ＞ ０，{ （６１）

式中 σ ５ ＝ ε ｃｄｌ － ε ａｈｌ， 而各惯性参数以及各约化质量可参考式（１５）里的具体定义．
这里需要强调的是，假设上述等效刚⁃液航天器系统中仅由主刚体平台构成，那么上式中的稳定性条件

即变为如下经典的刚体稳定性准则：

　 　
Ｊ１，ｅ，３ ＞ ｍａｘ（Ｊ１，ｅ，１，Ｊ１，ｅ，２），
Ｊ１，ｅ，３ ＜ ｍｉｎ（Ｊ１，ｅ，１，Ｊ１，ｅ，２），

{ （６２）

此时对应于 ｌ ＝ ０．对于仅有等效刚体摆时同理．该刚体稳定性准则可从文献［３７］中采用的保结构算法计算得

到的动量球上的余伴随轨道（图 ８）得以清晰体现．其中式（１６）解释部分提到的辛结构［３８］是力学系统中经常

讲的保结构［３９］的一种内蕴的几何结构，其可用于构造相应力学系统优异的数值迭代格式［４０⁃４２］ ．
为了体现该刚⁃液耦合系统的耦合效应对稳定性的影响，现在我们继续探讨该耦合系统的 Ａｒｎｏｌｄ 分块的

稳定性条件，这里需要用到文献［２０］中首次提出的分块对角化技术．也即需要讨论能量⁃动量函数的二次微

分 Ｄ２Ｈξ（ｑｅ，ξ ｅ） 在 ＶＲＩＧ × ＶＲＩＧ 分块上的正定性，其中分解空间 ＶＲＩＧ 的定义已在式（５７）中给出．根据文献［３３］
中式（２．１３８）定义在空间 ＶＲＩＧ × ＶＲＩＧ 上的 Ａｒｎｏｌｄ 形式与式（２．１５０）可知

　 　 〈ａｄ∗
η μ ｅ，Ｉ

－１
ｌｏｃｋ（ｑｅ） ａｄ∗

η μ ｅ〉 ＋ 〈ａｄ∗
η μ ｅ，ａｄηξ〉 ＝ λ ２（ξ ｅ × η ｅ） Ｉ° －１ｌｏｃｋ（ｑｅ） － １

λ
Ｉ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ξ ｅ × η ｅ） ． （６３）

因此验证 ＶＲＩＧ × ＶＲＩＧ 分块上的正定性就等价于验证矩阵 （Ｉ° －１ｌｏｃｋ（ｑｅ） － （１ ／ λ）Ｉ３） 在去掉 ξ ｅ 方向以外的任意方

向上的正定性．
因此接下来需要计算锁定惯性并矢在相对平衡点处的具体表达式 Ｉ°ｌｏｃｋ（ｑｅ）， 由式（４６）及式（５３）可得

　 　 Ｉ°ｌｏｃｋ（ｑｅ） ＝ Ｂ１，ｅ { ｄｉａｇ［Ｊ１，ｅ，１ ＋ Ｊ２，ｅ，１，Ｊ１，ｅ，２ ＋ Ｊ２，ｅ，２ ＋ ２（ε ｃｄｌ － ε ａｈｌ），
　 　 　 　 Ｊ１，ｅ，３ ＋ Ｊ２，ｅ，３ ＋ ２（ε ｃｄｌ － ε ａｈｌ）］ }ＢＴ

１，ｅ ． （６４）
结合文献［３３］中的式（２．１４２）以及本文中的式（５４），即可得到

　 　 λ ｅ ＝
μ ｅ

ξ ｅ

＝ Ｊ１，ｅ，３ ＋ Ｊ２，ｅ，３ ＋ ２（ε ｃｄｌ － ε ａｈｌ） ＋ κ
ξ

． （６５）

从而结合上面两式即可得到式（６３）中的矩阵表达形式：

　 　 Ｉ° －１ｌｏｃｋ（ｑｅ） － １
λ ｅ

Ｉ３ ＝

　 　 　 　 Ｂ１，ｅ ｄｉａｇ
１

Ｉ°ｌｏｃｋ（ｑｅ）（１，１）
－ １
λ ｅ

， １
Ｉ°ｌｏｃｋ（ｑｅ）（２，２）

－ １
λ ｅ

， １
Ｉ°ｌｏｃｋ（ｑｅ）（３，３）

－ １
λ ｅ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ＢＴ

１，ｅ ． （６６）

由于耦合系统的空间旋转角速度 ξ 旋转轴与 ｅ３ 轴的方向相同，从而应将上式中的主对角线上的第三项

去掉．因此该耦合系统的稳定性就等价于要求上式由剩下的项构成的矩阵是正定的，即要求主对角线上的第

一项以及第二项要同时大于零．再将式（６４）和式（６５）代入上式，即可得到刚⁃液耦合系统的如下 Ａｒｎｏｌｄ 形式

的稳定性条件：

　 　
Ｊ１，ｅ，１ － Ｊ１，ｅ，３ ＋ Ｊ２，ｅ，１ － Ｊ２，ｅ，３ － ２σ ５ ＜ κ

ξ
，

Ｊ１，ｅ，２ － Ｊ１，ｅ，３ ＋ Ｊ２，ｅ，２ － Ｊ２，ｅ，３ ＜ κ
ξ

．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（６７）

通过与式（６１）对比容易发现，该 Ａｒｎｏｌｄ 形式的稳定性条件包含在式（６１）中表述的稳定性条件中．该稳定性

条件不能保证系统的稳定性，即不能保证式（６１）中的稳定性条件成立．因此，对于刚⁃液耦合航天器系统的稳

定性分析，不能将耦合系统的运动视为一个整体刚性运动，必须考虑耦合效应对稳定性的影响．
２．３　 稳定性的数值仿真

根据 ２．２ 小节中式（６１）给出的刚⁃液耦合航天器系统的自旋稳定性条件，本小节将采用图形的方式来体

现该系统在具体参数下的稳定域．这里将液体推进剂的非线性晃动行为通过一个高度与半径相等的等体积
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圆柱体来等效，如图 １ 所示．
模型中各参数的具体数值设置如下，其中部分参数引自文献［２３］，部分数据通过文献［１］中（Ｐ４８）给出

的经验公式而得

　 　

ｍ１ ＝ １２０ ｋｇ， Ｊ１ ＝ ｄｉａｇ［２０，２０，４０］ ｋｇ·ｍ２， ｍｄ ＝ １０ ｋｇ，

Ｊｄ ＝ ｄｉａｇ［０．１５，０．１５，０．２］ ｋｇ·ｍ２， ｄ ＝ ０．０５０ ６ ｍ， ｈ ＝ ０．０６４ ９ ｍ，

ｌ ＝ ０．１３１ ４ ｍ， ρ Ｌ ＝ １．０３２ × １０３ ｋｇ·ｍ３， ｐｒ ＝ ｐｈ ＝ ０．２３ ｍ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６８）

式中， ρ Ｌ 表示液体推进剂的质量密度， ｐｒ 与 ｐｈ 分别表示圆柱储腔的半径与高度．式中的坐标系如式（５３）所
示．此外，液体燃料的晃动部分与“冻结”部分的质量满足：它们的质心与刚体平台的质心重合．

由式（６１）可知，耦合系统的稳定性主要受液体推进剂的充液比 Ξ、系统的空间旋转角速度 ω ｓ 以及动量

轮转速 ωϕ 的影响，仿真后的稳定域如图 ２ 中的阴影区域所示．

图 ２　 刚⁃液耦合航天器系统的稳定域

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｒｅｇｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｉｇｉｄ⁃ｌｉｑｕｉｄ ｃｏｕｐｌｅｄ ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ ｓｙｓｔｅｍ

　 　 图 ２（ａ）是系统充液比与系统自旋角速度的关系，它由式（６７）Ａｒｎｏｌｄ 形式的稳定性条件绘制而得．由此

可看出，随着充液比的逐渐增加，系统临界自旋角速度是逐渐增大的，即可允许的自旋角速度空间是逐渐增

大的．同理，将式（６８）中的系统参数代入式（６１）绘制而得的稳定性边界为一带状区域 ω ｓ ≤ １ ｒａｄ ／ ｓ，通过与

图 ２（ａ）中的临界值进行比较可知，这也再次验证了 Ａｒｎｏｌｄ 形式的稳定性条件是包含在式（６１）中的稳定性

条件中的．而图 ２（ｂ）是系统充液比与转子角速度的关系，由图可知，只要转子角速度在图中曲线之上系统均

是稳定的，或者说在不同充液比条件下转子需要满足的最小转速．

３　 结　 　 论

本文从几何力学角度出发，针对刚⁃液耦合航天器系统的 ３Ｄ 刚体摆等效力学模型的动力学问题，系统推

导了该等效模型的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 结构，详细研究了系统的自旋稳定性特征．论文首先介绍了系统的平移不变性约

化和旋转不变性约化，根据正则 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号推导了该刚⁃液耦合航天器系统在约化空间上的约化 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括

号形式的动力学方程．接着根据对称临界原理推导了该系统的相对平衡态，并且发现在平衡态条件下：悬挂

点矢量、摆杆矢量和系统自旋角速度三者在空间上是共面的特性，且该特性与陀螺项无关．在平衡点条件下，
根据能量⁃动量方法和分块对角化技术推导了系统的自旋稳定性条件与 Ａｒｎｏｌｄ 形式的稳定性边界，并由此可

清晰地看到耦合效应对稳定性的影响．最后以图形的方式给出了具体模型参数下的自旋稳定域．
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