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摘要：　 柔性大变形系统在进行模态降阶时，若模态选取不当，会影响求解精度甚至导致求解结果发散．对此，提出

了基于绝对节点坐标法（ＡＮＣＦ）的柔性大变形系统模态自适应选择方法．通过 ＡＮＣＦ 梁单元建立系统的动力学模

型；利用全模态稀疏表示内部区域的坐标；根据 Ｌａｔｉｎ 超立方抽样构建采样矩阵，作用于动力学方程，以减少方程的

数量；以采样后的动力学方程作为约束，构造模态坐标范数优化问题；求解优化问题可以得到具有重大贡献的模态．
通过两个实例表明：数值计算结果与常用方法的结果高度吻合并且求解效率显著提升．
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０　 引　 　 言

柔性多体系统（ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｓｙｓｔｅｍ， ＦＭＳ）已被广泛应用于航空航天工程、车辆工程、机器人工程等

多个领域．然而，其动力学模型———微分代数方程组（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ＤＡＥｓ）在仿真中求解耗时

巨大，效率问题尤为突出．为了提高求解效率，已经提出了许多模型降阶方法［１⁃２］，可以分为两类：一类与振动

模态无关，如 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间方法［３］，适当的正交分解［４⁃５］ 等；另一类是模态降阶，如模态综合法（ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ
ｍｏｄｅ ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ，ＣＭＳ） ［６］，自适应模态集成［７］ 和全局模态参数化（ｇｌｏｂａｌ ｍｏｄａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ，ＧＭＰ） ［８］ ．因为

模态方法简单，易于实现，使柔性多体系统中的柔性分量自由度显著降低，所以是一类应用广泛的模型降阶

技术．国内唐嫕璇博士在基于绝对节点坐标法（ａｂｓｏｌｕｔｅ ｎｏｄａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ，ＡＮＣＦ）描述的柔性多体

系统模型降阶方面开展了较为深入的研究，针对具有大范围运动和大变形的柔性多体系统，提出了一种有效

的模态降阶方法———连续局部线性化模态降阶方法［９］，通过对柔性多体系统进行多次线性化，再对每个线

性系统建立各自的降阶模型，最终达到对整个柔体多体系统降阶的目的．但在降阶过程中该方法就模态选取

这一问题未进行考虑，因为许多低频模态集并不促进结构和控制系统之间的相互作用［１０］ ．因此，在对柔性多

体系统进行模态降阶时，尤其是处于大变形、大旋转状态的柔性多体系统，如果模态选取不当，可能会导致精

度问题，甚至求解结果发散．
为了解决上述问题，文献［１１］提出了一种基于非线性压缩感知的模态自适应选择方法，它将模态坐标

定义为正交模态向量上的稀疏系数；柔性多体系统的动态响应分析定义为以采样后的动力学方程为约束的

模态坐标范数优化问题；给出改进的贪婪 Ｇａｕｓｓ⁃Ｎｅｗｔｏｎ 迭代算法（ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｇｒｅｅｄｙ Ｇａｕｓｓ⁃Ｎｅｗｔｏｎ，ＭＧＧＮ）求
解优化问题，可以得到稀疏的模态坐标，选择模态坐标中非零元素对应的模态向量，即完成了模态的自适应

选择．但此方法存在局限性，仅应用在浮动坐标法（ ｆｌｏａｔｉｎｇ ｆｒａｍｅ ｏｆ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ，ＦＦＲＦ） ［１２］ 描述的柔

性多体系统动态响应分析中．然而，ＦＦＲＦ 在对柔性旋转梁仿真时会出现变形随转速无限增大甚至发散这一

错误结果，有违柔性旋转梁绕端部旋转时，伴随转速增大而表现出端部横向变形先快速变大、后快速变小的

实验现象［１３］ ．
因此，为了满足机械系统的刚性和柔性部件高速运动时，大范围移动和旋转运动导致的柔性部件大的弹

性变形需求．本文提出了一种基于 ＡＮＣＦ［１４］的模态自适应选择方法．因为 ＡＮＣＦ 正好适用于发生任意位移的

柔性体的大旋转和大变形分析，并且 ＡＮＣＦ 在数值积分方面具有优势———恒定质量矩阵和没有 Ｃｏｒｉｏｌｉｓ 力项

的动力学方程，这也保证了刚体结构旋转时刚体惯性的精确建模．
本文主要工作归纳为以下 ４ 点：
１） 采用基于连续介质力学的 ＡＮＣＦ 梁单元对系统进行建模，并将系统的动力学方程划分成两个部

分———边界区域相关的部分和内部区域相关的部分．
２） 应用 Ｃｒａｉｇ⁃Ｂａｍｐｔｏｎ 法将非线性系统投影到模态空间上［１５］，模态坐标和模态向量被定义为稀疏系数

和稀疏基．
３） 根据 Ｌａｔｉｎ 超立方抽样设计的采样矩阵，减少动力学方程的数量．以采样后的方程作为约束条件来构

造模态坐标范数优化问题，用贪婪 Ｇａｕｓｓ⁃Ｎｅｗｔｏｎ（ＧＧＮ）算法求解优化问题，得到稀疏的模态坐标（动态响应

分析中起主要作用），选择模态坐标非零元素对应的模态向量，即完成了模态的自适应选择．
４） 最后通过两个实例验证了该模态自适应选择方法应用在柔性多体系统大变形和大旋转运动中的有

效性．

１　 基于 ＡＮＣＦ 的平面梁系统建模

１．１　 不含剪切的二维梁单元动力学方程

图 １ 显示了在全局坐标系中由多个梁单元组成的梁部件 ｋ 的初始和当前构型，长度为ｌｋ；图 ２ 显示了梁

单元 ｉ的初始和当前构型，长度为 ｌ ．梁单元 ｉ中轴线上任意一点ｐｋｉ 在全局坐标系下的位置矢量可以用单元节

点坐标和形函数来表示：
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＝ Ｓｋｉ（ｘｋｉ）ｅｋｉ ∈ Ｒ２×１， （１）

其中 Ｓｋｉ 为全局坐标系下定义的形状函数，
　 　 Ｓｋｉ ＝ ［Ｓ１Ｉ，Ｓ２ ｌＩ，Ｓ３Ｉ，Ｓ４ ｌＩ］， （２）
　 　 Ｓ１ ＝ １ － ３ Ｌ２ ＋ ２ Ｌ３， Ｓ２ ＝ Ｌ － ２ Ｌ２ ＋ Ｌ３，
　 　 Ｓ３ ＝ ３ Ｌ２ － ２ Ｌ３， Ｓ４ ＝ Ｌ３ － Ｌ２，

Ｉ ∈ Ｒ２×２ 为单位矩阵，Ｌ ＝ ｘｋｉ ／ ｌ，ｘｋｉ 为梁单元 ｉ在未变形状态下的局部坐标；ｒｋｉ１ 和ｒｋｉ２ 为 ｒｋｉ 向量坐标列阵中的元

素；ｅｋｉ 为单元 ｉ 的节点坐标向量，
　 　 ｅｋｉ ＝ ［ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４，ｅ５，ｅ６，ｅ７，ｅ８］ Ｔ ∈ Ｒ８×１， （３）

ｅ１ ＝ ｒｋｉ１ ｜ ｘｋｉ ＝ ０ 和ｅ２ ＝ ｒｋｉ２ ｜ ｘｋｉ ＝ ０ 是梁单元 ｉ左侧节点在全局坐标系下的坐标，ｅ５ ＝ ｒｋｉ１ ｜ ｘｋｉ ＝ ｌ 和ｅ６ ＝ ｒｋｉ２ ｜ ｘｋｉ ＝ ｌ 是右侧节

点在全局坐标系下的坐标； ｅ３ ＝
∂ｒｋｉ１
∂ｘｋｉ

ｘｋｉ ＝ ０

和ｅ４ ＝
∂ｒｋｉ２
∂ｘｋｉ

ｘｋｉ ＝ ０

是梁单元 ｉ 左侧节点斜率， ｅ７ ＝
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和ｅ８ ＝
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是右侧节点斜率．

图 １　 梁部件 ｋ 的初始构型和当前构型 图 ２　 梁单元 ｉ 的初始构型和当前构型

Ｆｉｇ． １　 Ｕｎｄｅｆｏｒｍｅｄ ａｎｄ ｄｅｆｏｒｍｅｄ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ Ｆｉｇ． ２　 Ｕｎｄｅｆｏｒｍｅｄ ａｎｄ ｄｅｆｏｒｍｅｄ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ
ｏｆ ｂｅａｍ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｋ ｏｆ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉ

式（１）对时间求导可以得到单元动能公式，如下：

　 　 Ｔｋｉ ＝ １
２ ∫

Ｖ

０
ρ ｋｉ（ｒｋｉ） Ｔ ｒｋｉｄＶｋｉ ＝ １

２
（ｅｋｉ） Ｔ∫Ｖ

０
ρ ｋｉ（Ｓｋｉ） ＴＳｋｉｄＶｋｉｅｋｉ ≡ １

２
（ｅｋｉ） ＴＭｋｉｅｋｉ， （４）

式中，（　 ）表示对时间求导， ρ ｋｉ，Ｖｋｉ 为梁单元 ｉ的密度和体积；Ｍｋｉ ＝ ∫Ｖ
０
ρ ｋｉ（Ｓｋｉ） ＴＳｋｉｄＶｋｉ 为梁单元 ｉ的质量矩阵，

是一个常数矩阵且离心力和 Ｃｏｒｉｏｌｉｓ 力都为零．
在确立了质量矩阵以后，要考虑广义力的表达式．其中包括外部施加的力和系统柔性部件变形引起的弹

性力．由虚功原理可知，作用在梁单元 ｉ 上任意一点的外力 Ｆｋｉ 对单元做的虚功为

　 　 δＷｋｉ ＝ （Ｆｋｉ） Ｔδｒｋｉ ＝ （Ｆｋｉ） ＴＳｋｉ（ｘｋｉ）δｅｋｉ， （５）
　 　 Ｑｋｉ

ｆ ＝ （Ｓｋｉ） Ｔ（ｘｋｉ）Ｆｋｉ， （６）
式中， δｒｋｉ 为广义外力所对应的虚位移； δｅｋｉ 为节点虚位移； Ｑｋｉ

ｆ 为单元节点坐标的广义外力矩阵．对于做大

变形、大旋转的柔性梁，应考虑梁单元自重（重力视为分布力）对其变形的影响，虚功可以通过对单元体积求

积分得到，进而求得单元广义重力矩阵：

　 　 Ｑｋｉ
ｇ ＝ ∫Ｖ

０
（Ｓｋｉ） Ｔ（ｘｋｉ）ｇｄＶｋｉ ． （７）

广义弹性力通过虚功原理得到虚功表达式，可以用来定义梁单元 ｉ 的刚度矩阵；应变能也可以用来定义

刚度矩阵．本文考虑通过应变能来获取刚度矩阵表达式，在连续介质力学公式中，单元总应变能 Ｕｋｉ 用纵向应
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变能 Ｕｋｉ
ｌ 和横向应变能 Ｕｋｉ

ｔ 的线性组合来描述［１６］：

　 　 Ｕｋｉ ＝ Ｕｋｉ
ｌ ＋ Ｕｋｉ

ｔ ＝ １
２ ∫

ｌ

０
（ＥｋｉＡｋｉ（ε ｋｉ

ｌ ） ２ ＋ ＥｋｉＩｋｉ（κ ｋｉ） ２）ｄｘｋｉ， （８）

式中， Ｅｋｉ 为弹性模量， Ａｋｉ 为梁单元截面面积， Ｉｋｉ 为截面惯性矩；根据单元总应变能 Ｕｋｉ 的表达式，可以得出

刚度矩阵也应该由两部分组成：纵向变形相关的刚度矩阵和横向变形相关的刚度矩阵．先介绍纵向变形相关

的刚度矩阵及推导过程，根据几何非线性理论，纵向应变为

　 　 ε ｋｉ
ｌ ＝ １

２
∂ｒｋｉ

∂ｘｋｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ ∂ｒｋｉ

∂ｘｋｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （９）

为了得到纵向应变更加一般的表达式，将节点坐标向量写成两个向量的和：
　 　 ｅｋｉ ＝ ｅｋｉ

ｒ ＋ ｅｋｉ
ｆ ， （１０）

其中 ｅｋｉ
ｒ 代表刚体的位移， ｅｋｉ

ｆ 是 ｅｋｉ 减去 ｅｋｉ
ｒ 的差值，

　 　 ｅｋｉ
ｒ ＝ ［ｘ，ｙ，ｃ，ｓ，ｘ ＋ ｌｃ，ｙ ＋ ｌｓ，ｃ，ｓ］ Ｔ， （１１）

ｘ 和 ｙ 是任意刚体位移，ｃ 和 ｓ 分别表示 ｃｏｓ θ 和 ｓｉｎ θ，θ 表示任意刚体在全局坐标系下旋转的角度；由等式

（ｅｋｉ
ｒ ） Ｔ ∂Ｓｋｉ（ｘｋｉ）

∂ｘｋｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ ∂Ｓｋｉ（ｘｋｉ）
∂ｘｋｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｋｉ

ｒ ＝ １， 代 入 到 式 （ ９ ） 中， 可 得 到 更 加 一 般 的 纵 向 应 变， 下 文 中

∂Ｓｋｉ（ｘｋｉ）
∂ｘｋｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ ∂Ｓｋｉ（ｘｋｉ）
∂ｘｋｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 用 Ｓｋｉ

ｌ 来表示．

　 　 ε ｋｉ
ｌ ＝ １

２
（ｅｋｉ － ｅｋｉ

ｒ ） ＴＳｋｉ
ｌ （ｅｋｉ ＋ ｅｋｉ

ｒ ）， （１２）

根据式（１２）和（８）中梁单元 ｉ 的纵向应变能，与纵向变形有关的刚度矩阵为

　 　 Ｋｋｉ
ｌ ＝ ＥｋｉＡｋｉ∫ｌ

０

１
２
（ｅｋｉ － ｅｋｉ

ｒ ） ＴＳｋｉ
ｌ （ｅｋｉ ＋ ｅｋｉ

ｒ ）Ｓｋｉ
ｌ ｄｘｋｉ ． （１３）

由于 ｅｋｉ
ｒ 总是以式（１１）的形式存在，所以 ｅｋｉ

ｒ 在式（１２）、（１３）中是任意的，甚至可以方便的设置为 ｅｋｉ
ｒ ＝

［０，０，１，０，ｌ，０，１，０］ Ｔ ．
横向变形有关的刚度矩阵推导如下：通常情况下纵向变形总是比横向变形要小得多，于是可以将纵向变

形看作是一个很小的量，在这种情况下纵向变形的变形梯度 （ｒｋｉ） ′Ｔ（ｒｋｉ） ′ 约等于常数 １，则无限小的弧长

ｄｓｋｉ ＝ （ｒｋｉ） ′Ｔ（ｒｋｉ） ′ｄｘｋｉ 可以写成 ｄｓｋｉ ≃ｄｘｋｉ，其中（ｒｋｉ） ′ ＝ ∂ｒｋｉ

∂ｘｋｉ ．因此曲率κ ｋｉ ＝ ｄ２ｒｋｉ

ｄ（ ｓｋｉ） ２ ≃
ｄ２ｒｋｉ

ｄ（ｘｋｉ） ２ ， 结合式

（１）可以得到

　 　 （κ ｋｉ） ２ ＝ （ｅｋｉ） Ｔ ∂２Ｓｋｉ（ｘｋｉ）
∂（ｘｋｉ） ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ ∂２Ｓｋｉ（ｘｋｉ）
∂（ｘｋｉ） ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｋｉ ． （１４）

将式（１４）代入到 Ｕｋｉ
ｔ 的表达式中，得到横向变形有关的刚度矩阵：

　 　 Ｋｋｉ
ｔ ＝ ∫ｌ

０
ＥｋｉＩｋｉ

∂２Ｓｋｉ（ｘｋｉ）
∂（ｘｋｉ） ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ ∂２Ｓｋｉ（ｘｋｉ）
∂（ｘｋｉ） ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘｋｉ， （１５）

它是一个恒定不变的常数矩阵．于是式（８）中与横向变形有关的应变能可以写成如下形式：

　 　 Ｕｋｉ
ｔ ＝ １

２
（ｅｋｉ） ＴＫｋｉ

ｔ ｅｋｉ ． （１６）

已知梁单元 ｉ 的动能公式、质量矩阵和刚度矩阵，根据 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程以及虚功原理可以推导出梁单元 ｉ
的动力学方程如下：

　 　
Ｍｋｉｅｋｉ ＋ （Ｋｋｉ

ｌ ＋ Ｋｋｉ
ｔ ）ｅｋｉ ＋ （Ｃｋｉ

ｅｋｉ） Ｔλｋｉ ＝ Ｑｋｉ
ｆ ∈ Ｒ８×１，

Ｃｋｉ ＝ ０ ∈ Ｒｍｋｉ×１，{ （１７）

其中 Ｃｋｉ
ｅｋｉ 是单元约束方程 Ｃｋｉ 关于单元绝对节点坐标 ｅｋｉ 的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵， λｋｉ 是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子向量．
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１．２　 柔性梁部件的动力学方程

平面梁系统中梁部件 ｋ 的质量矩阵 Ｍｋ、广义外力阵 Ｑｋ
ｆ 以及纵向变形相关的刚度矩阵 Ｋｋ

ｌ 和横向变形相

关的刚度矩阵 Ｋｋ
ｔ ， 由 ＡＮＣＦ 梁单元拼接如下：

　 　

Ｍｋ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
（Ｂｋｉ） ＴＭｋｉＢｋｉ，

Ｑｋ
ｆ ＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
（Ｂｋｉ） ＴＱｋｉ

ｆ Ｂｋｉ，

Ｋｋ
ｌ ＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
（Ｂｋｉ） ＴＫｋｉ

ｌ Ｂｋｉ，

Ｋｋ
ｔ ＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
（Ｂｋｉ） ＴＫｋｉ

ｔ Ｂｋｉ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（１８）

其中 Ｎ 为单元数， Ｂｋｉ 是与单元相关的 Ｂｏｏｌｅ 矩阵．梁部件 ｋ 的动力学方程可以通过组装单元的动力学方程

（１７）得到

　 　
Ｍｋｅｋ ＋ （Ｋｋ

ｔ ＋ Ｋｋ
ｌ ）ｅｋ ＋ （Ｃｋ

ｅｋ） Ｔλｋ ＝ Ｑｋ
ｆ ∈ Ｒ４×（Ｎ＋１），

Ｃｋ ＝ ０ ∈ Ｒｍｋ×１，{ （１９）

其中 ｍｋ 是约束方程的个数．
在求梁单元纵向变形的刚度矩阵时总是和单元节点坐标相关，因此每次更新耗时巨大，本文将式（１３）

中 Ｋｋｉ
ｌ 的单元绝对节点坐标提到积分外， Ｋｋｉ

ｌ 改写成

　 　 Ｋｋｉ
ｌ ＝ ［（ｅｋｉ － ｅｋｉ

ｒ ） Ｔ ⊗ ｎ］ １
２

ＥｋｉＡｋｉＳＬ［（ｅｋｉ ＋ ｅｋｉ
ｒ ） ⊗ ｎ］， （２０）

其中⊗代表的是矩阵进行 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积运算， ｎ∈Ｒ８×８ 为单位阵， ＳＬ ＝ ∫ｌ
０
Ｓｋｉ

ｌ ⊗Ｓｋｉ
ｌ ｄｘｋｉ ．那么与纵向变形相关的

刚度矩阵 Ｋｋ
ｌ 则为

　 　 Ｋｋ
ｌ ＝ ［（ｅｋ － ｅｋ

ｒ ） Ｔ ⊗ Ｎｋ］Ｋｋ
ｌｉｎ［（ｅｋ ＋ ｅｋ

ｒ ） ⊗ Ｎｋ］， （２１）
其中 ｅｋ 为梁部件 ｋ 上所有绝对节点坐标，ｅｋ

ｒ 为第 ｋ 个梁部件的刚体位移，Ｎｋ 为单位阵，它的行、列数与 ｅｋ 和

ｅｋ
ｒ 相同，

　 　 Ｋｋ
ｌｉｎ ＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０

１
２

ＥｋｉＡｋｉ ∫ｌ
０
（（Ｂｋｉ） ＴＳｋｉ

ｌ Ｂｋｉ） ⊗ （（Ｂｋｉ） ＴＳｋｉ
ｌ Ｂｋｉ）ｄｘｋｉ{ } ， （２２）

Ｋｋ
ｌｉｎ 是固定的，所以每次更新 Ｋｋ

ｌ 特别方便，只需将每个时间步长下的绝对节点坐标代入相乘即可．
１．３　 ＡＮＣＦ 平面梁系统模态分析方法

为了提高求解效率，需要将动力学模型进行降阶处理．根据文献［１５］，通过 ＣＭＳ 对 ＡＮＣＦ 平面梁系统矩

阵进行降阶处理，其基本思想是将复杂非线性系统投影到模态空间上，并截取低阶模态构成的系统，忽略高

阶模态的影响，从而实现降阶．因为 Ｋｋ
ｔ 是恒定的，可以假设非线性的纵向弹性力 Ｋｋ

ｌ ｅｋ 是一种伪外力，将其移

动到式（１９）的右端得到新的动力学方程：
　 　 Ｍｋｅｋ ＋ Ｋｋ

ｔ ｅｋ ＋ （Ｃｋ
ｅｋ） Ｔλｋ ＝ Ｑｋ

ｆ － Ｋｋ
ｌ ｅｋ ≡ Ｑｋ ∈ Ｒ４×（ｎｅ＋１）， （２３）

并将系统的绝对节点坐标和动力学方程划分为两个部分———边界区域相关的部分和内部区域相关的部分．
动力学方程可以改写成如下形式：

　 　
Ｍｋ

ｂｂ Ｍｋ
ｂａ

Ｍｋ
ａｂ Ｍｋ

ａａ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｅｋ
ｂ

ｅｋ
ａ

{ } ＋
Ｋｋ

ｔｂｂ Ｋｋ
ｔｂａ

Ｋｋ
ｔａｂ Ｋｋ

ｔａａ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｅｋ
ｂ

ｅｋ
ａ

{ } ＋
（Ｃｋ

ｅｋｂ）
Ｔ

（Ｃｋ
ｅｋａ）

Ｔ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
λｋ ＝

Ｑｋ
ｂ

Ｑｋ
ａ

{ } ， （２４）

其中， Ｍｋ
ｂｂ 和 Ｋｋ

ｔｂｂ 代表与边界区域相关的质量矩阵和横向变形刚度矩阵； Ｍｋ
ａａ 和 Ｋｋ

ｔａａ 代表与内部区域相关的

质量矩阵和横向刚度矩阵； Ｍｋ
ｂａ，Ｍｋ

ａｂ，Ｋｋ
ｔｂａ 和 Ｋｋ

ｔａｂ 代表内部区域坐标和边界区域坐标相互耦合的质量矩阵和

刚度矩阵； Ｑｋ ＝Ｑｋ
ｆ － Ｋｋ

ｌ ｅｋ 被划分成了边界区域相关的 Ｑｋ
ｂ 和内部区域相关的 Ｑｋ

ａ；Ｃｋ
ｅｋｂ，Ｃ

ｋ
ｅｋａ 表示约束方程 Ｃｋ 有

关边界区域坐标和内部区域坐标的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵．
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因为式（２４）等号左侧是线性的，所以可以应用 Ｃｒａｉｇ⁃Ｂａｍｐｔｏｎ 方法，将非线性系统投影到模态空间上，
内部区域坐标 ｅｋ

ａ ∈Ｒｎａ×１ 用一组模态坐标 ξ ｋ ∈Ｒｎａ×１ 来表示， Ｔｋ 为模态变换矩阵，通过 ｐｋ ＝ { （ｅｋ
ｂ） Ｔ，（ξ ｋ） Ｔ } Ｔ

来表示 ｅｋ ＝ { （ｅｋ
ｂ） Ｔ，（ｅｋ

ａ） Ｔ } Ｔ， 具体如下：
　 　 ｅｋ ＝ Ｔｋｐｋ， （２５）

　 　 Ｔｋ ≡
Ｉｂ ０

Φｋ
ｃ Φｋ

ｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２６）

其中 Ｉｂ ∈ Ｒｎｂ×ｎｂ 是单位阵， ｎｂ 是边界区域相关坐标的自由度，Φｋ
ｃ ∈ Ｒｎａ×ｎｂ 是约束模态矩阵，见式（２７）， ｎａ 是

内部区域相关坐标的自由度， Φｋ
ｎ ∈ Ｒｎａ×ｎａ 是固有模态矩阵，通过求解本征方程（２８）得到：

　 　 Φｋ
ｃ ≡－ （Ｋｋ

ｔａａ）
－１Ｋｋ

ｔａｂ ∈ Ｒｎａ×ｎｂ， （２７）
　 　 （Ｋｋ

ｔａａ － （Ωｋ
ｍ） ２Ｍｋ

ａａ）Φｋ
ｎｍ ＝ ０， （２８）

其中 Ωｋ
ｍ 和 Φｋ

ｎｍ ∈ Ｒｎｃ×１ 分别为梁部件 ｋ 内部区域的第 ｍ 个固有频率和它对应的模态向量，ｎｃ 是模态向量的

维度．

２　 模态自适应选择方法

２．１　 全模态稀疏表示内部区域坐标

由于只有少量的模态在模型的动态行为中有很高的参与因素，因此可以将全模态坐标看作是稀疏或近

似稀疏．模态坐标定义为稀疏系数，全模态向量定义为稀疏基，将稀疏模态坐标扩展到整个平面梁系统．结合

Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子向量 λｋ， 可以得到等式

　 　 ｘ ＝
ｅｋ
ｂ

ｅｋ
ａ

λｋ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝ Ｔｋ ０
０ Ｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｅｋ
ｂ

ξ ｋ

λｋ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝ φｃ， （２９）

其中边界区域坐标 ｅｋ
ｂ 和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子向量 λｋ 的数量远远少于模态坐标 ξ ｋ ．

２．２　 设计采样矩阵

为了减少动力学方程的数量，提升数值计算效率，需要对运动方程进行采样．由于模态向量作为稀疏基

来表示内部区域坐标，所以采样矩阵 Ａｋ 作用于内部区域相关的方程

　 　 Ａｋ ＝ Ｉ（Ωｋ， ∶ ）， （３０）
其中 Ωｋ 代表的是需要保留的动力学方程在系统方程中的索引．本文采用 Ｌａｔｉｎ 超立方体抽样创建 Ωｋ ．采样后

的方程（２４）以及简化式表示如下：

　 　
Ｍｋ

ｂｂ Ｍｋ
ｂａ

Ｍｋ
ａｂ（Ωｋ， ∶ ） Ｍｋ

ａａ（Ωｋ， ∶ ）
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｅｋ
ｂ

ｅｋ
ａ

{ } ＋
Ｋｋ

ｔｂｂ Ｋｋ
ｔｂａ

Ｋｋ
ｔａｂ（Ωｋ， ∶ ） Ｋｋ

ｔａａ（Ωｋ， ∶ ）
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｅｋ
ｂ

ｅｋ
ａ

{ } ＋

　 　 　 　
Ｃｋ

ｅｋｂ
Ｔ

（Ｃｋ
ｅｋａ）

Ｔ（Ωｋ， ∶ ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
λｋ ＝

Ｑｋ
ｂ

Ｑｋ
ａ（Ωｋ， ∶ ）{ } ， （３１）

　 　 （Ｍｋ） Ωｋｅｋ ＋ （Ｋｋ
ｔ ） Ωｋｅｋ ＋ （（Ｃｋ

ｅｋ） Ｔ） Ωｋλｋ ＝ （Ｑｋ） Ωｋ， （３２）
其中 （·） Ωｋ 代表的是梁部件 ｋ 采样以后的矩阵或向量．
２．３　 平面梁系统动态响应分析的 ｌ１ 范数优化问题

本小节提出了基于 ＡＮＣＦ 的模态自适应选择方法，以 ＡＮＣＦ 平面梁系统采样后的动力学方程为约束条

件，构造的模态坐标 ｌ１ 范数优化问题，求解每个时间 ｔ 步长下的优化问题，可以得到稀疏的模态坐标，选择模

态坐标非零元素对应的模态向量，即完成了模态的自适应选择．
本小节先介绍优化问题的建立，通过求解动力学方程（１９）可以获得梁系统每个时间步长下的动态响

应，根据方程（３２）和（１９），柔性多体系统的动态响应的非线性映射算子定义如下：

　 　 Φｋ（ｅｋ，ｅｋ，ｅｋ，λｋ，ｔ） ＝
η（（Ｍｋ） Ωｋｅｋ － ｆ（ｅｋ）） ＋ （（Ｃｋ

ｅｋ） Ｔ（ｅｋ）） Ωｋλｋ

Ｃｋ（ｅｋ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （３３）
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其中 η 为缩放因子， λｋ ＝ ηλｋ， ｆ（ｅｋ） ＝ （Ｑｋ） Ωｋ － （Ｋｋ
ｔ ） Ωｋｅｋ ．采用一阶向后差分公式（ｂａｃｋｗａｒｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ

ｆｏｒｍｕｌａ，ＢＤＦ）作为时间积分法，

　 　
ｅｋ
ｔ ＝

ｅｋ
ｔ － ｅｋ

ｔ－１

ｈ
，

ｅｋ
ｔ ＝

ｅｋ
ｔ － ｅｋ

ｔ－１ － ｈｅｋ
ｔ－１

ｈ２ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３４）

将 ＢＤＦ 公式和式（２９）代入到式（３３）中，平面梁系统的非线性映射算子可以改写成如下形式：

　 　 Φｋ（ｐｋ
ｔ ，λｋ

ｔ ） ＝
η

１
ｈ２（Ｍ

ｋ） ΩｋＴｋ（ｐｋ
ｔ － ｐｋ

ｔ－１ － ｈｐｔ －１） － （ ｆ（ｐｋ
ｔ ）） Ωｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （（Ｃｋ

ｐｋｔ ）
Ｔ（ｐｋ

ｔ ）） Ωｋλｋ
ｔ

Ｃｋ（ｐｋ
ｔ ）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
． （３５）

于是构造出 ＡＮＣＦ 平面梁系统动态响应 ｔ 时间步长下的ｌ１ 范数优化问题：
　 　 ‖ξ ｋ

ｔ ‖１ ≤ ｓｋ 　 ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ　 Φｋ（ｅｋ
ｂｔ，ξ ｋ

ｔ ，λｋ
ｔ ） ＝ ０， （３６）

其中， ‖·‖１ 代表 １⁃范数， ｓｋ 表示柔性部件 ｋ 的模态坐标 ξ ｋ
ｔ 的稀疏性．

２．４　 优化问题的求解

根据文献［１７］提出的求解非线性欠定方程组的稀疏解的 ＧＧＮ 算法，它可以得到一个非常精确的解，本
文采用此算法．此外，由于不同的工况，在模态坐标中会产生不同的幅度．因为将模态坐标的某些元素设置为

零的阈值难以确定，所以设置一个非线性映射算子 ＰＡ 对每个柔性部件保留 ｓｋ 个绝对值最大的且非零的模态

坐标．

图 ３　 ＧＧＮ 算法流程图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ＧＧＮ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

为了保证 ＧＧＮ 算法的收敛性和提高算法的效率，文献［１７］提出了一种求非支持集最大下降的方法．通
过求解最大问题，可以确定最大下降方向的指标．

　 　 ｌｍａｘ ＝ ａｒｇ ｍａｘ ｆ（ ｌ） ＝
Φｋ（ｃ）（Ｉ － ＬＬ†）Φｋ

ｃ（∶ ，ｌ）
（Ｉ － ＬＬ†）Φｋ

ｃ（∶ ，ｌ） ２

， （３７）

其中 ‖·‖２ 代表 ２⁃范数，Φｋ
ｃ 是 Φｋ（ｃ） 的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵， Ｌ ＝Φｋ

ｃ（∶ ，Ｓ） 由 Φｋ
ｃ 的列组成；支持集 Ｓ由已知的支持

集 Ｓｋ 和未知的支持集 Ｓｕｋ 组成， Ｓｋ 由边界区域坐标 ｅｋ
ｂ 和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子向量 λｋ 在 ｃ中的位置索引组成；Ｓｕｋ 是
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模态坐标 ξ ｋ 非零元素在 ｃ 中的位置索引，Φｋ
ｃ（∶ ，ｌ） 代表的是 Φｋ

ｃ 的第 ｌ 列，Ｉ 是单位阵，运算符（·） † 表示求伪

逆阵．ＧＧＮ 算法的执行步骤如图 ３ 所示．
图 ３ 中，ＧＧＮ 算法有 ４ 个步骤：
步骤 １　 输入动态响应上一个时间步长的结果 ｅｋ

ｔ－１，ｅｋ
ｔ－１，已知的支持集 Ｓｋ，以及柔性部件 ｋ的稀疏系数ｓｋ

和采样矩阵 Ａｋ ．
步骤 ２　 用向前差分公式初始化 ｅｋ

ｔ ，初始的λｋ
ｔ 设置为零向量．利用模态变换矩阵以及 ｅｋ

ｔ 和λｋ
ｔ 组成的向量

求得 ｃ ．用非线性映射算子ＰＡ（ξ ｋ
ｔ ） 处理模态坐标 ξ ｋ

ｔ ，将其代入到 ｃ 中，更新 ｃ ．找到模态坐标 ξ ｋ
ｔ 非零元素在 ｃ

中的索引，初始化未知的支持集 Ｓｕｋ ．再次通过模态变换矩阵和 ｃ，得到绝对节点坐标 ｅｋ
ｔ ， 最后利用 ＢＤＦ 求出

ｅｋ
ｔ 和 ｅｋ

ｔ ．
步骤 ３　 计算 Φｋ（ｃ） 和定义在式（３５）的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 Φｋ

ｃ， 通过求解式（３７）获得在非支持集中的最大下

降指数 ｌｍａｘ ．如果 ｆ（ ｌｍａｘ） 小于给定的公差，则将该指数添加到支持集 Ｓ 中．最后迭代值 ｄ 通过计算求得．
步骤 ４　 更新 ｃ，ξ ｋ

ｔ 以及 Ｓ ．计算非线性映射算子 Φｋ（ｃ） ．如果 Φｋ（ｃ） 超过了给定的误差，则返回步骤 ３，
否则结束迭代．最后得到 ｅｋ

ｔ ，ｅｋ
ｔ ，ｅｋ

ｔ 和 λｋ
ｔ ，作为 ｔ 步长下的动态响应结果．

３　 数 值 结 果

本文的算例都是在处理器配置为 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ） Ｃｏｒｅ（ＴＭ） ｉ７⁃７５００Ｕ ＣＰＵ＠ ２．７０ ＧＨｚ 和存储器配置为 １２ ＧＢ
的计算机上使用 ＭＡＴＬＡＢ  Ｒ２０１６ａ 执行的．
３．１　 自由落体的单摆运动

本文通过两个例子来验证基于 ＡＮＣＦ 的模态自适应选择方法的有效性．将自由落体的单摆运动作为第

一个例子．如图 ４，梁通过旋转接头与地面连接，在初始状态下保持水平，初速度为零．

图 ４　 自由落体单摆

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｆａｌｌｉｎｇ ｐｅｎｄｕｌｕｍ

梁的几何参数和材料参数见表 １．
表 １　 单摆的几何与材料参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｅｎｄｕｌｕｍ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ

ｌｅｎｇｔｈ ｌ ／ ｍ １

ｓｑｕａｒｅ ｓｅｃｔｉｏｎａｌ ａｒｅａ Ａ ／ ｍ２ ４×１０－４

Ｙｏｕｎｇ’ｓ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ ／ Ｐａ ７×１０５

ｄｅｎｓｉｔｙ ρ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） ７．２×１０３

ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ Ｉ ／ ｍ４ １．３３３×１０－８

　 　 用 １６０ 个 ＡＮＣＦ 不含剪切的二维梁单元，总自由度为 ６４４ 来表示自由落体的单摆运动，总模拟时间和时

间步长分别设置为 １．１ ｓ 和 ０．００１ ｓ ．单摆的稀疏度设置为 １００，采样数设置为 ３０８．公差 ε 设为 １×１０－１１ ．图 ５ 给

出了仿真过程中若干时刻单摆梁中线的构型，用提出的方法和传统的 ＡＮＣＦ 进行比较，单摆自由端的横向位

移如图 ６ 所示．显然，由提出的方法得到的仿真结果与传统的 ＡＮＣＦ 高度一致．
此外，图 ７ 展示了提出的方法在不同时间步长下对单摆模态坐标的自适应选择，实线为模态坐标的值，

黑圈表示被挑选出的 １００ 个具有重大贡献的模态，即选择 １００ 个绝对值最大的模态坐标．但是在不同的时间

步长下选择方式是不同的，换句话说，该方法实现了在每个时间步长下动态选择模态．
本文提出的模态自适应选择方法计算时间比传统 ＡＮＣＦ 要短，前者总的计算时间为 ５３１．８５５ ｓ，后者为

７８７．０７１ ｓ，效率至少提高了 ３０％，若减少采样数，效率可以提升更多，详情见表 ２．
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图 ５　 不同时刻柔性单摆构型 图 ６　 单摆自由端的垂直位置

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｆａｌｌｉｎｇ ｐｅｎｄｕｌｕｍ Ｆｉｇ． ６　 Ｖｅｒｔｉｃａｌ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｐｅｎｄｕｌｕｍ
ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

（ａ） ｔ ＝ ０．００５ ｓ 时模态坐标和选出的模态 （ｂ） ｔ ＝ ０．１ ｓ 时模态坐标和选出的模态

（ａ） Ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｍｏｄｅｓ ａｎｄ ｍｏｄａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｔ ｔ ＝ ０．００５ ｓ （ｂ） Ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｍｏｄｅｓ ａｎｄ ｍｏｄａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｔ ｔ ＝ ０．１ ｓ

（ｃ） ｔ ＝ ０．５ ｓ 时模态坐标和选出的模态 （ｄ） ｔ ＝ １ ｓ 时模态坐标和选出的模态

（ｃ） Ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｍｏｄｅｓ ａｎｄ ｍｏｄａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｔ ｔ ＝ ０．５ ｓ （ｄ） Ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｍｏｄｅｓ ａｎｄ ｍｏｄａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｔ ｔ ＝ １ ｓ
图 ７　 提出的方法在不同时间步长下对模态的自适应选择（单摆）

Ｆｉｇ． ７　 Ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｄａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｓ（ｐｅｎｄｕｌｕｍ）

表 ２　 单摆传统 ＡＮＣＦ 和所提出方法的计算效率（单位： ｓ）
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ＡＮＣＦ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｐｅｎｄｕｌｕｍｓ （ｕｎｉｔ： ｓ）

ｍｏｄｅｌ ｍａｔｒｉｘ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｕｐｄａｔｅｄ Ｊａｃｏｂｉａｎ ｍａｔｒｉｘ， ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｍａｔｒｉｘ ａｎｄ ｒｅｓｉｄｕｅ ｅｔｃ ｔｏｔａｌ ｔｉｍｅ

ＡＮＣＦ １７６．４１１ ５９８．３３４ ７８７．０７１

ｐｒｏｐｏｓｅｄ １１８．３４１ ４１２．５１４ ５３１．８５５

３．２　 平面 ３⁃ＲＲＲ 并联机器人

平面 ３⁃ＲＲＲ 并联机器人示意图如图 ８ 所示，图中移动平台的局部坐标系固定在平台的中心点上，全局

坐标系在图中右侧．驱动杆与机架（底座）相连，从动杆与移动平台相连［１８］ ．
机构的几何参数和材料参数见表 ３．为了扩大连杆弹性变形的影响，设置了小于铝的弹性模量．在仿真

中，３⁃ＲＲＲ 并联机器人的移动平台所预设的运动轨迹为一个半径为 ０．１ ｍ 的圆：
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ｘ ＝ ０．１ｃｏｓ（ωｔ） ｍ，
ｙ ＝ ０．１ｓｉｎ（ωｔ） ｍ，
ｚ ＝ ０ ｒａｄ，

ì

î

í

ïï

ïï

（３８）

ω 是一个角速度，值为 ２π ｒａｄ ／ ｓ ．在模拟开始时，平台的初始位置为 ｘ ＝ ０．１ ｍ， ｙ ＝ ０ ｍ， ｚ ＝ ０ ｒａｄ，初始速度为

ｘ ＝ ０ ｍ ／ ｓ， ｙ ＝ ０．１π ｍ ／ ｓ， ｚ ＝ ０ ｒａｄ ／ ｓ ．

图 ８　 全局坐标系下的 ３⁃ＲＲＲ 并联机器人示意图

Ｆｉｇ． ８　 Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ａｎｄ ｇｌｏｂａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ３⁃ＲＲＲ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

表 ３　 机构的几何与材料参数

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｄｒｉｖｉｎｇ ｌｉｎｋ ｐａｓｓｉｖｅ ｌｉｎｋ ｍｅｍｂｅｒ ｌｅｎｇｔｈ ｌ ／ ｍ

ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ Ｔ ／ ｍ ０．０１ ０．００５ ｄｒｉｖｉｎｇ ｌｉｎｋ ０．２４５

ｗｉｄｔｈ Ｗ ／ ｍ ０．０３ ０．０１ ｐａｓｓｉｖｅ ｌｉｎｋ ０．２４２

Ｙｏｕｎｇ’ｓ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ ／ Ｐａ ２．０１×１０１１ ７×１０８ ｍｏｖｉｎｇ ｓｔａｇｅ ０．１１２

ｄｅｎｓｉｔｙ ρ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） ２．７×１０３ ２．７×１０３ ｆｉｘｅｄ ｓｔａｇｅ ０．４００

　 　 用自然坐标描述机构驱动杆的运动，驱动杆和移动平台视为刚性部件，移动平台用 ｘ，ｙ 方向上的位移和

ｘ 轴正方向上的转角 θ 表示其运动，用 １００ 个 ＡＮＣＦ 不含剪切的二维梁单元，即自由度为 ４０４ 来表示机构中

一个从动杆件（柔性部件）的运动，机构总的自由度为 １ ２２７，总模拟时间和步长分别设置为 ２ ｓ 和 ０．００１ ｓ ．每
一个从动杆件的稀疏度设置为 ８０，采样数设置为 ２００．公差 ε 设为 １×１０－１１ ．

通过对 ３⁃ＲＲＲ 并联机器人的运动学计算，得到了开始动态分析所需的初始位置和速度．图 ９ 显示了不同

时间的机构构型．可以看出，驱动杆件一直保持未变形，而柔性的从动杆件在平台移动时有明显的变形．

图 ９　 在不同时刻的机构构型

Ｆｉｇ． ９　 Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

用所提出的方法和传统的 ＡＮＣＦ 进行比较［１９］ ．通过对 ３⁃ＲＲＲ 并联机器人的运动学计算，得到了起始时

刻动力学分析所需的初始位置和速度．图 １０ 为机构移动平台在 ｘ，ｙ 方向上的位移和转角 θ ．显然，仿真结果

是高度一致的．
用提出的方法求解机构左端从动杆件具有重大贡献的模态，实现了模态的自适应选择，如图 １１ 所示．在

图中，自适应地选择了 ８０ 个绝对值最大的模态坐标．
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图 １０　 移动平台在 ｘ，ｙ 方向上的位移以及转角 θ
Ｆｉｇ． １０　 Ｒｏｔａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ θ ａｎｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｉｎ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ ｘ ａｎｄ ｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ

（ａ） ｔ ＝ ０．００５ ｓ 时模态坐标和选出的模态 （ｂ） ｔ ＝ ０．１ ｓ 时模态坐标和选出的模态

（ａ） Ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｍｏｄｅｓ ａｎｄ ｍｏｄａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｔ ｔ ＝ ０．００５ ｓ （ｂ） Ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｍｏｄｅｓ ａｎｄ ｍｏｄａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｔ ｔ ＝ ０．１ ｓ

（ｃ） ｔ ＝ ０．５ ｓ 时模态坐标和选出的模态 （ｄ） ｔ ＝ １ ｓ 时模态坐标和选出的模态

（ｃ） Ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｍｏｄｅｓ ａｎｄ ｍｏｄａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｔ ｔ ＝ ０．５ ｓ （ｄ） Ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｍｏｄｅｓ ａｎｄ ｍｏｄａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｔ ｔ ＝ １ ｓ
图 １１　 提出的方法在不同时间步长下对模态的自适应选择

Ｆｉｇ． １１　 Ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｄａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｓ

本文所提出的模态自适应选择方法的计算时间比传统 ＡＮＣＦ 要短， 总的计算时间分别为 ４２１．２８１ ｓ 和
１ ３９０．９６６ ｓ，所用时间是传统 ＡＮＣＦ 的 ３０．０３％，计算效率提升显著，详情见表 ４．

表 ４　 传统 ＡＮＣＦ 和所提出方法的计算效率（单位： ｓ）

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ＡＮＣＦ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ （ｕｎｉｔ： ｓ）

ｍｏｄｅｌ ｍａｔｒｉｘ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｕｐｄａｔｅｄ Ｊａｃｏｂｉａｎ ｍａｔｒｉｘ， ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｍａｔｒｉｘ ａｎｄ ｒｅｓｉｄｕｅ ｅｔｃ ｔｏｔａｌ ｔｉｍｅ

ＡＮＣＦ ５６６．２８３ ６ ７６６．１４８ １ ３９０．９６６

ｐｒｏｐｏｓｅｄ １８４．１３１ ２２３．６３９ ４２１．２８１

４　 结　 　 论

本文针对柔性大变形系统提出了基于 ＡＮＣＦ 的模态自适应选择方法．利用两个实例证明了该方法的有

效性，与传统的 ＡＮＣＦ 的数值分析结果高度吻合并且计算效率至少提升了 ３０％，在误差允许的范围内，减少

采样数，计算效率更高．另外本文还改进了刚度矩阵的计算方式，提高了每次迭代更新的效率．虽然通过两个

实例证实了该方法的有效性，尤其是在描述由离心力引起的大变形模型时，但在分析轴向变形很大的模型上

有些许不足．本文为了应用 Ｃｒａｉｇ⁃Ｂａｍｐｔｏｎ 方法，将非线性系统映射到模态空间上．使用式（２３）对动力学方程
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等号左端进行线性化处理，这在一定程度上降低了纵向变形与横向弯曲的耦合性，使得方法存在一定的局限

性．后续将针对这一问题展开深入研究，改进方法的适用性，通过弹性力高耦合的实例做进一步的验证．
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