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摘要：  该文基于同伦分析法研究了广义边界条件下含孔隙功能梯度材料 (FGM) 输流管道的非线性振动.基于

FGM 的幂律分布规律和 Voigt 模型来描述具有孔隙的 FGM 管道的材料特性.基于 Euler-Bernoulli 梁理论和 von
Kármán 非线性理论，利用 Hamilton 变分原理，建立了含孔隙功能梯度流体输送管道的动力学控制方程和广义边界条

件.采用同伦分析法求解了广义边界条件下的功能梯度流管道的非线性振动特性.数值结果表明：平移弹簧对失稳

的临界流速影响不明显，而扭转弹簧则提高了失稳的临界流速，使系统更加稳定；在非线性系统中，黏弹性系数不会

改变失稳临界流速；管道长度、幂律指数和孔隙率都会对 FGM 多孔输流管道的非线性自由振动有明显的影响.
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Abstract：Based on the homotopy analysis method, the nonlinear vibration of porous functionally graded material (FGM)

conveying pipes under generalized boundary conditions was studied. Based on the power-law distribution of the FGM and

the Voigt model, the physical properties of the porous pipe material were described. Under the Euler-Bernoulli beam theory

and the von Kármán nonlinear theory, and by means of Hamilton’s variational principle, the dynamic control equations and

generalized boundary conditions  for  porous  FGM conveying pipes  were  established.  The homotopy analysis  method was

used  to  solve  the  nonlinear  vibration  characteristics  of  the  porous  FGM  conveying  pipe  under  generalized  boundary

conditions. The numerical results show that, the translation spring has little effect on the critical velocity of instability, while

the rotation spring increases the critical velocity of instability, making the system more stable; in the nonlinear system, the

viscoelastic coefficient does not change the critical velocity; the pipe length, the power-law exponent and the porosity all
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influence the nonlinear free vibration of the porous FGM conveying pipe.
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0    引　　言

输流管道在海洋工程、核工程、航空航天等领域有着广泛的应用.而随着制造业的发展以及科技的进步，

实际工程的结构和工作环境也变得越来越复杂.因此，由单一材料制成的产品越来越难以在如此恶劣的环境

中使用.在这种情况下，功能梯度材料 (FGM)作为一种优异的复合材料，由于其独特的材料分布特性，可作为

钻柱、核电站蒸汽发生器中的换热管等产品的设计材料.与传统复合材料 (如层状结构)相比，梯度复合材料在

某些方向上保持了材料性能的连续变化，这有助于抵抗各种环境梯度，如温度、湿度和腐蚀，并消除应力集

中.因此，提高对这些系统振动的认识非常重要.输送流体的 FGM多孔管道的振动分析是流固耦合领域的一

个分支.多年来，一些理论、实验和数值模型已用于研究输送流体管道的动力学分析[1-3]
.对于输送流体管道的

线性和非线性振动分析，也已经提出了几种方法，如朱晨光等[4] 采用多尺度法研究了功能梯度管在内流作用

下的自由振动问题.范谨明和常学平等[5] 采用 Green函数法研究了气-液双相流、轴向外载及自旋角速度对系

统稳定性的影响.马腾等[6] 通过改进的 Fourier法求解了任意边界支撑条件下输流管道的振动特性.张博等[7]

通过降阶升维的方法求解了扭转输液管系统的特征值问题并分析了其自由振动特性.龚琳琦等[8] 通过基面力

单元法对梁、板结构进行了弹性大变形数值模拟.而对于边界条件，在输流管动力学的研究中也是一个热点问

题.包日东和闻邦椿[9] 研究了弹性支撑的输流管道的静态与动态失稳临界流速.赵千里等[10] 研究了截面内流

速不均以及弹性支承对输流管路振动问题的影响.巨维博等[11] 研究了实际支撑条件下管路系统的振动特性，

说明了支撑弹簧刚度对系统稳定性的影响.Babaei和 Eslami[12] 研究了弹性 FGM多孔微管在不同边界条件下

的非线性弯曲分析.通过非线性振动理论研究非线性动力学的各个方面，可以发现一些有趣的现象.Zhu等[13]

研究了输送流体的 FGM多孔管道的非线性自由振动和受迫振动.Long和 Van Tung[14] 研究了剪切变形圆柱

壳的非线性分析和 FGM多孔圆柱壳的热非线性屈曲行为.Liu等[15] 研究了弹性基底上 FGM多孔夹层圆柱壳

的非线性强迫振动.Setoodeh和 Afrahim[16] 研究了 FGM流体输送微管的非线性振动行为，并通过同伦分析法

（HAM）求解了控制方程 .Ghazavi和 Molki等 [17] 研究了流体输送弯曲微管的非线性振动和稳定性分

析.Khodabakhsh等[18] 研究了输送流体的 FGM管道的非线性振动和稳定性分析.Mashrouteh等[19] 获得了流体

输送微管非线性频率的解析表达式，并利用修正偶应力理论、Galerkin法和变分迭代研究了振动的时间响

应.Dehrouyeh-Semnani等[20] 研究了不同边界条件下输送流体的微管的非线性振动.Kheiri[21] 研究了输送流体

的管道的非线性动力学行为.

同伦方法是求解非线性代数方程组的有力工具[22-23]
.HAM是廖世俊教授[24-25] 提出的一种求解非线性微分

方程的数值方法.与 Adomian分解法、δ展开法和 Lyapunov人工小参数法等其他分析方法相比，HAM具有独

立于小参数或大参数、能够使用不同的基函数和引入辅助参数来控制收敛区域等优点[24]
.HAM已被用于固体

力学领域，如 Ali-Asgari等[25] 利用 HAM显示了基于非局部理论和 von Kármán非线性耦合的输送流体的碳纳

米管的非线性频率和时间响应.Setoodeh等[26] 应用 Galerkin法和 HAM研究了 FGM微管/纳米管的线性和非

线性扭转自由振动.Tang和 Yang[27] 研究了基于 Euler-Bernoulli梁理论并使用 HAM的流体输送 FGM管道的

非线性振动 .Khodabakhsh等 [18] 利用 HAM，基于 Timoshenko梁理论、 von  Kármán非线性应变关系和

Galerkin法，考虑扭转惯性和剪切变形效应，研究输送流体的 FGM管道的非线性振动和稳定性分析.

从上述文献中我们可以知道，目前输流管道的非线性振动一般采用数值方法来求解系统的时间响应和固

有频率.而对于解析解的研究，一般采用摄动法和变分迭代法.很少有人将 HAM应用于求解输流管道的非线

性振动.根据文献调研，目前还没有人研究广义边界条件下黏弹性输流管道的非线性振动.本文首先基于

Euler-Bernoulli梁和 von Kármán非线性理论，采用 Kelvin-Voigt模型和 Hamilton原理，建立了具有弹性边界

支撑的输流复合管的动力学方程.然后利用 Galerkin法推导出适用于弹性边界条件的模态函数，利用 HAM求

解了具有弹性边界支撑的输流复合管系统的非线性振动特性.数值结果显示了管道长度、孔隙率体积分数、
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幂律指数、流体流速和阻尼系数对 FGM多孔输送流体管道非线性频率的影响. 

1    数学模型的建立

Ri Ro

KL KR KBL KBR

α (α≪ 1)

图 1为长度为 L、内径为 、外径为 的广义边界条件下功能梯度输流管示意图.其中广义边界条件可以

通过支撑平移弹簧 ( ,  )和扭转弹簧 ( ,  )来等效.假设材料成分的微观结构仅在厚度方向上连续变

化.由于加工缺陷，在横截面上有均匀的空隙.故具有孔隙率体积分数 的陶瓷相与金属相之间孔隙率

分布的 FGM管道的校正系数可以表示为[28]

Pf = Pm (Vm−α/2)+Pc (Vc−α/2) , （1）

Pm Pc Vm Vc其中， ， 是金属和陶瓷的材料特性； 和 分别为金属相和陶瓷相的体积分数，其成分表示为[29]

Vc+Vm = 1. （2）

陶瓷相的体积分数可以表示为

Vc =

(
Ro− r
Ro−Ri

)n

. （3）

  

图 1    广义边界条件下输送流体的管道示意图

Fig. 1    Schematic diagram of a pipeline conveying fluid under generalized boundary conditions
 

考虑管道轴向可伸长所带来的非线性张力项及管道内部阻尼，根据文献 [30-31]的推导过程，我们可以得

到输流管道的非线性运动控制方程：(
(EI)*+ηI

∂

∂t

)
∂4w
∂x4 + (mf +mp)

∂2w
∂t2 +2mfu

∂2w
∂x∂t

+mfu2 ∂
2w
∂x2 + cd

∂w
∂t
−

(EA)*

2L
∂2w
∂x2

w L

0

(
∂w
∂x

)2

dx−η (EA)*

2L
∂2w
∂x2

w L

0

∂

∂t

(
∂w
∂x

)2

dx = 0, （4）

(EI)∗ (EA)∗ η mf mp

cd

其中， 为 FGM管道的抗弯刚度， 为 FGM的轴向刚度， 为黏弹性系数， 和 分别代表管道和流体

的单位长度质量，u 和 w 分别是流体流速和管道中间平面的横向位移， 为阻尼系数.由于功能梯度管道的弹

性模量沿管道径向变化，因此可以表示为

(EA)∗ =
w 2π

0

w Ro

Ri

Erdrdθ, （5）

(EI)∗ =
w 2π

0

w Ro

Ri
Er3sin2 (θ)drdθ, （6）

θ其中 为极坐标下的极角. 

2    模态函数的计算

输流管道两端一般支承的边界条件为
ϕ′′(0) = KBLϕ

′(0), ϕ′′′(0) = −KLϕ(0), ϕ′′(1) = KBRϕ
′(1), ϕ′′′(1) = −KRϕ(1), （7）

KBL和KBR KL和KR其中， 为扭转弹簧系数， 为线性弹簧系数.

输流管道横向弯曲振动模态函数的一般表达式为
ϕ (x) =C1 sin(λx)+C2 cos(λx)+C3 sinh(λx)+C4 cosh(λx) , （8）

Ci (i = 1,2,3,4)其中， 是由边界条件确定的系数.
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将式（8）代入到式（7）中，我们可以得到

KBLC1+KBLC3+λC2−λC4 = 0,
−λ3C1+KLC3+λ

3C3+KLC4 = 0,
[−λsin(λ)+KBR cos(λ)]C1+ [−λcos(λ)−KBR sin(λ)]C2+

[λsinh(λ)+KBR cosh(λ)]C3+ [λcosh(λ)+KBR sinh(λ)]C4 = 0,
[−λ3 cos(λ)−KR sin(λ)]C1+ [λ3 sin(λ)−KR cos(λ)]C2+

[λ3 cosh(λ)−KR sinh(λ)]C3+ [λ3 sinh(λ)+KR cosh(λ)]C4 = 0.

（9）

Ci

λ λ λi (i = 1,2, · · ·)
上述公式是关于 的线性方程组，其具有非零解的唯一条件是其系数行列式为零.其展开后的行列式是关

于 的超越方程，其中 为系统的特征值.用数值法求解此方程可得到系统的各阶特征值 .

从式（9）中我们可以获得

C2 =
D2

D0
C1, C3 =

D3

D0
C1, C4 =

D4

D0
C1, （10）

式中 

D0 = (−R−FGR) sin(λ)+ (1+FG)cos(λ)+
(−2F +R−FGR) sinh(λ)+ (R−GRF +2G)cosh(λ) ,

D2 = − (1+FG) sin(λ)+ (−FGR−R)cos(λ)+
(1−GF +2GR) sinh(λ)+ (−R+GRF −2G)cosh(λ) ,

D3 = (2F −FRG+R) sin(λ)+ (2FR+FG−1)cos(λ)+
(−R−FG2) sinh(λ)+ (1+FG)cosh(λ) ,

D4 = (1−FG−2GR) sin(λ)+ (R−FGR+2G)cos(λ)+
(−1−FG) sinh(λ)+ (R+FGR)cosh(λ) ,

（11）

其中

F =
λ

KBL
, G =

λ3

KL
, R =

λ3

KR
. （12）

因此，一般边界条件下的模态函数可以表示为

ϕ (x) = sin(λx)+
D2

D0
cos(λx)+

D3

D0
sinh(λx)+

D4

D0
cosh(λx). （13）

 

3    非线性振动分析

ϕ (x)使用 Galerkin法对式（4）进行离散，并将式（13）代入到式（4）中.然后在方程的两侧同时乘上 ，并在

[0，L]上积分.我们可以得到

q̈ (t)+ε1q̇ (t)+ε2q (t)−ε3q̇ (t)q(t)2−ε4q(t)3 = 0, （14）

其中 

ε1 =
(EI)*η

w L

0
ϕ jϕ

(4)
i dx+2mfu

w L

0
ϕ jϕ

′
idx+ cd

w L

0
ϕ jϕidx

(mf +mp)
w L

0
ϕ jϕidξ

,

ε2 =
(EI)*

w L

0
ϕ jϕ

(4)
i dx+mu2

w L

0
ϕ jϕ

′′
i dx

(mf +mp)
w L

0
ϕ jϕidx

,

ε3 =
(EA)∗η

2L(mf +mp)
w L

0
ϕ jϕidx

w L

0
ϕ jϕ

′′
i dx

w L

0
ϕ′iϕ
′
idx,

ε4 =
(EA)∗

2L(mf +mp)
w L

0
ϕ jϕidx

w L

0
ϕ jϕ

′′
i dx

w L

0
ϕ′iϕ
′
idx.

（15）

利用 HAM求解式（14），我们令
τ =ϖt, （16）
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q(t) = η(τ). （17）

将式（16）、（17）代入到式（14）中，我们可以得到

ϖη̈(τ)+ϖε1η̇(τ)+ε2η(τ)−ε3η̇(τ)η2(τ)−ε4η
3(τ) = 0, （18）

这里，假设非线性常微分方程的初始解为
η (τ) = a0 cos(τ)+b0 sin(τ) , （19）

a0, b0其中， 为任意常数.

根据式（18），辅助线性算子可以定义为

L
[
ϕ (τ;q)

]
=ϖ2

[
d2ϕ (τ;q)

dt2 +ϕ (τ;q)
]
. （20）

该辅助线性算子的性质为
L (C1 cos(τ)+C2 sin(τ)) = 0, （21）

C1 C2其中， ,  为任意常数.

根据方程（18），非线性辅助算子可以定义为

N f =ϖη̈ (τ)+ϖε1η̇ (τ)+ε2η (τ)−ε3η̇ (τ)η2 (τ)−ε4η
4 (τ). （22）

接着建立零阶形变方程：
(1−q) L

[
ϕ (τ;q)−η0 (τ)

]
= qhN

[
ϕ (τ;q)

]
, （23）

q h其中， 是嵌入参变量， 是非零收敛控制参数.

由文献 [27]可知，使用 HAM求解时，离散残差只依赖于控制参数 h，故在计算时只需要取最优的值，即可

保证计算的精度.在本文中控制参数 h=1[32].
q = 0当 时，方程的解可以表示为
ϕ (τ;0) = η0 (τ)； （24）

q = 1当 时，方程的解可以表示为
ϕ (τ;1) = η (τ). （25）

ϕ (τ;q) η0 (τ) η (τ)

ϕ (τ;q)

ϕ (τ;q)

当嵌入变量 q 从 0到 1时，零阶形变方程的解 从初始猜测解 演变为精确解 .假设对于所有

的情况，零阶形变方程的解都存在，同时假设无穷导数也存在.利用 Taylor定理，将 展开为关于 q 的幂级

数形式.并将展开的幂级数形式的 代入到到零阶形变方程中.然后将 q 的相同次幂的系数令为 0，这样我

们就可以得到以下等式：

ϕ (τ;q) = η0 (τ)+
∞∑

n=1

ηn (τ)qn, （26）

其中

ηn =
1
n!
∂nϕ (τ;q)
∂qn

∣∣∣∣∣
q=0

. （27）

将零阶形变方程对 q 求导 m 次，然后使相同幂的系数为零并除以阶乘 m！.最后令 q=0，用这种方法得到

m 阶变形方程：
L
[
ηm (τ)−χmηm−1 (τ)

]
= c0Rm, （28）

其中

χm =

{
0, m≤1,
1, m > 1,

（29）

Rm =
1

(m−1)!
∂m−1N

[
ϕ (τ;q)

]
∂qm−1

∣∣∣∣∣∣
q=0
=

ϖ2η̈m−1+ϖε1η̇m−1+ε2ηm−1−ϖε3

m−1∑
i=0

η̇i

m−1−i∑
j=0

η jηm−1−i− j−ε4

m−1∑
i=0

ηi

m−1−i∑
j=0

η jηm−1−i− j. （30）
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m = 1当 时，有

ϖ2
[
d2η1 (τ)
dτ2 +η1 (τ)

]
=ϖ2η̈0+ϖε1η̇0+ε2η0−ϖε3η̇0η

2
0−ε4η

3
0. （31）

将方程（19）代入到式（31）中，我们可以得到

ϖ2
[
d2η1 (τ)
dτ2 +η1 (τ)

]
=

(
−a0ϖ+b0ε1ϖ+a0ε2−

1
4

b3
0ε3ϖ−

1
4

a2
0b0ε3ϖ−

3
4
ε4a3

0−
3
4
ε4a0b2

0

)
cos(τ)+(

−b0ϖ−a0ε1ϖ+b0ε2+
1
4

a3
0ε3ϖ+

1
4

a0b2
0ε3ϖ−

3
4

b3
0ε4−

3
4
ε4a2

0b0

)
sin(τ)+

1
4

[ϖε3(a3
0−3a0b2

0)+ε4(b3
0−3a2

0b0)] sin(3τ)−
1
4

[ϖε3(3a2
0b0−b3

0)+ε4(a3
0−3a0b2

0)]cos(3τ). （32）

通过求解等式（32）的微分方程，我们可以得到

η1 = −
1

2ϖ2

(
−a0ϖ+b0ε1ϖ+a0ε2−

1
4

b3
0ε3ϖ−

1
4

a2
0b0ε3ϖ−

3
4
ε4a3

0−
3
4
ε4a0b2

0

)
τcos(τ)+

1
2ϖ2

(
−b0ϖ−a0ε1ϖ+b0ε2+

1
4

a3
0ε3ϖ+

1
4

a0b2
0ε3ϖ−

3
4

b3
0ε4−

3
4
ε4a2

0b0

)
τsin(τ)−

1
32ϖ2 [ϖε3(a3

0−3a0b2
0)+ε4(b3

0−3a2
0b0)] (sin(3τ)+ sin(τ))+

1
32ϖ2 [ϖε3(3a2

0b0−b3
0)+ε4(a3

0−3a0b2
0)] (cos(3τ)+ cos(τ)). （33）

τcos(τ) τsin(τ)为了避免久期项的存在，令公式中的久期项 和 等于 0，我们可以得到
−a0ϖ+b0ε1ϖ+a0ε2−

1
4

b3
0ε3ϖ−

1
4

a2
0b0ε3ϖ−

3
4
ε4a3

0−
3
4
ε4a0b2

0 = 0,

−b0ϖ−a0ε1ϖ+b0ε2+
1
4

a3
0ε3ϖ+

1
4

a0b2
0ε3ϖ−

3
4

b3
0ε4−

3
4
ε4a2

0b0 = 0.
（34）

 

4    数 值 分 析

图 2显示了在不同的幂律指数下，系统的非线性频率随流体流速的变化.从图中可以看出，系统的非线性

频率随着流体流速的增加而降低，直到降至 0.此时，所对应的流体流速是系统失稳的临界流速.同时，系统的

非线性频率随幂律指数的增大而减小.幂律指数从零到无穷大是 FGM从 Si3N4 到 SUS304的变化.幂律指数

不仅改变了非线性频率，而且降低了失稳的临界流速，使系统更容易失稳.从图 3中我们可以看到孔隙率对系

统非线性频率的影响.孔隙的存在将改变输流管道的物理性质.从图中可以看出，系统的非线性频率变化速率

将随着孔隙率的增加而增加.孔隙率越大，系统的非线性频率随流速变化越快.同时孔隙率的增加也会使系统

失稳的临界流速变小.

图 4展示了系统的黏弹性系数对输流管道非线性频率的影响.从图中可以看出，非线性频率随着系统中

黏弹性系数的增加而降低.这是因为系统中考虑了结构阻尼的影响.管道系统不再是保守系统，存在能量损

失.黏弹性系数越大，系统的能量损失越大.黏弹性系数的变化不会影响系统失稳的临界流速，这与 Deng等[33]

在线性控制方程中所得的结论一致.也就是说，在非线性的情况下，黏弹性系数也不会影响系统失稳的临界值.

图 5和图 6分别描述了支撑平移弹簧刚度系数和扭转弹簧刚度系数对系统非线性频率的影响.图 5表

明，系统的非线性频率随着平移弹簧刚度系数的增加而增加，但是平移弹簧刚度系数的增加并没有明显地改

变系统失稳的临界流速.因此在非线性系统中，平移弹簧刚度系数对系统失稳的临界流速的影响很小.故我们

可以近似地认为平移弹簧的刚度系数不会影响系统失稳的临界流速.图 6表明，系统的非线性频率随着扭转

弹簧刚度系数的增加而增加，并且系统的临界流速也随着扭转弹簧刚度系数的增加而增加.
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图 2    不同幂律指数下非线性频率随流速的变化

Fig. 2    Variations of nonlinear natural frequencies with the fluid

velocity under different power law indices
 

 

 
图 3    不同孔隙率下非线性频率随流速的变化

Fig. 3    Variations of nonlinear natural frequencies with the fluid

velocity under different porosities
 

 

 
图 4    不同黏弹性系数下非线性频率随流速的变化

Fig. 4    Variations of nonlinear natural frequencies with the fluid

velocity under different viscoelastic coefficients
 

 

 
图 5    不同支撑平移弹簧刚度下非线性频率随流速的变化

Fig. 5    Variations of nonlinear natural frequencies with the fluid

velocity under different support spring stiffnesses
 

 

 
图 6    不同扭转弹簧刚度下非线性频率随流速的变化

Fig. 6    Variations of nonlinear natural frequencies with the fluid

velocity under different rotating spring stiffnesses
 

 

 
图 7    不同初始振幅下非线性频率随流速的变化

Fig. 7    Variations of nonlinear natural frequencies with the fluid

velocity under different initial amplitudes
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图 7描述了初始振幅对系统非线性频率的影响.从图中可以看出，初始幅值的增加会增加非线性频率，但

初始幅值不会改变系统失稳的临界值.图 8描述了在不同幂律指数下非线性频率随流体密度的变化.随着流

体密度的增加，系统的非线性频率降低.幂律指数的增加会改变系统的刚度，因此系统的非线性频率会随着幂

律指数增加而降低.图 9描述了在不同孔隙率下非线性频率随流体密度的变化.从图 9中我们可以清楚地看

到随着流体密度的增加，系统的非线性频率会减小，同时孔隙率会改变非线性频率的变化速率. 

5    结　　论

基于 HAM，本文研究了广义边界条件下含缺陷的 FGM管道的非线性振动分析.基于 Euler-Bernoulli梁
理论和 von Kármán非线性的影响，应用 Hamilton原理得到运动的非线性偏微分方程，并使用 Galerkin法将偏

微分方程转化为运动的常微分方程.然后，利用 HAM得到非线性振动频率的闭合表达式.根据数值结果，我们

主要得出了以下结论：

1） 平移弹簧刚度系数的增加将增加系统的固有频率，但不会改变系统失稳的临界流速；扭转弹簧刚度系

数的变化不仅会增加系统的固有频率，还会增加失稳的临界流速.

2） 幂律指数、孔隙率和流体密度都会影响系统的非线性频率.

3） 在非线性系统中，黏弹性系数会改变非线性系统的固有频率，但是不会改变系统失稳的临界流速.
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