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摘要：　 针对永磁同步电动机（ＰＭＳＭ）模型引入 Ｇａｕｓｓ 白噪声，根据极坐标变换和随机平均法得到系统 Ｉｔô 随机微

分方程，并计算出系统概率密度函数，通过数值模拟揭示了系统 Ｐ⁃分岔的机理．此外，探讨了系统在双参数空间中

的复杂动力学，仿真结果表明在参数空间中出现了大量的“鱼”形周期区域，并且这些“鱼”形周期区域不可避免地

受到噪声的影响变得紊乱．值得注意的是，从数值模拟结果中发现了一个新的现象，一定的噪声强度下，可以诱导系

统在周期振荡区域内的收敛行为，这也表明了噪声对系统影响的双面性．
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０　 引　 　 言

永磁同步电机（ＰＭＳＭ）是一种新型电机，具有高功率密度、大转矩惯性比、小体积等特点，广泛应用于船

舶、航天、新能源汽车等领域．其模型作为典型的非线性系统，最早由 Ｈｅｍａｔｉ 等［１⁃２］于 ２０ 世纪 ９０ 年代提出，后
经发展逐渐完善．我国学者对其及相关转子系统进行了深入的研究．文献［３］运用非线性动力学理论和方法

分析了永磁同步电机系统在特定参数变化下的混沌和分岔．文献［４］以永磁同步电机的数学模型为基础，根
据中心流形定理进行降维简化处理，讨论了永磁同步电机模型的 Ｈｏｐｆ 分岔问题．唐传胜等［５］ 提出了一种考

虑不确定参数混沌系统的改进控制器，并进行了数值仿真，模拟结果表明改进的控制器有更强的鲁棒性．文
献［６］通过 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数图、Ｐｏｉｎｃａｒｅ 截面、相轨迹，研究了各种参数变化下系统的分岔及混沌控制．文献［７⁃
８］基于 ＧＰＵ 计算，探究了多参数变化下的旋转机械系统的动力学行为，发现了一些有趣的分岔结构．永磁同

步电机模型是一个典型的强非线性动力系统模型，大量的研究工作是基于确定的理论展开的，除了确定的永

磁同步电机系统的非线性动力学分析外，一些文献在永磁同步电动机模型中引入扰动项．文献［９］运用非线

性动力学理论分析了正弦扰动项下非均匀气隙的永磁同步电机模型的稳定性．文献［１０］利用根据包映射有

向图法分析了噪声干扰下永磁同步风力发电机的随机分岔，通过数值模拟得到了整体结构的演化规律．
许多研究表明，任何动力系统都无法避免外界干扰，而普遍存在的随机噪声会对系统产生双重影响：一

方面，随机噪声可以促进系统进入理想状态，如随机共振［１１⁃１３］、神经元脉冲放电和网络同步；另一方面，噪声

会干扰动态系统的周期振荡行为，引起混沌．在实际应用中，这种影响广泛存在于生物工程、机械工程等多领

域．文献［１４］研究了 Ｍａｒｋｏｖ 状态切换和白噪声扰动下的一类具有 Ｇｉｌｐｉｎ⁃Ａｙａｌａ 增长的随机捕食⁃食饵模型的

动力学行为，得到了系统随机持久和灭绝的阈值，并根据数值模拟验证了结论的有效性．文献［１５］对网络传

染病模型引入白噪声，通过随机动力系统理论，得到了随机灭绝和持久的条件，由数值模拟验证了理论结果．
文献［１６⁃１７］通过随机动力学理论介绍了随机噪声激励下调速器系统的随机稳定性，并由数值模拟，探究了

系统在双参数空间中的复杂动力学行为．文献［１８］建立了色噪声激励下的水轮机调节系统，探究了系统的随

机分岔，并通过数值模拟验证．文献［１９］讨论了眼动系统在 Ｇａｕｓｓ 白噪声激励下的随机分岔，噪声强度和抑

制性神经元的作用强度都能诱导产生随机 Ｐ 分岔现象．在实际工作中，永磁同步电动机系统也不可避免地受

到外部环境和内部传动系统的影响，例如温度起伏、磁场变换［２０］、阻尼改变等．这些影响因素可能会对内部

机理起到消极作用，将这些影响因素视作随机噪声更接近实际情况［２１］ ．由此，本文建立了 Ｇａｕｓｓ 白噪声激励

的永磁同步电动机模型，进行了随机噪声激励下的分岔分析，从而为其平稳运行增加鲁棒性提供了理论意义．
本文的主要结构如下：第 １ 节将 Ｇａｕｓｓ 白噪声引入永磁同步电机系统，通过极坐标变换和随机平均法得

到 Ｉｔô 随机微分方程；在第 ２ 节中，通过计算推导得到了系统概率密度函数，并进行了数值模拟，随着噪声强

度的增加，系统在概率密度函数的演化过程中出现 Ｐ⁃分岔；第 ３ 节在双参数空间中探究了引入噪声前后系

统的复杂动力学特性；第 ４ 节总结了噪声对永磁同步电动机系统的影响，其结果有助于研究该电机系统的平

稳运行．

１　 模 型 处 理

以电流 ｉｄ，ｉｑ 及转子角速度 ω 为变量的永磁同步电动机模型为
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其中，参数 Ｌｄ，Ｌｑ 表示 ｄ⁃ｑ轴电感；Ｒ１ 为定子绕组；ＴＬ 为负载转矩；ψｒ 为永磁磁通；β为阻尼系数；Ｐ为极对数；
Ｊ 为转动惯量；ｕｄ，ｕｑ 表示定子 ｄ⁃ｑ 轴电压．
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考虑一般情形，交直轴电感近似相等 Ｌｄ ＝ Ｌｑ ＝ Ｌ， 此时模型（１）进一步变为
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考虑系统（１）′容易受随机因素影响变得不稳定，对其引入 Ｇａｕｓｓ 白噪声 ξ（ ｔ） 得到随机微分方程为
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其中 Ｅ∗（ ｉ∗ｄ ，ｉ∗ｑ ，ω∗） 为系统（２）的非负平衡点； Ｄ 为噪声强度．令 ｘ ＝ ｉ
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ｑ － ｉ∗ｑ ，ｚ ＝ ω－ － ω∗， 模型

（２）转化为

　 　

ｘ ＝ － ｘ ＋ ω∗ｙ ＋ ｉ∗ｑ ｚ ＋ ｙｚ － ｉ∗ｄ ＋ ω∗ ｉ∗ｑ ＋ Ｕｄ ＋ Ｄｘξ（ ｔ），

ｙ ＝ － ｙ － ω∗ｘ － （γ ＋ ｉ∗ｄ ） ｚ － ｘｚ － ｉ∗ｑ － ω∗ ｉ∗ｄ ＋ γω∗ ＋ Ｕｑ ＋ Ｄｙξ（ ｔ），

ｚ ＝ σ（ｙ － ｚ） ＋ σｉ∗ｑ － σω∗ － Ｔｍ ＋ Ｄｚξ（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

因此，方程（３）在 Ｅ（０，０，０） 处的稳定性等价于方程（２）在平衡点 Ｅ∗（ ｉ∗ｄ ，ｉ∗ｑ ，ω∗） 的稳定性，假设系统（３）的
特征方程为 λ ３ ＋ ａλ ２ ＋ ｂλ ＋ ｃ ＝ ０，其中 ａ ＝ σ ＋ ２，ｂ ＝ σｉ∗ｄ － σγ ＋ ω∗２ ＋ ２σ ＋ １，ｃ ＝ σ（ ｉ∗ｄ － γ ＋ ω∗２ ＋ ω∗ ｉ∗ｑ
＋ １） ．记 ｂ０ ＝ ｃ ／ ａ， ｂ ＝ ｂ０ － （ε（ａ ＋ ２ε） ２ ＋ ｂ０） ／ （ａ ＋ ２ε）， 特征方程的解为 λ １，２ ＝ ε ± ｃ ／ （ａ ＋ ２ε） － ε ２ ｉ，

λ ３ ＝ － Ａ － ２ε ．当 ε → ０ 时， λ １，２ ＝ ± ｂ ｉ，λ ３ ＝ － ａ， 原点退化为临界焦点，系统（３）具有局部不变流行性质．
令

　 　
ｘ
ｙ
ｚ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
＝

１ ０ １
Ｍ２１ Ｍ２２ Ｍ２３

Ｍ３１ Ｍ３２ ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

φ
η
ζ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，
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其中

　 　 Ｍ２１ ＝

ε
２

－ ｃ
ａ ＋ ε

１ ＋ ε － ｃ
ａ ＋ ε

， Ｍ２２ ＝
－ ｃ
ａ ＋ ε

－ ε ２

４

１ ＋ ε － ｃ
ａ ＋ ε

， Ｍ２３ ＝ ａ ＋ ε
－ ａ － ε ＋ １

，

　 　 Ｍ３１ ＝
－ ｃ
ａ ＋ ε

ε
２

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ＋ ε － ｃ
ａ ＋ ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｃ

ａ ＋ ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

， Ｍ３２ ＝

ｃ
ａ ＋ ε

－ ｃ
ａ ＋ ε

－ ε ２

４

１ ＋ ε － ｃ
ａ ＋ ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｃ

ａ ＋ ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

．

方程（３）可化为

　 　

ｄφ
ｄｔ

＝ εφ － ｃ ／ （ａ ＋ ２ε） － ε ２ η ＋ ａ１φ２ ＋ ａ２φη ＋ ａ３φζ ＋ ａ４η ２ ＋ ａ５ηζ ＋ Ｄφξ（ ｔ），

ｄη
ｄｔ

＝ ｃ ／ （ａ ＋ ２ε） － ε ２ φ ＋ εη ＋ ｂ１φ２ ＋ ｂ２φη ＋ ｂ３φζ ＋ ｂ４η ２ ＋ ｂ５ηζ ＋ Ｄηξ（ ｔ），

ｄζ
ｄｔ

＝ － （ａ ＋ ２ε）ζ ＋ ｃ１φ２ ＋ ｃ２φη ＋ ｃ３φζ ＋ ｃ４η ２ ＋ ｃ５ηζ ＋ Ｄζξ（ ｔ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（４）

其中

　 　 ａ１ ＝
（１ － Ｍ２１Ｍ２３）Ｍ３１Ｍ３２

Ｎ
， ａ２ ＝

（１ － Ｍ２１Ｍ２３Ｍ２
３２） － Ｍ２２Ｍ２３Ｍ３１Ｍ３２

Ｎ
，

　 　 ａ３ ＝
（１ － Ｍ２

２３）Ｍ３１Ｍ３２

Ｎ
， ａ４ ＝

－ Ｍ２３Ｍ２２Ｍ２
３２

Ｎ
， ａ５ ＝

（１ － Ｍ２３Ｍ３２）Ｍ２３Ｍ３２

Ｎ
，

　 　 ｂ１ ＝
（Ｍ２３Ｍ２１ － １）Ｍ２

３１

Ｎ
， ｂ２ ＝

（Ｍ２１Ｍ２３ － １）Ｍ３１Ｍ３２ ＋ Ｍ２２Ｍ２３Ｍ２
３１

Ｎ
，

　 　 ｂ３ ＝
（Ｍ２

２３ － １）Ｍ２
３１

Ｎ
， ｂ４ ＝

Ｍ２２Ｍ２３Ｍ３１Ｍ３２

Ｎ
， ｂ５ ＝

（Ｍ２
２３ － １）Ｍ３１Ｍ３２

Ｎ
，

　 　 ｃ１ ＝
ＭＭ２１Ｍ３１ － Ｍ３１Ｍ３２

Ｎ
， ｃ２ ＝

Ｍ（Ｍ２１Ｍ３２ ＋ Ｍ２２Ｍ３１） － Ｍ２
３２

Ｎ
，

　 　 ｃ３ ＝
ＭＭ２３Ｍ３１ － Ｍ３１Ｍ３２

Ｎ
， ｃ４ ＝

ＭＭ２２Ｍ３２

Ｎ
， ｃ５ ＝

ＭＭ２３Ｍ３２ － Ｍ２
３２

Ｎ
，

　 　 Ｍ ＝ Ｍ２１Ｍ３２ － Ｍ２２Ｍ３１， Ｎ ＝ Ｍ２１Ｍ３２ － Ｍ２２Ｍ３１ － Ｍ２３Ｍ３２ ．
此时系统具有局部不变流行：

　 　 ｗｃ
ｌｏｃ（Ο） ＝ { （φ，η，ζ） ζ ＝ ｈ（φ，η）， φ ＋ η ≤ １，ｈ（０，０） ＝ ∂ｈφ（０，０） ＝ ∂ｈη（０，０） ＝ ０ } ．

可对方程（４）降维得

　 　

ｄφ
ｄｔ

＝ εφ － ｃ ／ （ａ ＋ ２ε） － ε ２ η ＋ ａ１φ２ ＋ ａ２φη ＋ ａ３φｈ ＋ ａ４η ２ ＋ ａ５ηｈ ＋ Ｄφξ（ ｔ），

ｄη
ｄｔ

＝ ｃ ／ （ａ ＋ ２ε） － ε ２ φ ＋ εη ＋ ｂ１φ２ ＋ ｂ２φη ＋ ｂ３φｈ ＋ ｂ４η ２ ＋ ｂ５ηｈ ＋ Ｄηξ（ ｔ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（５）

ζ 的全微分方程为 ｄζ ／ ｄｔ ＝ ∂ｈφ·ｄφ ／ ｄｔ ＋ ∂ｈη·ｄη ／ ｄｔ ．
接下来，我们可以得到

　 　 ∂ｈφ（εφ － ｃ ／ （ａ ＋ ２ε） － ε ２ η ＋ ａ１φ２ ＋ ａ２φη ＋ ａ３φｈ ＋ ａ４η ２ ＋ ａ５ηｈ ＋ Ｄφξ（ ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∂ｈη（ ｃ ／ （ａ ＋ ε） － ε ２ φ ＋ εη ＋ ｂ１φ２ ＋ ｂ２φη ＋ ｂ３φｈ ＋ ｂ４η ２ ＋ ｂ５ηｈ ＋ Ｄηξ（ ｔ）） ＝
　 　 　 　 － （ａ ＋ ε）ｈ ＋ ｃ１φ２ ＋ ｃ２φη ＋ ｃ３φｈ ＋ ｃ４η ２ ＋ ｃ５ηｈ ＋ Ｄｈξ（ ｔ）， （６）

且 ｈ（φ，η） 的逼近式为
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　 　 ｈ（φ，η） ＝ ｈ１φ２ ＋ ｈ２φη ＋ ｈ３φＤξ（ ｔ） ＋ ｈ４η ２ ＋ ｈ５ηＤξ（ ｔ） ＋ … ． （７）
将式（７）代入方程（６），合并同幂数项 ξ ｉ

１η ｊ
１（ ｉ ＋ ｊ ≥ ２） 得

　 　 ｈ１ ＝
ａ２ｃ１ ＋ ２ｂ（ｃ１ ＋ ｃ４） － ａ ｂ ｃ２

ａ（ａ２ ＋ ４ｂ）
， ｈ２ ＝

２ ｂ ｃ１ ＋ ａｃ２ － ２ａｃ４
ａ２ ＋ ４ｂ

，

　 　 ｈ３ ＝ ０， ｈ４ ＝
ａ２ｃ４ ＋ ２ｂ（ｃ１ ＋ ｃ４） ＋ ａ ｂ ｃ２

ａ（ａ２ ＋ ４ｂ）
， ｈ５ ＝ ０．

一定的误差范围内，系统（５）可变为

　 　

ｄφ
ｄｔ

＝ － ｂ η ＋ ａ１φ２ ＋ ａ２φη ＋ ａ３ｈ２
１φ３ ＋ ａ４η ２ ＋

　 　 （ａ３ｈ２ ＋ ａ５ｈ１）φ２η ＋ （ａ３ｈ４ ＋ ａ５ｈ２）φη ２ ＋ ａ５ｈ４η ３ ＋ Ｄφξ（ ｔ），
ｄη
ｄｔ

＝ ｂ φ ＋ ｂ１φ２ ＋ ｂ２φη ＋ ｂ３ｈ２
１φ３ ＋ ｂ４η ２ ＋ （ｂ３ｈ２ ＋ ｂ５ｈ１）φ２η ＋

　 　 （ｂ３ｈ４ ＋ ｂ５ｈ２）φη ２ ＋ ａ５ｈ４η ３ ＋ Ｄηξ（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（８）

令 φ ＝ ｒｃｏｓ θ，η ＝ ｒｓｉｎ θ ， 经过极坐标变换，系统（８）可变为

　 　

ｄｒ
ｄｔ

＝ ｃｏｓ θ ｄφ
ｄｔ

＋ ｓｉｎ θ ｄη
ｄｔ

＝ ｆ１（ ｒ，θ，ξ（ ｔ）），

ｄθ
ｄｔ

＝ － ｓｉｎ θ
ｒ

ｄφ
ｄｔ

＋ ｃｏｓ θ
ｒ

ｄη
ｄｔ

＝ ｆ２（ ｒ，θ，ξ（ ｔ）），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

其中

　 　 ｆ１（ ｒ，θ，ξ（ ｔ）） ＝ ａ１ｒ２ｃｏｓ３θ ＋ ｂ４ｒ２ｓｉｎ３θ ＋ （ａ２ ＋ ｂ１） ｒ２ｃｏｓ２θｓｉｎ θ ＋ ａ３ｈ１ｒ３ｃｏｓ４θ ＋
　 　 　 　 （ａ３ｈ２ ＋ ａ５ｈ１） ｒ３ｃｏｓ３θｓｉｎ θ ＋ （ａ３ｈ４ ＋ ａ５ｈ２ ＋ ｂ３ｈ２ ＋ ｂ５ｈ１） ｒ３ｃｏｓ２θｓｉｎ２θ ＋
　 　 　 　 （ａ５ｈ４ ＋ ｂ３ｈ４ ＋ ｂ５ｈ２） ｒ３ｃｏｓ θｓｉｎ３θ ＋ （ｂ２ ＋ ａ４） ｒ２ｃｏｓ θｓｉｎ２θ ＋
　 　 　 　 ｂ３ｈ１ｒ３ｃｏｓ３θｓｉｎ θ ＋ ｂ５ｈ４ｒ３ｓｉｎ４θ ＋ Ｄｒｃｏｓ θ·ξ（ ｔ），

　 　 ｆ２（ ｒ，θ，ξ（ ｔ）） ＝ ｂ ＋ ｂ１ｒｃｏｓ３θ － ａ４ｒｓｉｎ３θ ＋ （ｂ２ － ａ１） ｒｃｏｓ２θｓｉｎ θ ＋ ｂ３ｈ１ｒ２ｃｏｓ４θ ＋
　 　 　 　 ｂ３ｈ２ｒ２ｃｏｓ３θｓｉｎ θ ＋ （ｂ３ｈ４ ＋ ｂ５ｈ２ － ａ３ｈ２ － ａ５ｈ１） ｒ２ｃｏｓ２θｓｉｎ２θ ＋
　 　 　 　 （ｂ４ － ａ２） ｒｃｏｓ θｓｉｎ２θ ＋ （ｂ５ｈ１ － ａ３ｈ１） ｒ２ ＋ （ｂ５ｈ１ － ａ３ｈ１） ｒ２ｃｏｓ３θｓｉｎ θ ＋
　 　 　 　 ｃｏｓ３θｓｉｎ θ ＋ （ｂ５ｈ４ － ａ３ｈ４ － ａ５ｈ２） ｒ２ｃｏｓ θｓｉｎ３θ － ａ５ｈ４ｒ２ｓｉｎ４θ ＋ Ｄｒｓｉｎ θ·ξ（ ｔ） ．
已知反应 { ｒ（ ｔ），θ（ ｔ） } 弱收敛于二维 Ｍａｒｋｏｖ 过程，根据随机平均法，方程（９）的 Ｉｔô 微分方程如下：

　 　
ｄｒ ＝

ｖ１
８

ｒ ＋
ｖ２
８

ｒ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ ＋

ｖ３
８

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｄｗ（ ｔ），

ｄθ ＝ ｂ ＋
ｖ４
８

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ ＋ （ｖ５ｒ） １ ／ ２ｄｗ（ ｔ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１０）

其中 ｗ（ ｔ） 为标准 Ｗｉｅｎｅｒ 过程［２２］， ｄｔ 和 ｄｗ 分别为漂移系数和扩散系数，且
　 　 ｖ１ ＝ ８Ｄ２， ｖ２ ＝ ３ａ３ｈ１ ＋ ａ３ｈ４ ＋ ａ５ｈ２ ＋ ｂ３ｈ２ ＋ ｂ５ｈ１ ＋ ３ｂ５ｈ４， ｖ３ ＝ ８Ｄ２，
　 　 ｖ４ ＝ ３ｂ３ｈ１ ＋ ｂ３ｈ４ ＋ ｂ５ｈ２ － ａ３ｈ２ － ａ５ｈ１ － ３ａ５ｈ４， ｖ５ ＝ Ｄ２ ／ ２ ．

基于扩散矩阵，可得到一维的 Ｍａｒｋｏｖ 过程的平均振幅 ｒ（ ｔ）：

　 　 ｄｒ ＝
ｖ１
８

ｒ ＋
ｖ２
８

ｒ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ ＋

ｖ３
８

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｄｗ（ ｔ） ． （１１）

２　 Ｐ⁃分岔

当平稳概率密度的性态发生变化时，系统将会发生 Ｐ⁃分岔，所以我们通过平稳概率密度函数研究 Ｐ⁃分
岔．根据 Ｉｔô 微分方程（１１），得到相应的 ＦＰＫ 方程如下：
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　 　 ∂ｐ
∂ｔ

＝ － ∂
∂ｒ

ｖ１
８

ｒ －
ｖ３
２ｖ２

ｒ － ｒ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ（ ｒ）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
－

ｖ３
２ｖ２

∂２

∂ｒ２
［ ｒ２ｐ（ ｒ）］ ． （１２）

方程（１２）的初始条件为 ｖ２ ＝ ０，ｐ（ ｒ，ｔ ｜ ｒ０，ｔ０） → δ（ ｒ － ｒ０），ｔ→ ｔ０，其中 ｐ（ ｒ，ｔ ｜ ｒ０，ｔ０） 是扩散过程 ｒ（ ｔ） 的

转移概率密度，令∂ｐ
∂ｔ

＝ ０， 方程（１２）的退化解为

　 　 ｐ（ ｒ） ＝
ｅｘｐ

ｒ２ｖ２
ｖ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ －１－ｖ１ｖ２ ／ （４ｖ３）

Γ －
ｖ１ｖ２
８ｖ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｖ２
ｖ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｖ１ｖ２ ／ （８ｖ３）
． （１３）

系统反应过程 （φ（ ｔ），η（ ｔ））， 且 ｒ（ ｔ） ＝ φ２（ ｔ） ＋ η ２（ ｔ） ， 则有联合概率密度函数

　 　 ｐ（φ，η） ＝
ｅｘｐ

（φ２ ＋ η ２）ｖ２
ｖ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú φ２ ＋ η ２ －１－ｖ１ｖ２ ／ （４ｖ３）

Γ －
ｖ１ｖ２
８ｖ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｖ２
ｖ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｖ１ｖ２ ／ （８ｖ３）
． （１４）

设置一组参数：
　 　 Ｌｄ ＝ Ｌｑ ＝ Ｌ ＝ １２ ｍＨ， Ｒ１ ＝ ０．８４ Ω， ψ ｒ ＝ ０．８ Ｗｂ， Ｐ ＝ ３， Ｊ ＝ １０ －５ ｋｇ·ｍ２，
　 　 β ＝ ０．０１７ ５ Ｎ·ｍ·ｓ， ＴＬ ＝ ０．２５ Ｎ·ｍ， ｕｄ ＝ １３．２ Ｖ， ｕｑ ＝ ４５ Ｖ ．

讨论噪声强度 Ｄ 对系统分岔的影响，其仿真图像见图 １．

（ａ） Ｄ ＝ ０．１ （ｂ） 图 １（ａ）俯视图

（ｂ） Ｔｈｅ ｔｏｐ ｖｉｅｗ ｏｆ ｆｉｇ． １（ａ）

（ｃ） Ｄ ＝ ０．２ （ｄ） 图 １（ｃ）俯视图

（ｄ） Ｔｈｅ ｔｏｐ ｖｉｅｗ ｏｆ ｆｉｇ． １（ｃ）
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（ｅ） Ｄ ＝ ０．３ （ｆ） 图 １（ｅ）俯视图

（ｆ） Ｔｈｅ ｔｏｐ ｖｉｅｗ ｏｆ ｆｉｇ． １（ｅ）
图 １　 随噪声强度 Ｄ 变化的联合概率密度图及其俯视图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｊｏｉｎｔ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｎｏｉｓｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ Ｄ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

从图 １（ａ）可以看出，当噪声强度 Ｄ ＝ ０．１ 时，联合概率密度函数为单峰形状，函数 ｐ（φ，η） 的最高点为

固定值，表明系统可能不绝对趋于平衡位置，但有较大概率收敛到平衡位置．图 １（ｂ）为图 １（ａ）的俯视图，整
体呈圆环状，最内环的红色区域对应图 １（ａ）最高区域为有限值．如图 １（ｃ）所示，当噪声强度 Ｄ ＝ ０．２ 时，联合

概率密度函数高度下降、宽度增加，形状由单峰变为火山口，与图 １（ａ）相比，此时系统（１１）的性态发生了改

变，即系统发生 Ｐ⁃分岔，在这种情形下，系统的广义变量 φ 和 η 可能不为零，系统变得不稳定．图 １（ｄ）为图 １
（ｃ）的俯视图，俯视图中最内环红色区域对应值减小，圆环整体扩大，很形象地说明了函数 ｐ（φ，η） 的变化

趋势．当噪声强度 Ｄ ＝ ０．３ 时，联合概率密度及俯视图分别如图 １（ｅ）、１（ｆ）所示，函数 ｐ（φ，η） 这种变化趋势

更加明显，这也意味着系统的广义变量 φ 和 η 都可能增大，系统（１１）变得更加不稳定．

图 ２　 不同噪声强度 Ｄ 下的平稳概率密度图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｎｏｉｓｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ Ｄ

噪声强度 Ｄ分别为 ０．２， ０．３， ０．４ 和 ０．５ 时，平稳概率密度函数如图 ２ 所示．根据图 ２ 可以看出，随着噪声

强度 Ｄ 的不断增大，概率密度函数的顶点减小，函数形状趋于平缓，变化趋势与联合概率函数的变化趋势形

成对应，这也表明系统性态改变愈发明显．另外，在系统发生 Ｐ⁃分岔时，概率密度函数图形由单峰变为双峰，
此时广义变量 φ 和 η 的收敛解的变化，一定程度上可反应系统（１）变量的收敛情况，如角速度 ω 变化反馈到

永磁同步电动机实际运行中，可能是平稳转动状态到异常转动状态的临界点，概率密度函数趋于平缓的过程

中，方程（１１）解变得发散．在实际运行中，永磁同步电动机可能会发生转速不稳定的现象．
为进一步探讨噪声强度的影响，除对概率密度函数分析外，我们还对系统进行动力学行为分析．固定无

量纲化参数 γ ＝ １３０，Ｕｄ ＝ ３，Ｕｑ ＝ １０，Ｔｍ ＝ ５， 选取 σ 作为分岔参数，讨论不同噪声强度值下变量 ｘ 的分岔如

图 ３ 所示．从图 ３（ａ）中可以看出，在未引入噪声前，系统（３）在区间 σ ∈ ［１０，２４．１８］ 范围内表现出伴随混沌
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的加周期分岔行为， 其中区间［１６．７５，１７．１４］和［２１．１１，２１．５４］分别为 ２ 周期和 ３ 周期窗口， 当参数 σ 大于

２４．１８ 时，系统从周期 ６→周期 １２→周期 ６→周期 ３．当噪声强度 Ｄ ＝ ０．１ 时，相较于图 ３（ａ），图 ３（ｂ）中周期窗

口由稳定状态变为轻微振荡，随着噪声强度 Ｄ 的增加，这种不稳定性进一步增强．由图 ３（ｃ）和图 ３（ｄ）可以

看出，系统几乎变成完全混沌状态，这证实了上述结论的有效性．

（ａ） Ｄ ＝ ０ （ｂ） Ｄ ＝ ０．１

（ｃ） Ｄ ＝ ０．３ （ｄ） Ｄ ＝ ０．５
图 ３　 不同噪声强度 Ｄ 下的系统分岔图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｎｏｉｓｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ Ｄ

３　 双参数分岔

永磁同步电动机系统在运行过程中可能会受到随机因素的干扰，这些干扰可能导致两个甚至多个参数

同时发生变化．所以对系统（３）在双参数空间中研究分岔结构更具有参考意义．本节保持参数值不变，采用四

阶随机 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 算法进行数值模拟，用 ５００×５００ 相同距离点覆盖，如图 ４ 所示．图中的图例颜色栏标记了

不同数字，代表不同的振荡状态，左图图例表示周期数，右图图例表示 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数．另外，在图 ４（ａ）和 ４
（ｂ）的左图中，白色区域表示周期数大于 １９ 的周期振荡状态或混沌状态．

（ａ） σ ∈ ［１０，３０］， Ｕｄ ∈ ［ － ５，８０］
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（ｂ） σ ∈ ［１５，３５］， Ｕｑ ∈ ［ － ５，３０］

图 ４　 不同参数平面上的分岔图（左）和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数图（右）
Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ（ｌｅｆｔ） ａｎｄ ｔｈｅ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｄｉａｇｒａｍ （ｒｉｇｈｔ） ｉｎ ｐｌａｎｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

图 ４（ａ）左图为系统（３）变量 ｘ 在参数 σ ∈ ［１０，３０］，Ｕｄ ∈ ［ － ５，８０］ 平面上的分岔图，如图所示右上方

黄色区域为稳定态区域，首先通过 Ｈｏｐｆ 分岔生成 １ 周期吸引子，并由倍周期分岔进入广泛的白色振荡区域．
由于仿真精度所限，无法确定该振荡区域是拟周期振荡态或是混沌态，我们的思路是计算对应的最大 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ 指数值［２３］ ．图 ４（ａ）右图为左图分岔结构对应的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数，其中绿色区域为最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指

数值远小于零的稳定态，黄色区域表示最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数值在区间 ［ － ０．００１，０．００１］ 周期振荡状态，红色区

域为混沌态．对图 ４（ａ）综合分析，在参数平面上右上方稳定态经倍周期分岔最终进入混沌状态，值得关注的

是，混沌区域内镶嵌了一些“鱼”形周期区域，且它们呈分形结构．参数 σ ∈ ［１５，３５］，Ｕｑ ∈ ［ － ５，３０］ 平面上

系统分岔图与其最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数图见图 ４（ｂ）．周期振荡区域通过倍周期分岔方式进入混沌区域，类似地，
混沌区域镶嵌着很多 “鱼”形周期区域．

我们接下来讨论噪声激励对分岔的影响，参数 σ ∈［１０，３０］，Ｕｄ ∈［ － ５，８０］ 平面上不同噪声强度 Ｄ 下

的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数图见图 ５．图 ５（ａ）、５（ｂ）分别为噪声强度 Ｄ ＝ ０ 和 Ｄ ＝ １０ －８ 时的情形．对比两图可以看

出，最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数的值没有发生显著改变，则系统对低强度白噪声具有一定的抗干扰性．如图 ５（ｃ）所
示，当噪声强度为 Ｄ ＝ １０ －６ 时，“鱼”形周期区域受到侵蚀尾部演变为混沌态，有趣的是，“鱼”形结构的头部

却保持原本特征，这说明“鱼”形结构不同区域鲁棒性也有差异．如图 ５（ｄ）所示，当噪声强度为 Ｄ ＝ １０ －４ 时，
这种演化趋势更加明显，“鱼”形周期区域几乎完全变为混沌态．此外，对比观察图 ５ 发现，大范围黄色“带”
状周期振荡区域并未发生明显收缩，这说明在不同周期振荡区域，抗干扰性也不同．值得注意的是，图 ５（ｄ）
中部分黄色周期振荡区域变为绿色收敛状态，这也说明了噪声对系统影响的两面性．它不仅可以破坏“鱼”形
周期振荡区域，使其混沌态，还可以使周期振荡区域转变为收敛态．从上面的分析可以看出，噪声对系统的周

期振荡区域有显著的影响，但通过优化参数也可诱导周期振荡区域产生收敛振荡行为．

（ａ） Ｄ ＝ ０ （ｂ） Ｄ ＝ １ × １０ －８
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（ｃ） Ｄ ＝ １ × １０ －６ （ｄ） Ｄ ＝ １ × １０ －４

图 ５　 随噪声强度 Ｄ 变化的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｌａｒｇｅｓｔ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｄｉａｇｒａｍ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｉｓｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ

４　 结　 　 论

本文研究了永磁同步电动机系统在 Ｇａｕｓｓ 白噪声扰动下的分岔问题，根据数值模拟结果，随着噪声强度

Ｄ 的不断增大，联合概率密度函数由单峰状变为火山口形状，即系统发生 Ｐ⁃分岔．同时平稳概率密度函数顶

点降低坡度变缓，这也说明系统稳定性的改变．对永磁同步电机系统进一步研究发现：它在双参数空间中具

有分形结构的“鱼”形周期区域，大量数值模拟结果证实了白噪声强度对该周期区域的边界具有更强的侵蚀

作用．值得注意的是，大范围黄色“带”状的周期区域对白噪声却表现为很强的鲁棒性，特别地，白噪声能够诱

导周期振荡使其产生收敛的振荡行为．此外，这些研究方法可以直接应用到白噪声对其他系统的相关研究

中，以便其与本文所得出的结论进行对比．
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