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摘要：　 该文讨论了对边简支十次对称二维准晶中厚板弹性问题的辛方法．将十次对称二维准晶弹性理论基本方程

转化为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程，采用分离变量方法，获得了相应 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵的辛特征值及辛特征函数系．证明了

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵的辛特征函数系在 Ｃａｕｃｈｙ 主值意义下的完备性，在此基础上，基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的辛特征函数

展开，给出了十次对称二维准晶板弯曲问题的解析表达式．

关　 键　 词：　 十次对称二维准晶；　 辛方法；　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程；　 完备性
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０　 引　 　 言

自 Ｓｈｅｃｈｔｍａｎ 等［１］在 １９８４ 年首次发现准晶体之后，人们对准晶的电子结构、光学、磁性、热和弹性理论

进行了大量研究［２］ ．准晶体是具有准周期原子排列和旋转对称性的新的固体结构．准晶中有两种不同类型的

低频元激发，即声子场和相位子场．
近年来，一些定量描述和分析准晶弹性理论的数学方法也得到了很大发展，并取得了一系列有价值的结

果．Ｆａｎ［３］和他的团队发展了经典弹性理论中的消元法，将复杂的准晶弹性方程简化为一个或几个高阶偏微

分方程，然后通过 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换法或复变函数法求解．此外，广义摄动方法［４］、Ｇｒｅｅｎ 函数方法［５］、积分变换

法［６］、复变函数法［７⁃８］、半逆解法［９］、势理论方法［１０］和 Ｓｔｒｏｈ 形式法［１１］ 也成功地被推广和应用到准晶弹性理

论问题的研究中．
辛方法由钟万勰［１２］在 ２０ 世纪 ９０ 年代提出，用于求解弹性板和梁等问题．该方法的主要特点是求解过

程在具有对偶变量的辛空间中进行，而不是在具有一种变量的 Ｅｕｃｌｉｄ 空间中进行．在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的框架

内，可以通过变量分离和辛特征函数展开的方法获得所考虑问题的精确解，而无需对解形式进行任何先验假

设，这显示了辛方法的独特优势．辛方法理论基础是无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子特征函数系的完备性，Ａｌａｔａｎｃａｎｇ
等［１３⁃１４］在该领域取得了一些成果．目前，辛方法已应用于各种研究领域，如弹性［１５⁃１８］、黏弹性［１９⁃２０］、纳米力

学［２１⁃２２］、断裂力学［２３］、压电［２４⁃２５］、功能梯度效应［２６］、波传播［２７］ 等．Ｚｈｏｕ 等［２８］ 研究了有限尺寸一维六方压电

准晶双材料中 Ｖ 形界面缺口的Ⅲ型断裂行为．Ｙａｎｇ 等［２９］ 分析了具有复杂结构的压电石英晶体的Ⅲ型断裂

行为．Ｗａｎｇ 等［３０⁃３１］研究了二维准晶的平面弹性问题．Ｑｉａｏ 等［３２］将辛方法推广到八次对称二维准晶的平面弹

性问题．
本文首次研究了十次对称二维准晶中厚板问题的辛方法及其数学理论基础．通过引入适当的状态函数，

将十次对称二维准晶中厚板弹性的位移平衡方程转化为一组由一阶常微分方程组成的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程，
并给出了相应 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵的特征值．基于辛特征函数系的完备性定理，得到了给定边界条件下二维十

次对称准晶中厚板弯曲问题弹性场的解析表达式，并与已有结论进行了比较．

１　 十次对称二维准晶板弯曲问题的基本方程

假设 ｚ 方向为十次对称二维准晶周期方向， ｘｏｙ 平面是准周期平面．对于十次对称二维准晶，由准晶弹性

理论［３］，有变形的几何方程
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不考虑体力情况下的平衡方程
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其中 Ｃ６６ ＝ （Ｃ１１ － Ｃ１２） ／ ２；σｉｊ（σｉｊ ＝ σ ｊｉ），εｉｊ（εｉｊ ＝ ε ｊｉ），ｕｉ 和 Ｃ ｉｊ 分别是声子场的应力、应变、位移和弹性常数；
Ｈｉｊ（Ｈｉｊ ≠Ｈ ｊｉ），ｗ ｉｊ（ｗ ｉｊ ≠ｗ ｊｉ），ｗ ｉ 和 Ｋ ｉ 是相位子场的应力、应变、位移和弹性常数； Ｒ 是声子场和相位子场的耦

合弹性常数．这里记 （ｘ，ｙ，ｚ） ＝ （ｘ１，ｘ２，ｘ３） ．
基于 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板理论，关于十次对称二维准晶板弯曲问题假设如下［３３］：

　 　
ｕｘ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ － ｚϕｘ（ｘ，ｙ）， ｕｙ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ － ｚϕｙ（ｘ，ｙ）， ｕｚ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｕｚ（ｘ，ｙ），
ｗｘ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ － ｚｖｘ（ｘ，ｙ）， ｗｙ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ － ｚｖｙ（ｘ，ｙ），

{ （４）

其中 ｕｚ（ｘ，ｙ） 为中面挠度， ϕｘ（ｘ，ｙ），ϕｙ（ｘ，ｙ） 和 ｖｘ（ｘ，ｙ），ｖｙ（ｘ，ｙ） 分别是声子场和相位子场中 ｘｏｚ 与 ｙｏｚ 平
面内的转角．

将式（４）代入式（１）中，得到
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弯矩 Ｍｘｘ，Ｍｙｙ 和 Ｍｘｙ， 剪力 Ｑｘ 和 Ｑｙ， 广义弯矩 Ｎｘｘ，Ｎｙｙ，Ｎｘｙ 和 Ｎｙｘ 可以表示为

　 　 Ｍｉｊ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σｉｊｚｄｚ， Ｎｉｊ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｈｉｊｚｄｚ， Ｑｘ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σｘｚｄｚ， Ｑｙ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σｙｚｄｚ， （６）

其中 ｈ 是板的厚度．
将式（３）和（５）代入式（６），得到弯矩、广义弯矩和剪力的表达式为

　 　 Ｍｘｘ ＝ － τ Ｃ１１

∂ϕｘ

∂ｘ
＋ Ｃ１２

∂ϕｙ

∂ｙ
＋ Ｒ

∂ｖｘ
∂ｘ

＋ Ｒ
∂ｖｙ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｍｙｙ ＝ － τ Ｃ１２

∂ϕｘ

∂ｘ
＋ Ｃ１１

∂ϕｙ

∂ｙ
－ Ｒ

∂ｖｘ
∂ｘ

－ Ｒ
∂ｖｙ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｍｘｙ ＝ － τ Ｃ６６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋ Ｃ６６

∂ϕｙ

∂ｘ
－ Ｒ

∂ｖｘ
∂ｙ

＋ Ｒ
∂ｖｙ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｎｘｘ ＝ － τ Ｒ
∂ϕｘ

∂ｘ
－ Ｒ

∂ϕｙ

∂ｙ
＋ Ｋ１

∂ｖｘ
∂ｘ

＋ Ｋ２

∂ｖｙ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｎｙｙ ＝ － τ Ｒ
∂ϕｘ

∂ｘ
－ Ｒ

∂ϕｙ

∂ｙ
＋ Ｋ２

∂ｖｘ
∂ｘ

＋ Ｋ１

∂ｖｙ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｎｘｙ ＝ － τ Ｋ１

∂ｖｘ
∂ｙ

－ Ｋ２

∂ｖｙ
∂ｘ

－ Ｒ
∂ϕｘ

∂ｙ
－ Ｒ

∂ϕｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｎｙｘ ＝ － τ Ｋ１

∂ｖｘ
∂ｙ

－ Ｋ２

∂ｖｙ
∂ｘ

＋ Ｒ
∂ϕｘ

∂ｙ
＋ Ｒ

∂ϕｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

其中　 　 τ ＝ ｈ３ ／ １２．
十次对称二维准晶板的力和力矩平衡方程可以表示为

　 　

∂Ｎｘｘ

∂ｘ
＋

∂Ｎｘｙ

∂ｙ
＝ ０，

∂Ｎｙｙ

∂ｙ
＋

∂Ｎｙｘ

∂ｘ
＝ ０，

∂Ｍｘｘ

∂ｘ
＋

∂Ｍｘｙ

∂ｙ
－ Ｑｘ ＝ ０，

∂Ｍｙｙ

∂ｙ
＋

∂Ｍｘｙ

∂ｘ
－ Ｑｙ ＝ ０，

∂Ｑｘ

∂ｘ
＋

∂Ｑｙ

∂ｙ
＋ ｑ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（７）
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其中 ｑ 是板在单位面积上的横向荷载．

２　 十次对称二维准晶板弯曲问题的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 对偶方程

引入状态函数

　 　
φ１ ＝ Ｍｙｙ ＋ τ ２Ｒ２

Ｋ１

－ ２Ｃ６６
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ϕｘ

∂ｘ
， φ２ ＝ Ｎｙｙ ＋ τ（Ｋ２ － Ｋ１）

∂ｖｘ
∂ｘ

，

φ３ ＝ Ｍｘｙ － τ ２Ｒ２

Ｋ１

－ ２Ｃ６６
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ϕｙ

∂ｘ
， φ４ ＝ Ｎｘｙ － τ（Ｋ２ － Ｋ１）

∂ｖｙ
∂ｘ

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（８）

则由式（７）和（８）可得到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程为

　 　 ∂Ｚ（ｘ，ｙ）
∂ｙ

＝ ＨＺ（ｘ，ｙ） ＋ ｆ（ｘ，ｙ）， （９）

这里 Ｈ 为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子，且

　 　 Ｈ ＝
０ Ｆ
Ｇ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１０）

　 　 Ｆ ＝

１ ／ Ｃ １ ０ ０ ０

１ ０ ∂
∂ｘ

２Ｒ
Ｋ１

∂
∂ｘ

０

０ ∂
∂ｘ

－
Ｋ１

η １

－ Ｒ
η １

０

０ ２Ｒ
Ｋ１

∂
∂ｘ

－ Ｒ
η １

－
Ｃ６６

η １

∂
∂ｘ

０ ０ ０ ∂
∂ｘ

０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

， Ｇ ＝

－ Ｃ ∂２

∂ｘ２ ０ Ｃ ∂
∂ｘ

０ ０

０ －
Ｋ１

η ２

－ ∂
∂ｘ

０ － Ｒ
η ２

Ｃ ∂
∂ｘ

－ ∂
∂ｘ

－ Ｃ ０ － ２Ｒ
Ｋ１

∂
∂ｘ

０ ０ ０ ０ － ∂
∂ｘ

０ － Ｒ
η ２

－ ２Ｒ
Ｋ１

∂
∂ｘ

－ ∂
∂ｘ

－
Ｃ１１

η ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

，

　 　 Ｃ ＝ ５ｈ
６

Ｃ６６， η １ ＝ τ（Ｃ６６Ｋ１ － Ｒ２）， η ２ ＝ τ（Ｃ１１Ｋ１ － Ｒ２），

　 　 Ｚ ＝ （ｕｚ，φ１，ϕｘ，ｖｘ，φ２，Ｑｙ，ϕｙ，φ３，φ４，ｖｙ） Ｔ，
　 　 ｆ ＝ （０，０，０，０，０， － ｑ，０，０，０，０） Ｔ ．
下面将采用辛方法求解对边简支矩形十次对称二维准晶中厚板问题，板的坐标和尺寸如图 １ 所示．此问

题的边界条件可以表示为

　 　 ｕｚ（ｘ） ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０， ϕｙ（ｘ） ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０， Ｍｘ（ｘ） ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０， ｖｙ（ｘ） ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０， Ｎｘｘ（ｘ） ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０． （１１）

图 １　 矩形准晶中厚板示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｍｅｄｉｕｍ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｐｌａｔｅ
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３　 十次对称二维准晶板弯曲问题的辛分析

式（８）对应的齐次 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程为

　 　 ∂Ｚ（ｘ，ｙ）
∂ｙ

＝ ＨＺ（ｘ，ｙ）， （１２）

设 Ｚ ＝ Ｘ（ｘ）Ｙ（ｙ）， 并将其代入式（１２），得到

　 　 ｄＹ（ｙ）
ｄｙ

＝ μＹ（ｙ）， （１３）

　 　 ＨＸ（ｘ） ＝ μＸ（ｘ）， （１４）
其中， μ 是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵 Ｈ 的特征值，

　 　 Ｘ（ｘ） ＝ ［ｕｚ（ｘ），φ１（ｘ），ϕｘ（ｘ），ｖｘ（ｘ），φ２（ｘ），Ｑｙ（ｘ），ϕｙ（ｘ），φ３（ｘ），φ４（ｘ），ｖｙ（ｘ）］ Ｔ （１５）
是满足边界条件（１１）的特征向量．

由式（１４）求得 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵 Ｈ 的特征多项式为

　 　 （λ ２ ＋ μ ２） ５ －
Ｃｋ１

η １
（λ ２ ＋ μ ２） ４ ＝ ０， （１６）

这表明 λ １，２ ＝ ± μ ｉ 是四重根， λ ３，４ ＝ ± ξｉ 是单根， 其中 ξ ＝ μ ２ － ＣＫ１ ／ η １ ．因此， 满足 Ｈ 的特征函数可以表

示为

　 　 Ｘ ｉ（ｘ） ＝ （Ａｉ ＋ Ｂ ｉｘ ＋ Ｃ ｉｘ２ ＋ Ｄｉｘ３）ｃｏｓ（μｘ） ＋
　 　 　 　 （Ｅ ｉ ＋ Ｆ ｉｘ ＋ Ｇ ｉｘ２ ＋ Ｈｉｘ３）ｓｉｎ（μｘ） ＋ Ｓｉｃｏｓ（ξｘ） ＋ Ｒ ｉｓｉｎ（ξｘ）， （１７）

其中 Ａｉ，Ｂ ｉ，Ｃ ｉ，Ｄｉ，Ｅ ｉ，Ｆ ｉ，Ｇ ｉ，Ｈｉ，Ｓｉ 和 Ｒ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，１０） 是待定常数．将式（１７）代入式（１４）中可以得到常数

之间的关系．
３．１　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ算子 Ｈ 的特征值和特征向量

将式（１７）代入边界条件（１１），为使式（１７）存在非零解，令对应的系数行列式为零得

　 　 ｓｉｎ４（ａξ）ｓｉｎ（ａξ） ＝ ０， （１８）
进而可得

　 　 μ ｎ ＝ ｎπ
ａ

， μ －ｎ ＝ － ｎπ
ａ

， （１９）

　 　 μ ｎ ＝ ｎπ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
ＣＫ１

η １
， μ －ｎ ＝ － ｎπ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
ＣＫ１

η １
． （２０）

式（１９）是四重根，式（２０）是单根．
将式（１９）代入式（１４）可得 μ ｎ，μ －ｎ 相应的特征函数为

　 　 Ｘ０
ｎ（ｘ） ＝ ［０，０，０，ｃｏｓ（μ ｎｘ），０，０，０，０，０，ｓｉｎ（μ ｎｘ）］ Ｔ，

　 　 Ｘ０
－ｎ（ｘ） ＝ ［０，０，０，ｃｏｓ（μ ｎｘ），０，０，０，０，０， － ｓｉｎ（μ ｎｘ）］ Ｔ ．

根据 ＨＸｋ
ｎ（ｘ） ＝ μ ｎＸｋ

ｎ（ｘ） ＋ Ｘｋ－１
ｎ （ｘ）（ｋ ＝ １，２，３） 和边界条件（１１），可求得 μ ±ｎ 的一阶、二阶和三阶 Ｊｏｒｄａｎ 形式

特征函数 Ｘ１
±ｎ（ｘ），Ｘ２

±ｎ（ｘ），Ｘ３
±ｎ（ｘ） ．将式（２０）代入式（１４）可得 μ ±ｎ 的特征函数 Ｘ ±ｎ（ｘ） ．特征函数 Ｘ１

±ｎ（ｘ），
Ｘ２

±ｎ（ｘ），Ｘ３
±ｎ（ｘ），Ｘ ±ｎ（ｘ） 的具体表达式见附录 Ａ ．

３．２　 特征函数系的辛正交性和完备性

下面讨论 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子 Ｈ 的特征函数系的辛正交性，给出了特征函数的展开系数，并讨论了特征函数

系的完备性．
我们用 Ｘ 表示 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｌ２（０，ａ） × Ｌ２（０，ａ） × Ｌ２（０，ａ） × Ｌ２（０，ａ） × Ｌ２（０，ａ） × Ｌ２（０，ａ） × Ｌ２（０，ａ）

× Ｌ２（０，ａ） × Ｌ２（０，ａ） × Ｌ２（０，ａ） ．
定义 １　 算子的所有特征向量和 Ｊｏｒｄａｎ 形式特征函数的集合

　 　 {Ｘ０
ｎ，Ｘ１

ｎ，Ｘ２
ｎ，Ｘ３

ｎ，Ｘ０
－ｎ，Ｘ１

－ｎ，Ｘ２
－ｎ，Ｘ３

－ｎ，Ｘｎ，Ｘ －ｎ } （２１）
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为广义特征函数系．
定义 ２ 　 对于 ∀Ｕ（ｘ） ＝ ［ｕ１（ｘ），…，ｕ１０（ｘ）］ Ｔ，Ｖ（ｘ） ＝ ［ｖ１（ｘ），…，ｖ１０（ｘ）］ Ｔ ∈ Ｘ， 辛内积为 〈Ｕ（ｘ），

Ｖ（ｘ）〉 ＝ （Ｕ（ｘ）， ＪＶ（ｘ）） ＝ ∫ａ
０
Ｕ（ｘ） ＴＪＶ（ｘ）ｄｘ， 其中 Ｊ ＝

０ Ｉ５×５
－ Ｉ５×５ ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 是单位辛矩阵， Ｉ５×５ 是 ５×５ 单位矩

阵，且辛内积满足以下关系：
　 　 〈Ｕ（ｘ），Ｕ（ｘ）〉 ＝ ０， 〈Ｕ（ｘ），Ｖ（ｘ）〉 ＝ － 〈Ｖ（ｘ），Ｕ（ｘ）〉 ．
引理 １　 由定义 １ 给出的广义特征函数系满足如下辛正交关系：
􀃠 〈Ｘ０

ｎ，Ｘｍ〉 ＝ 〈Ｘ０
ｎ，Ｘｉ

ｍ〉 ＝ ０，　 　 ｉ ＝ ０，１，２，

　 　 〈Ｘ０
ｎ，Ｘ３

ｍ〉 ＝
ａＫ１η ２

２Ｒ２μ ２
ｎ

，　 　 ｎ ＝ ｍ，

０， ｎ ＝ － ｍ；

ì

î

í

ï
ï

ïï

􀃡 〈Ｘ１
ｎ，Ｘ２

ｍ〉 ＝
ａＫ１η ２

２Ｒ２μ ２
ｎ

，　 　 ｎ ＝ － ｍ，

０， ｎ ＝ ｍ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 　 〈Ｘ１
ｎ，Ｘ３

ｍ〉 ＝

ａη ２（ＣＫ１ ＋ ４（η ２ － η １）μ ２
ｎ）

４ＣＲ２μ ３
ｎ

，　 　 ｎ ＝ － ｍ，

－
ａη ２（ＣＫ１ ＋ ４η １μ ２

ｎ）
４ＣＲ２μ ３

ｎ

， ｎ ＝ ｍ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 　 〈Ｘ１
ｎ，Ｘｍ〉 ＝

－
ａＣｋ１

２Ｒμ ｎ μ ｎ
，　 　 ｎ ＝ ｍ，

ａＣｋ１

２Ｒμ ｎ μ ｎ
， ｎ ＝ － ｍ；

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

􀃢 〈Ｘ２
ｎ，Ｘ２

ｍ〉 ＝
－
ａη ２（ＣＫ１ ＋ ２η １μ ２

ｎ）
２ＣＲ２μ ３

ｎ

，　 　 ｎ ＝ － ｍ，

０， ｎ ＝ ｍ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 　 〈Ｘ２
ｎ，Ｘｍ〉 ＝

－
ａＣｋ１

２Ｒμ ２
ｎ μ ｎ

，　 　 ｎ ＝ － ｍ，

ａＣｋ１

２Ｒμ ２
ｎ μ ｎ

， ｎ ＝ ｍ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 　 〈Ｘ２
ｍ，Ｘｎ〉 ＝

ａＣｋ１

２Ｒμ ２
ｎ μ ｎ

，　 　 ｎ ＝ － ｍ，

－
ａＣｋ１

２Ｒμ ２
ｎ μ ｎ

， ｎ ＝ ｍ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 　 〈Ｘ２
ｎ，Ｘ３

ｍ〉 ＝
－
ａη ２（Ｃ２Ｋ２

１ ＋ ４ＣＫ１（η ２ － ２η １）μ ２
ｎ ＋ １６η ２（η ２ － η １）μ ４

ｎ）
８Ｃ２Ｋ１Ｒ２μ ４

ｎ

，　 　 ｎ ＝ － ｍ，

ａη ２（ＣＫ１ ＋ ４η １μ ２
ｎ）

４ＣＲ２μ ４
ｎ

， ｎ ＝ ｍ；

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

􀃣 〈Ｘ３
ｎ，Ｘ３

ｍ〉 ＝
－

ａη ２α
４Ｃ３Ｋ２

１Ｒ４μ ５
ｎ

，　 　 ｎ ＝ － ｍ，

０， ｎ ＝ ｍ，

ì

î

í

ï
ï

ïï
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　 　 〈Ｘ３
ｎ，Ｘｍ〉 ＝

ａ（３ＣＫ１ ＋ ８η ２μ ２
ｎ）

８Ｒμ ３
ｎ μ ｎ

，　 　 　 ｎ ＝ － ｍ，

－
ａ（３ＣＫ１ ＋ ８η ２μ ２

ｎ）
８Ｒμ ３

ｎ μ ｎ

， ｎ ＝ ｍ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中

　 　 α ＝ Ｃ３Ｃ１１Ｋ４
１ ＋ ３Ｃ２Ｋ２

１Ｒ２（２η １ ＋ η ２）μ ２
ｎ ＋ １６ＣＫ１Ｒ２η １η ２μ ４

ｎ －
　 　 　 　 １６Ｒ２ （η １ － η ２） ２η ２μ ６

ｎ，　 　 ｎ ＝ ± １， ± ２，… ．
定理 １　 在 Ｃａｕｃｈｙ 主值意义下，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子的特征函数系（２１）在 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｘ 中是完备的．
证明　 对于 ∀Ｆ ＝ ［ ｆ１（ｘ）， ｆ２（ｘ）， ｆ３（ｘ）， ｆ４（ｘ）， ｆ５（ｘ）， ｆ６（ｘ）， ｆ７（ｘ）， ｆ８（ｘ）， ｆ９（ｘ）， ｆ１０（ｘ）］ Ｔ ∈ Ｘ， 在

Ｃａｕｃｈｙ 主值意义下由广义特征函数系（２１）给出的辛⁃Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开式为

　 　 Ｆ ＝ ∑
＋∞

ｎ ＝ １
∑

３

ｉ ＝ ０
ｃｉｎＸｉ

ｎ ＋ ∑
３

ｉ ＝ ０
ｃｉ－ｎＸｉ

－ｎ ＋ ｃｎＸｎ ＋ ｃ －ｎＸ －ｎ( ) ． （２２）

根据引理 １，可知

　 　 ｃ３ｎ ＝
〈Ｆ，Ｘ０

ｎ〉
〈Ｘ３

ｎ，Ｘ０
ｎ〉

， ｃ２ｎ ＝
〈Ｆ，Ｘ１

－ｎ〉 － ｃ３ｎ〈Ｘ３
ｎ，Ｘ１

－ｎ〉 － ｃ３－ｎ〈Ｘ３
－ｎ，Ｘ１

－ｎ〉
〈Ｘ２

ｎ，Ｘ１
－ｎ〉

，

　 　 ｃ１ｎ ＝
〈Ｆ，Ｘ２

－ｎ〉 － ｃ２ｎ〈Ｘ２
ｎ，Ｘ２

－ｎ〉 － ｃ３ｎ〈Ｘ３
ｎ，Ｘ２

－ｎ〉 － ｃ３－ｎ〈Ｘ３
－ｎ，Ｘ２

－ｎ〉
〈Ｘ１

ｎ，Ｘ２
－ｎ〉

，

　 　 ｃ０ｎ ＝
〈Ｆ，Ｘ３

ｎ〉 － ｃ１ｎ〈Ｘ１
ｎ，Ｘ３

ｎ〉 － ｃ２ｎ〈Ｘ２
ｎ，Ｘ３

ｎ〉 － ｃ１－ｎ〈Ｘ１
－ｎ，Ｘ３

ｎ〉 － ｃ２－ｎ〈Ｘ２
－ｎ，Ｘ３

ｎ〉 － ｃ３－ｎ〈Ｘ３
－ｎ，Ｘ３

ｎ〉
〈Ｘ０

ｎ，Ｘ３
ｎ〉

，

　 　 ｃｎ ＝
〈Ｆ，Ｘ －ｎ〉 － （ｃ１ｎ － ｃ１－ｎ）〈Ｘ１

ｎ，Ｘ －ｎ〉 － （ｃ２ｎ ＋ ｃ２－ｎ）〈Ｘ２
ｎ，Ｘ －ｎ〉 － （ｃ３ｎ － ｃ３－ｎ）〈Ｘ３

ｎ，Ｘ －ｎ〉
〈Ｘｎ，Ｘ －ｎ〉

，

ｃｉｎ 具体结果见附录 Ｂ ．将上述系数代入式（２２），整理得

　 　 Ｆ ＝ ∑
＋∞

ｎ ＝ １
∑

３

ｉ ＝ ０
ｃｉｎＸｉ

ｎ ＋ ∑
３

ｉ ＝ ０
ｃｉ－ｎＸｉ

－ｎ ＋ ｃｎＸｎ ＋ ｃ －ｎＸ －ｎ( ) ＝

　 　 　 　 ∑
＋∞

ｎ ＝ １

２
ａ ∫

ａ

０
ｓｉｎ ｎπｘ

ａ
ｆ１（ｘ）ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ｎπｘ

ａ
，æ

è
ç

２
ａ ∫

ａ

０
ｓｉｎ ｎπｘ

ａ
ｆ２（ｘ）ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ｎπｘ

ａ
，

　 　 　 　 ２
ａ ∫

ａ

０
ｃｏｓ ｎπｘ

ａ
ｆ３（ｘ）ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ｎπｘ

ａ
， ２

ａ ∫
ａ

０
ｃｏｓ ｎπｘ

ａ
ｆ４（ｘ）ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ｎπｘ

ａ
，

　 　 　 　 ２
ａ ∫

ａ

０
ｓｉｎ ｎπｘ

ａ
ｆ５（ｘ）ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ｎπｘ

ａ
， ２

ａ ∫
ａ

０
ｓｉｎ ｎπｘ

ａ
ｆ６（ｘ）ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ｎπｘ

ａ
，

　 　 　 　 ２
ａ ∫

ａ

０
ｓｉｎ ｎπｘ

ａ
ｆ７（ｘ）ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ｎπｘ

ａ
， ２

ａ ∫
ａ

０
ｃｏｓ ｎπｘ

ａ
ｆ８（ｘ）ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ｎπｘ

ａ
，

　 　 　 　
２
ａ ∫

ａ

０
ｃｏｓ ｎπｘ

ａ
ｆ９（ｘ）ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ｎπｘ

ａ
， ２

ａ ∫
ａ

０
ｓｉｎ ｎπｘ

ａ
ｆ１０（ｘ）ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ｎπｘ

ａ
ö

ø
÷

Ｔ

，

其中， ｆｉ（ｘ）（ ｉ ＝ １，２，３，…，１０） 是按 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｌ２（０，ａ） 中的完全正交基 ｓｉｎ ｎπｘ
ａ{ }

＋∞

ｎ ＝ １
或 ｃｏｓ ｎπｘ

ａ{ }
＋∞

ｎ ＝ １
展

开的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数．因此，在 Ｃａｕｃｈｙ 主值意义下，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵 Ｈ 的广义特征函数系统在 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｘ
中是完备的．
３．３　 十次对称二维准晶板弯曲的辛解析解

由定理 １ 和解的叠加原理，式（９）的通解可以表示为

　 　 Ｚ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
＋∞

ｎ ＝ １
∑

３

ｉ ＝ ０
Ｙ ｉ

ｎ（ｙ）Ｘｉ
ｎ ＋ ∑

３

ｉ ＝ ０
Ｙ ｉ

－ｎ（ｙ）Ｘｉ
－ｎ ＋ Ｙｎ（ｙ）Ｘｎ ＋ Ｙ －ｎ（ｙ）Ｘ －ｎ( ) ， （２３）

式（９）中向量 ｆ ＝ （０，０，０，０，０， － ｑ，０，０，０，０） Ｔ 可以表示为

０４８ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



　 　 ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
＋∞

ｎ ＝ １
∑

３

ｉ ＝ ０
Ｇ ｉ

ｎ（ｙ）Ｘｉ
ｎ ＋ ∑

３

ｉ ＝ ０
Ｇ ｉ

－ｎ（ｙ）Ｘｉ
－ｎ ＋ Ｇｎ（ｙ）Ｘｎ ＋ Ｇ －ｎ（ｙ）Ｘ －ｎ( ) ， （２４）

其中

　 　 Ｇ２
ｎ（ｙ） ＝ － Ｇ２

－ｎ（ｙ） ＝ ｑＲ
ｎπη ２

（１ － ｃｏｓ ｎπ） ＝ ２ｑＲ
ｎπη ２

ｓｉｎ２ ｎπ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

其余系数全为零．
将式（２３）和式（２４）代入式（９）得到微分方程组

　 　

ｄＹ ±ｎ（ｙ）
ｄｙ

＝ μ ±ｎＹ ±ｎ（ｙ），
ｄＹ３

±ｎ（ｙ）
ｄｙ

＝ μ ±ｎＹ３
±ｎ（ｙ），

ｄＹｉ
±ｎ（ｙ）
ｄｙ

＝ μ ±ｎＹｉ
±ｎ（ｙ） ＋ Ｙｉ ＋１

±ｎ （ｙ），　 　 ｉ ＝ ０，１，

ｄＹ２
±ｎ（ｙ）
ｄｙ

＝ μ ±ｎＹ２
±ｎ（ｙ） ＋ Ｙ３

±ｎ（ｙ） － Ｇ２
±ｎ（ｙ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２５）

解微分方程组（２５）得

　 　

Ｙ ±ｎ（ｙ） ＝ ｄ ±ｎｅ μ ±ｎ ｙ， Ｙ３
±ｎ（ｙ） ＝ ｄ３

±ｎｅμ ±ｎ ｙ，

Ｙ２
±ｎ（ｙ） ＝ （ｄ２

±ｎ ＋ ｄ３
±ｎｙ）ｅμ ±ｎ ｙ ＋ １

μ ±ｎ
Ｇ２

±ｎ，

Ｙ１
±ｎ（ｙ） ＝ ｄ１

±ｎ ＋ ｄ２
±ｎｙ ＋ １

２
ｄ３

±ｎｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅμ ±ｎｙ － １

μ ２
±ｎ

Ｇ２
±ｎ，

Ｙ０
±ｎ（ｙ） ＝ ｄ０

±ｎ ＋ ｄ１
±ｎｙ ＋ １

２
ｄ２

±ｎｙ２ ＋ １
６

ｄ３
±ｎｙ３æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅμ ±ｎ ｙ ＋ １

μ ３
±ｎ

Ｇ２
±ｎ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

（２６）

其中 ｄｉ
±ｎ 是未知常数，可以通过 ｙ ＝ ± ｂ ／ ２ 处的边界条件来确定．

为了求解未知常数 ｄｉ
±ｎ， 考虑矩形区域中 ｙ 方向简单支撑的混合边界条件：

　 　
ｕｚ（ｘ，ｙ） ｙ ＝ ±ｂ ／ ２ ＝ ０， ϕｘ（ｘ，ｙ） ｙ ＝ ±ｂ ／ ２ ＝ ０， Ｍｙ（ｘ，ｙ） ｙ ＝ ±ｂ ／ ２ ＝ ０，
ｖｘ（ｘ，ｙ） ｙ ＝ ±ｂ ／ ２ ＝ ０， Ｎｙｙ（ｘ，ｙ） ｙ ＝ ±ｂ ／ ２ ＝ ０ ．{ （２７）

结合式（２３）、（２４）、（２６）、（２７）和状态函数（８），可求得十次对称二维准晶板的挠度 ｕｚ（ｘ，ｙ）， 弯矩

Ｍｘｘ（ｘ，ｙ），Ｍｙｙ（ｘ，ｙ） 和广义弯矩 Ｎｘｘ（ｘ，ｙ），Ｎｙｙ（ｘ，ｙ） 的解析解，其中系数 ｄｉ
±ｎ 见附录 Ｃ ．

挠度 ｕｚ（ｘ，ｙ） 的解析表达式为

　 　 ｕｚ（ｘ，ｙ） ＝
ｑＫ１ａ４

η ２
∑
＋∞

ｎ ＝ １

２ｓｉｎ２ ｎπ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（μ ｎｘ）

Ｃａ４ｎπ（１ ＋ ｅｂμｎ） ２μ ４
ｎ

Ｓｎ（ｙ）， （２８）

其中

　 　 Ｓｎ（ｙ） ＝
æ

è
çç２

η ２

Ｋ１
μ ２

ｎ（ｅ（ｂ ／ ２－ｙ）μｎ ＋ ｅ（ｂ ／ ２＋ｙ）μｎ － １ － ｅｂμｎ）（１ ＋ ｅｂμｎ） ＋

　 　 　 　 Ｃ（ｅ（ｂ ／ ２－ｙ）μｎ ＋ ｅ（ｂ ／ ２＋ｙ）μｎ） ２ － ｂ
２

μ ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋æ

è
ç

　 　 　 　 （ｅ（３ｂ ／ ２－ｙ）μｎ ＋ ｅ（３ｂ ／ ２＋ｙ）μｎ） ２ ＋ ｂ
２

μ ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２（ｅｂμｎ ＋ １） ２ ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 Ｃμ ｎｅ（ｂ ／ ２－ｙ）μｎ（１ － ｅ２ｙμｎ）（１ ＋ ｅｂμｎ）ｙ
ö

ø
÷÷ ．

弯矩 Ｍｙｙ，Ｍｘｘ 和广义弯矩 Ｎｘｘ，Ｎｙｙ 的解析解表达式为

　 　 Ｍｙｙ（ｘ，ｙ） ＝ ｑａ２∑
＋∞

ｎ ＝ １

τ ｓｉｎ２ ｎπ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（μ ｎｘ）

ａ２ｎπ（１ ＋ ｅｂμｎ） ２η ２μ ２
ｎ

ｈｎ（ｙ）， （２９）
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　 　 Ｍｘｘ（ｘ，ｙ） ＝ ｑａ２∑
＋∞

ｎ ＝ １

τ ｓｉｎ２ ｎπ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（μ ｎｘ）

ａ２ｎπ（１ ＋ ｅｂμｎ） ２η ２μ ２
ｎ

ｈｎ（ｙ）， （３０）

　 　 Ｎｘｘ（ｘ，ｙ） ＝ ｑａ２∑
＋∞

ｎ ＝ １

（Ｋ１ － Ｋ２）τＲ ｓｉｎ２ ｎπ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（μ ｎｘ）

２ａ２ｎπ（１ ＋ ｅｂμｎ） ３η ２μ ２
ｎ

ｋｎ（ｙ）， （３１）

　 　 Ｎｙｙ（ｘ，ｙ） ＝ － ｑａ２∑
＋∞

ｎ ＝ １

（Ｋ１ － Ｋ２）τＲ ｓｉｎ２ ｎπ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（μ ｎｘ）

２ａ２ｎπ（１ ＋ ｅｂμｎ） ３η ２μ ２
ｎ

ｋｎ（ｙ）， （３２）

其中 ｈｎ（ｙ），ｈｎ（ｙ），ｋｎ（ｙ），ｋｎ（ｙ） 见附录 Ｄ ．
当不考虑相位子场时，式（２８）和式（２９）与文献［３４］中经典板的解完全相同．

４　 数 值 结 果

为讨论所提出方法的有效性，本节给出了十次对称二维准晶板在不同长宽比下的挠度 ｕｚ（ｑａ４Ｋ１ ／ η ２） 在

中点处 （ａ ／ ２，０） 的数值解，其中材料参数为［３３］

　 　 Ｃ１１ ＝ ２３．４３ ＧＰａ， Ｃ１２ ＝ ５．７４１ ＧＰａ， Ｋ１ ＝ １２．２ ＧＰａ， Ｋ２ ＝ ２．４ ＧＰａ， Ｒ ＝－ ０．１１ ＧＰａ ．
如表 １ 所示，本文获得的级数解具有较好的收敛性．

表 １　 不同宽度和厚度比下中点处的挠度

Ｔａｂｌｅ １　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｔ ｔｈｅ ｍｉｄｐｏｉｎｔ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗｉｄｔｈ⁃ｔｏ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｒａｔｉｏｓ

ｂ ／ ａ ｈ ／ ａ ｎ ｕｚ（ｑａ４Ｋ１ ／ η２）

１．０ ０．２

５ ０．００４ ８４６ ３４

１５ ０．００４ ８４２ ８

２５ ０．００４ ８４３ ０１

３５ ０．００４ ８４２ ９６

４５ ０．００４ ８４２ ９８

５５ ０．００４ ８４２ ９７

６５ ０．００４ ８４２ ９７

１．５ ０．２

５ ０．００８ ７９５ １６

１５ ０．００８ ７９１ ６２

２５ ０．００８ ７９１ ８３

３５ ０．００８ ７９１ ７８

４５ ０．００８ ７９１ ８

５５ ０．００８ ７９１ ７９

６５ ０．００８ ７９１ ７９

２．０ ０．２

５ ０．０１１ ３３８ ６

１５ ０．０１１ ３３５ １

２５ ０．０１１ ３３５ ３

３５ ０．０１１ ３３５ ２

４５ ０．０１１ ３３５ ３

５５ ０．０１１ ３３５ ２

６５ ０．０１１ ３３５ ２

５　 结　 　 论

本文将辛方法应用于十次对称二维准晶中厚板弯曲的问题研究，通过引入适当的对偶变量，将问题表述

为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则系统．证明了相应 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵的广义特征函数系统在 Ｃａｕｃｈｙ 主值意义下具有辛正交

性和完备性，保证了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统分离变量的可行性，并导出了精确解析解．随后，对解析解进行了退化比较
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研究，并给出数值结果，以证明解析解的收敛性和准确性．本文方法的优点在于不需要提前假设任何函数，方
法直观合理，为解决准晶板的弹性问题提供了一种系统的方法．此外，该方法有望应用于准晶板的屈曲和振

动等问题的研究中．
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附　 录　 Ａ

　 　 Ｘ１
ｎ（ｘ） ＝ ｓｉｎ（μ ｎｘ）

Ｋ１

２Ｒμ２
ｎ

，０，
Ｋ１ｃｏｔ（μ ｎｘ）

２Ｒμ ｎ
，０，０，０，

Ｋ１

２Ｒμ ｎ
，０，０，０é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

，

　 　 Ｘ１
－ｎ（ｘ） ＝ ｓｉｎ（μ ｎｘ） －

Ｋ１

２Ｒμ２
ｎ

，０， －
Ｋ１ｃｏｔ（μ ｎｘ）

２Ｒμ ｎ
，０，０，０，

Ｋ１

２Ｒμ ｎ
，０，０，０é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

，

　 　 Ｘ２
ｎ（ｘ） ＝ ｓｉｎ（μ ｎｘ） －

ＣＫ１ ＋ ２η ２μ２
ｎ

２ＣＲμ３
ｎ

， －
η ２

Ｒμ ｎ
， －

Ｋ１ｃｏｔ（μ ｎｘ）
２Ｒμ２

ｎ

，０，０， －
η ２

Ｒ
，０，０，０，０é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

，

　 　 Ｘ２
－ｎ（ｘ） ＝ ｓｉｎ（μ ｎｘ） －

ＣＫ１ ＋ ２η ２μ２
ｎ

２ＣＲμ３
ｎ

， －
η ２

Ｒμ ｎ
， －

Ｋ１ｃｏｔ（μ ｎｘ）
２Ｒμ２

ｎ

，０，０，
η ２

Ｒ
，０，０，０，０é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

，

　 　 Ｘ３
ｎ（ｘ） ＝ ｓｉｎ（μ ｎｘ）

３Ｃ２Ｋ２
１ ＋ ４Ｃη ２μ２

ｎＫ１ ＋ １６（η ２ － η １）η ２μ４
ｎ

８Ｃ２Ｒμ４
ｎＫ１

，
η ２（ＣＫ１ ＋ ２η ２μ２

ｎ）
ＣＫ１Ｒμ２

ｎ

，é

ë
êê

　 　 　 　
３ＣＫ１ ＋ ８η ２μ２

ｎ

８ＣＲμ３
ｎ

ｃｏｔ（μ ｎｘ），０，
－ Ｋ１η ２

２Ｒ２μ２
ｎ

，
η ２（ＣＫ１ ＋ ４（η ２ － η １）μ２

ｎ）
２ＣＲμ ｎｋ１

，
ＣＫ１ ＋ ８η ２μ２

ｎ

－ ８ＣＲμ３
ｎ

，

　 　 　 　
η ２（ＣＫ１ ＋ ４η １μ２

ｎ）
－ ２ＣＫ１Ｒμ２

ｎ

ｃｏｔ（μ ｎｘ），
Ｋ１η ２ｃｏｔ（μ ｎｘ）

２Ｒ２μ２
ｎ

，
２Ｃ１１Ｋ１ － Ｒ２

４Ｒ２μ３
ｎ

ù

û
úú

Ｔ

，

　 　 Ｘ３
－ｎ（ｘ） ＝ ｓｉｎ（μ ｎｘ） －

３Ｃ２Ｋ２
１ ＋ ４Ｃη ２μ２

ｎＫ１ ＋ １６（η ２ － η １）η ２μ４
ｎ

８Ｃ２Ｒμ４
ｎＫ１

，é

ë
êê －

η ２（ＣＫ１ ＋ ２η ２μ２
ｎ）

ＣＫ１Ｒμ２
ｎ

，

　 　 　 　 －
３ＣＫ１ ＋ ８η ２μ２

ｎ

８ＣＲμ３
ｎ

ｃｏｔ（μ ｎｘ），０，
Ｋ１η ２

２Ｒ２μ２
ｎ

，
η ２（ＣＫ１ ＋ ４（η ２ － η １）μ２

ｎ）
２ＣＲμ ｎｋ１

， －
ＣＫ１ ＋ ８η ２μ２

ｎ

８ＣＲμ３
ｎ

，

　 　 　 　 －
η ２（ＣＫ１ ＋ ４η １μ２

ｎ）
２ＣＫ１Ｒμ２

ｎ

ｃｏｔ（μ ｎｘ），
Ｋ１η ２

２Ｒ２μ２
ｎ

ｃｏｔ（μ ｎｘ），
２Ｃ１１Ｋ１ － Ｒ２

４Ｒ２μ３
ｎ

ù

û
úú

Ｔ

，

　 　 Ｘｎ（ｘ） ＝ ０，０，ｃｏｓ（ξ ｎｘ），
Ｒ（４η １ μ ２

ｎ － ３ＣＫ１）
ＣＫ２

１

ｃｏｓ（ξ ｎｘ），０， －
Ｃξ ｎ

μ ｎ
ｓｉｎ（ξ ｎｘ），

é

ë
êê

　 　 　 　
ξ ｎ

μ ｎ
ｓｉｎ（ξ ｎｘ）， － Ｃ

μ ｎ
ｃｏｓ（ξ ｎｘ），０，

Ｒξ ｎ（４η １ μ ２
ｎ － ＣＫ１）

ＣＫ２
１ μ ｎ

ｓｉｎ（ξ ｎｘ）
ù

û
úú

Ｔ

，

　 　 Ｘ －ｎ（ｘ） ＝ ０，０，ｃｏｓ（ξ ｎｘ），
Ｒ（４η １ μ ２

ｎ － ３ＣＫ１）
ＣＫ２

１

ｃｏｓ（ξ ｎｘ），０，
Ｃξ ｎ

μ ｎ
ｓｉｎ（ξ ｎｘ），

é

ë
êê

　 　 　 　 －
ξ ｎ

μ ｎ
ｓｉｎ（ξ ｎｘ），

Ｃ
μ ｎ

ｃｏｓ（ξ ｎｘ），０，
Ｒξ ｎ（４η １ μ ２

ｎ － ＣＫ１）
－ ＣＫ２

１ μ ｎ

ｓｉｎ（ξ ｎｘ）
ù

û
úú

Ｔ

，

其中　 　 μ ｎ ＝ ｎπ
ａ

， ξ ｎ ＝ ｎπ
ａ

， μ ｎ ＝
ＣＫ１

η １
＋ ξ２

ｎ ．

附　 录　 Ｂ

　 　 ｃ３ｎ ＝ ２Ｒ２ｎ２π２

ａ３Ｋ１η ２
∫ａ
０

ｆ９（ｘ）ｃｏｓ
ｎπｘ
ａ

－ ｆ５（ｘ）ｓｉｎ
ｎπｘ
ａ( ) ｄｘ，

　 　 ｃ２ｎ ＝ － Ｒ
ａＣＫ２

１η ２
∫ａ
０
（Ｃｋ２

１（ ｆ８（ｘ）μ ｎｃｏｓ（μ ｎｘ） ＋ ｆ６（ｘ）ｓｉｎ（μ ｎｘ） ＋ ｆ２（ｘ）μ ｎｓｉｎ（μ ｎｘ）） ＋

　 　 　 　 ４ｆ９（ｘ）Ｒ（２η １ － η ２）μ３
ｎｃｏｓ（μ ｎｘ） ＋ ｆ５（ｘ）（２Ｃｋ１Ｒμ ｎ ＋ ４Ｒη ２μ３

ｎ）ｓｉｎ（μ ｎｘ））ｄｘ，

３４８第 ７ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 范俊杰，等： 对边简支十次对称二维准晶板弯曲问题的辛分析



　 　 ｃ１ｎ ＝ － Ｒ
２ａＣ２Ｋ３

１η ２
∫ａ
０
（（（１６Ｒη １η ２μ４

ｎ － Ｃ２Ｋ２
１Ｒ － ４ＣＫ１Ｒη ２μ２

ｎ） ｆ９（ｘ） ＋ ４ＣＫ２
１η ２μ２

ｎ ｆ８（ｘ））ｃｏｓ（μ ｎｘ） ＋

　 　 　 　 （ＣＫ２
１（４η ２μ２

ｎ ＋ ２ＣＫ１） ｆ２（ｘ） ＋ Ｒ（１２ＣＫ１η ２μ２
ｎ ＋ １６η １η ２μ４

ｎ ＋ Ｃ２Ｋ２
１） ｆ５（ｘ） ＋

　 　 　 　 （４Ｃ２Ｋ２
１η ２μ ｎ（ ｆ７（ｘ） ＋ ｆ１（ｘ）μ ｎ）））ｓｉｎ（μ ｎｘ））ｄｘ，

　 　 ｃ０ｎ ＝ － １
２ａＣ３Ｋ４

１η ２μ ｎ
∫ａ
０
（Ｃ３Ｋ３

１（２Ｋ１Ｃ１１ － Ｒ２） ｆ９（ｘ）ｃｏｓ（μ ｎｘ） － ２Ｃ３Ｋ４
１η ２μ ｎ（ ｆ４（ｘ）ｃｏｓ（μ ｎｘ） ＋ ｆ１０（ｘ）ｓｉｎ（μ ｎｘ）） ＋

　 　 　 　 （２Ｃ２Ｋ３
１Ｒη ２ ＋ ８ＣＫ２

１Ｒη １η ２μ４
ｎ） ｆ２（ｘ）ｓｉｎ（μ ｎｘ） ＋ （２Ｃ２Ｋ３

１Ｒη ２ ＋ ８Ｃ２Ｋ２
１Ｒη １η ２μ３

ｎ） ｆ３（ｘ）ｃｏｓ（μ ｎｘ） ＋

　 　 　 　 （６Ｃ２Ｋ２
１Ｒ２η ２μ２

ｎ ＋ ３２ＣＫ１Ｒ２η １η ２μ４
ｎ ＋ ３２Ｒ２η ２

１η ２μ６
ｎ） ｆ５（ｘ）ｓｉｎ（μ ｎｘ） －

　 　 　 　 （２Ｃ２Ｋ３
１Ｒη ２μ２

ｎ ＋ ８Ｃ２Ｋ２
１Ｒη １η ２μ４

ｎ） ｆ１（ｘ）ｓｉｎ（μ ｎｘ））ｄｘ，

　 　 ｃｎ ＝ １
ａ ∫

ａ

０
ｆ３（ｘ）ｃｏｓ（μ ｎｘ） ＋

ｆ２（ｘ）
Ｃ

－ ｆ１（ｘ） ＋ Ｒ
ＣＫ１

３ ＋
４η １μ２

ｎ

ＣＫ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｆ５（ｘ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ ｎｓｉｎ（μ ｎｘ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ，

其中　 　 ｎ ＝ ± １， ± ２，… ．

附　 录　 Ｃ

　 　 ｄ０
ｎ ＝ ｄ０

－ｎ ＝ －
ｅｂμｎ ／ ２ｑＲ（８ － ４ｂμ ｎ ＋ ｂ２μ２

ｎ ＋ ｅｂμｎ（１６ － ６ｂ２μ２
ｎ） ＋ ｅ２ｂμｎ（８ ＋ ４ｂμ ｎ ＋ ｂ２μ２

ｎ）） ｓｉｎ２ ｎπ
２( )

２ｎπ（１ ＋ ｅｂμｎ） ３η ２μ３
ｎ

，

　 　 ｄ１
ｎ ＝ － ｄ１

－ｎ ＝
２ｅｂμｎ ／ ２ｑＲ（２ － ｂμ ｎ ＋ ｅｂμｎ（２ ＋ ｂμ ｎ）） ｓｉｎ２ ｎπ

２( )
（１ ＋ ｅｂμｎ） ２ｎπη ２μ２

ｎ

，

　 　 ｄ２
ｎ ＝ ｄ２

－ｎ ＝ － ４ｅｂμｎ ／ ２ｑＲ
（１ ＋ ｅｂμ）ｎπη ２μ ｎ

ｓｉｎ２ ｎπ
２( ) ， ｄ３

ｎ ＝ ｄ３
－ｎ ＝ ｄｎ ＝ ｄ －ｎ ＝ ０．

附　 录　 Ｄ

　 　 ｈｎ（ｙ） ＝ ｅ －ｙμｎ（Ｃ１１Ｋ１ｅｂμｎ ／ ２（ － ２ ＋ ｅ（ｂ＋２ｙ）μｎ（ｂ － ２ｙ）μ ｎ ＋ ２ｙμ ｎ － ｅ２ｙμｎ（ｂ ＋ ２ｙ）μ ｎ ＋

　 　 　 　 η ２（２ － ｂμ ｎ） ＋ ｅｂμｎ（ － ２ ＋ ２ｙμ ｎ ＋ η ２（２ ＋ ｂμ ｎ））） ＋ ４（Ｒ２ ＋ Ｃ１２ｋ１）ｅｙμｎ（１ ＋ ｅｂμｎ） ２ －

　 　 　 　 ｅ３ｂμｎ ／ ２＋２ｙμｎ（２Ｒ２（２ ＋ ｂμ ｎ － ２ｙμ ｎ） ＋ Ｃ１２Ｋ１（４ ＋ ｂμ ｎ － ２ｙμ ｎ）） ＋

　 　 　 　 ｅ（ｂ＋４ｙ）μｎ ／ ２（２Ｒ２（ － ２ ＋ ｂμ ｎ － ２ｙμ ｎ） ＋ Ｃ１２Ｋ１（ － ４ ＋ ｂμ ｎ － ２ｙμ ｎ）） ＋

　 　 　 　 ｅｂμｎ ／ ２（２Ｒ２（ － ２ｙμ ｎ ＋ η ２（ － ２ ＋ ｂμ ｎ）） － Ｃ１２Ｋ１（２ ＋ ２ｙμ ｎ ＋ η ２（２ － ｂμ ｎ））） －

　 　 　 　 ｅ３ｂμｎ ／ ２（２Ｒ２（２ｙμ ｎ ＋ η ２（２ ＋ ｂμ ｎ）） ＋ Ｃ１２Ｋ１（２ ＋ ２ｙμ ｎ ＋ η ２（２ ＋ ｂμ ｎ）））），

　 　 ｈ ｎ（ｙ） ＝ ｅ －ｙμｎ（Ｃ１２Ｋ１ｅｂμｎ ／ ２（ － ２ ＋ ｅ（ｂ＋２ｙ）μｎ（ｂ － ２ｙ）μ ｎ ＋ ２ｙμ ｎ － ｅ２ｙμｎ（ｂ ＋ ２ｙ）μ ｎ ＋

　 　 　 　 η ２（２ － ｂμ ｎ） ＋ ｅｂμｎ（ － ２ ＋ ２ｙμ ｎ ＋ η ２（２ ＋ ｂμ ｎ））） ＋ ４（Ｃ１１Ｋ１ － Ｒ２）ｅｙμｎ（１ ＋ ｅｂμｎ） ２ －

　 　 　 　 ｅ３ｂμｎ ／ ２＋２ｙμｎ（Ｃ１１Ｋ１（４ ＋ ｂμ ｎ － ２ｙμ ｎ） － ２Ｒ２（２ ＋ ｂμ ｎ － ２ｙμ ｎ）） ＋

　 　 　 　 ｅ（ｂ＋４ｙ）μｎ ／ ２（２Ｒ２（２ － ｂμ ｎ ＋ ２ｙμ ｎ） ＋ Ｃ１１Ｋ１（ － ４ ＋ ｂμ ｎ － ２ｙμ ｎ）） ＋

　 　 　 　 ｅｂμｎ ／ ２（２Ｒ２（２ｙμ ｎ － η ２（ － ２ ＋ ｂμ ｎ）） － Ｃ１１Ｋ１（２ ＋ ２ｙμ ｎ ＋ η ２（２ － ｂμ ｎ））） －

　 　 　 　 ｅ３ｂμｎ ／ ２（Ｃ１１Ｋ１（２ ＋ ２ｙμ ｎ ＋ η ２（２ ＋ ｂμ ｎ）） － ２Ｒ２（２ｙμ ｎ ＋ η ２（２ ＋ ｂμ ｎ）））），

　 　 ｋｎ（ｙ） ＝ ｅ（ｂ－２ｙ）μｎ ／ ２（８ － ４ｂμ ｎ － ８ｙμ ｎ ＋ ｂ２μ２
ｎ ＋ ｅ２（ｂ＋ｙ）μｎ（ｂ － ２ｙ） ２μ２

ｎ ＋ ４ｙ２μ２
ｎ ＋

　 　 　 　 ｅ２ｙμｎ（ｂ ＋ ２ｙ） ２μ２
ｎ － ２ｅ（ｂ＋２ｙ）μｎ（３ｂ２ － ４ｙ２）μ２

ｎ － ４η ２（ － ２ ＋ ｂμ ｎ）（ － １ ＋ ｙμ ｎ） －

　 　 　 　 ２ｅｂμｎ（ － ８ ＋ ８ｙμ ｎ ＋ ３ｂ２μ２
ｎ － ４ｙ２μ２

ｎ ＋ η ２（８ － ８ｙμ ｎ）） ＋

　 　 　 　 ｅ２ｂμｎ（８ ＋ ４ｂμ ｎ － ８ｙμ ｎ ＋ ｂ２μ２
ｎ ＋ ４ｙ２μ２

ｎ ＋ ４η ２（２ ＋ ｂμ ｎ）（ － １ ＋ ｙμ ｎ））），

　 　 ｋ ｎ（ｙ） ＝ ｅ －ｙμｎ（ － ８（１ ＋ ｅｂμｎ） ３ｅｙμｎ － ２ｅ３ｂμｎ ／ ２＋２ｙμｎ（ － ８ ＋ ８ｙμ ｎ ＋ ３ｂ２μ２
ｎ － ４ｙ２μ２

ｎ） ＋

　 　 　 　 ２ｅ３ｂμ ／ ２（８ ＋ ８ｙη ２μ ｎ － ３ｂ２μ２
ｎ ＋ ４ｙ２μ２

ｎ） ＋ ｅ５ｂμｎ ／ ２＋２ｙμ（８ － ８ｙμ ｎ ＋ ｂ２μ２
ｎ ＋ ４ｙ２μ２

ｎ －

　 　 　 　 ４ｂμ ｎ（ － １ ＋ ｙμ ｎ）） ＋ ｅ（ｂ＋４ｙ）μｎ ／ ２（８ － ８ｙμ ｎ ＋ ｂ２μ２
ｎ ＋ ４ｙ２μ２

ｎ ＋ ４ｂμ ｎ（ － １ ＋ ｙμ ｎ）） ＋

　 　 　 　 ｅｂμｎ ／ ２（８ ＋ ８ｙη ２μ ｎ ＋ ｂ２μ２
ｎ ＋ ４ｙ２μ２

ｎ － ４ｂμ ｎ（１ ＋ ｙη ２μ ｎ）） ＋

　 　 　 　 ｅ５ｂμｎ ／ ２（８ ＋ ８ｙη ２μ ｎ ＋ ｂ２μ２
ｎ ＋ ４ｙ２μ２

ｎ ＋ ４ｂμ ｎ（１ ＋ ｙη ２μ ｎ））） ．

４４８ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷
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［２７］　 ＺＨＡＮＧ Ｋ， ＤＥＮＧ Ｚ Ｃ， ＸＵ Ｘ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｏｆ ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ ｈｏｎｅｙｃｏｍｂ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍｅｃｈａｎｉｃａ Ｓｏｌｉｄａ Ｓｉｎｉｃａ， ２０１５， ２８（３）： ２９４⁃３０４．

［２８］　 ＺＨＯＵ Ｚ Ｈ， ＹＡＮＧ Ｚ Ｔ， ＸＵ Ｗ， ｅｔ ａｌ． Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ｏｆｅｌｅｃｔｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｓｉｚｅ Ｖ⁃ｎｏｔｃｈｅｄ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎ⁃
ｓｉｏｎａｌ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｌｉｎｅ ｂｉｍａｔｅｒｉａｌｓ ｗｉｔｈ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｆｆｅｃｔ［ Ｊ］ ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｆｒａｃｔｕｒｅ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１９， １００： １３９⁃１５３．

［２９］　 ＹＡＮＧ Ｚ Ｔ， ＹＵ Ｘ， ＸＵ Ｃ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｎｏｖｅｌ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ⁃ｂａｓｅｄ ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｈｅｘａ⁃
ｇｏｎａｌ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｗｉｔｈ ｍｏｄｅ Ⅲ ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌｌｙ ｐｅｒｍｅａｂｌｅ ／ ｉｍｐｅｒｍｅａｂｌｅ ｃｒａｃｋｓ［Ｊ］ ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｆｒａｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２０， １０７： １０２５５２．

［３０］　 ＷＡＮＧ Ｈ， ＬＩ Ｌ Ｈ， ＨＵＡＮＧ Ｊ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ａｐｐｒｏａｃｈ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｌａｎｅ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ
ｗｉｔｈ ｐｏｉｎｔ ｇｒｏｕｐ １０ ｍｍ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２０１５， ３９（１２）： ３３０６⁃３３１６．

［３１］　 ＷＡＮＧ Ｈ， ＣＨＥＮ Ｊ Ｒ， ＺＨＡＮＧ Ｘ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｏｎ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｌａｎｅ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｑｕａｓｉｃｒｙｓ⁃
ｔａｌｓ ｗｉｔｈ ｐｏｉｎｔ ｇｒｏｕｐ １２ ｍｍ［Ｊ］ ． Ａｂｓｔｒａｃｔ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０１４， ２０１４： ３６７０１８．

［３２］　 ＱＩＡＯ Ｙ， ＨＯＵ Ｇ， ＣＨＥＮ Ａ． Ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ａｐｐｒｏａｃｈ ｆｏｒ ｐｌａｎｅ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｔｗｏ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｏｃｔａｇｏｎａｌ
ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２０２１， ４００： １２６０４３．

［３３］　 ＬＩ Ｌ Ｈ， ＬＩＵ Ｇ Ｔ． Ｄｅｃａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｈｏｌｅｓ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｏｕｔ⁃ｏｆ⁃ｐｌａｎｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ
［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ Ａ， ２０１４， ３７８（１０）： ８３９⁃８４４．

［３４］　 ＨＯＵ Ｇ Ｌ， ＱＩ Ｇ Ｗ， ＸＵ Ｙ Ｎ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅ ｓｅｐａｒａｂｌｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｂｉｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ Ｍｉｎｄｌｉｎ ｐｌａｔｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｃｈｉｎａ： Ｐｈｙｓｉｃｓ， Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ＆ Ａｓｔｒｏｎｏｍｙ， ２０１３， ５６
（１）： ９７４⁃９８０．

６４８ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷


