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摘要：　 近年来，有关 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态基态解的实验研究已经取得了一系列重要的成果．该文在相关研究成果

的基础上，首先通过降维和无量纲化方法将 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态基态解问题转换成能量泛函极值问题，在离散该

泛函时，尝试使用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法离散该能量泛函的一维和二维情形．其次，对该能量泛函极小值问题进行了

数值模拟．最后，通过分析实验数据结果和图像得出，针对非旋转的 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的基态解问题可以使用

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法来求解，且数值结果的误差较小．

关　 键　 词：　 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态；　 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法；　 数值计算
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０　 引　 　 言

Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态是 Ｂｏｓｅ 气体冷却到接近绝对零度时的一种物态， 是 １９２０ 年前后 Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 在 Ｂｏｓｅ
分析光子行为的工作基础上对有质量的粒子所作的预测．２０ 世纪 ９０ 年代以来，在 ３ 位物理学家（Ｃｈｕ（朱棣

文）、Ｃｏｈｅｎ、Ｐｈｉｌｌｉｐｓ）的杰出工作下，激光冷却与囚禁中性原子技术得到了极大发展，也为 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚

的实现提供了条件．１９９５ 年，第一批实现 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚（ＢＥＣ）的几个研究小组分别来自美国科罗拉多大

学实验天体物理联合研究所（ＪＩＬＡ）、美国莱斯大学（Ｂｒａｄｌｅｙ 小组）、麻省理工学院（ＭＩＴ）（Ｗｏｌｆｇａｎｇ Ｋｅｔｔｅｒｌｅ
小组），他们分别独立宣告在实验上观察到了 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚现象，在物理界引起了强烈反响，是 Ｂｏｓｅ⁃
Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚研究历史上的一个重要里程碑．此后，有关 ＢＥＣ 的研究迅速发展，观察到了一系列新的现象，如
ＢＥＣ 的相干性、Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ 效应、蜗旋、超冷 Ｆｅｒｍｉ 原子气体．

为了研究 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的基态解和动力学问题，２００５ 年，Ｂａｏ 等［１］计算了旋转 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚

态的基态、对称及中心的漩涡态，并研究了其能量和化学势的变化．２０１７ 年，冯悦［２］ 介绍了在多维势阱下的

一种时空自适应有限元方法求解 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的基态解．同年，Ｌｉｕ 等［３］ 提出了梯度法来求解旋转的

双原子 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态基态解，并用大量的例子来证明其有效性．２０１８ 年，温建蓉等［４］ 采用数值方法和

Ｆｅｒｍｉ 近似来求解非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程，并且研究了 Ｂｏｓｅ 子凝聚态的基态稳定性． ２０２１ 年，Ｇａｉｄａｍｏｕｒ
等［５］提出了一个 ＨＰＣ 谱解器（ＢＥＣ２ＨＰＣ），用来求解非线性的 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程和带旋转的 ＢＥＣ 基态解问

题，该方法主要考虑基于快速 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变化的标准伪谱离散化方法，再采用预处理非线性共轭梯度方法来求

解归一化约束条件下能量泛函极小化问题的基态解．２０２０ 年，王智军［６］ 介绍了正规梯度流和预条件共轭梯

度法求旋转 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚体的基态．同年，Ｘｕ 等［７］ 改进了时空自适应有限元方法求解 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝

聚态的基态解．２０２２ 年，Ｃｈｅｎ 等［８］引入了两种二阶流作为约束非凸优化问题的能量最小化策略来求解带旋

转的 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的基态问题，并且讨论了几种数值离散方案．而针对非旋转 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚，
１９９５ 年，Ｅｄｗａｒｄｓ 等［９］提出了一种 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法来解决方程的基态解．２００３ 年，Ｂａｏ 和 Ｄｕ［１０］ 利用归一化

的梯度流方法来计算 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的基态解和第一激发态问题，并探讨了离散系统的稳定性．２００５
年，Ｂａｏ 等［１１⁃１２］介绍了时间分裂谱方法，用来计算 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的基态解，并验证了该方法的有效性

和准确性．２００７ 年，舒级等［１３］在二维空间中讨论了一类拟线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程，并证明了该方程所对应初值

问题的解在一定条件下爆破，同时利用变分方法，也得到了整体解存在的一个充分条件． ２０１３ 年，Ｃａｌｉａｒｉ
等［１４］利用 ＭＡＴＬＡＢ 的一个套件程序（ＧＳＧＰＥＳ）来求解 ＧＰＥ 系统的基态解问题．２０１１ 年，华冬英等［１５］将具有

径向对称的三维 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态问题简化为一维的雪茄形问题，并提出了有限元虚数法求解基态解问

题．２０１７ 年，Ｗｕ 等［１６］使用一种正则化 Ｎｅｗｔｏｎ 法来求解 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的基态解．２０１８ 年，杨娜等［１７］ 针

对广义带导数的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的精确解问题进行了研究分析，采用行波变换，将其化为常微分方

程动力系统，并计算出该方程动力系统的首次积分，讨论了系统在不同参数条件下的奇点与相图，得到了对

应的精确解．２０１９ 年，代猛等［１８］研究了立方 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的二阶向后差分有限元方法（ＢＤＦ２⁃ＦＥＭ）的无

条件最优误差估计．２０２１ 年，曹蕊等［１９］用一种迭代求解方法对所得非线性离散方程进行计算，与常规采用的

线性化处理方法所得的数值结果进行了详细比较和分析．结果表明，线性化求解法和迭代求解法这两种算法

均可用于求解基态解，计算所得能量均随时间演化呈衰减趋势．而求基态解的数值方法通常分为三类： 第一

类就是本文所用的方法，第二类是直接离散原来泛函极小值问题所对应的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，第三类是构

造含时间的梯度流方法．三类方法各有优势，第二类方法的优点是求解跟矩阵相关的非线性特征向量与特征

值问题，第三类方法是求解含时间的偏微分方程，而本文这种方法的优点在于可以使用现有的最优化理论与

方法［２０］中介绍的 ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ 方法来求解带约束的优化问题．基于此，本文对 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚

态的基态解问题做了 ３ 个方面的研究．首先，对 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的 Ｇｒｏｓｓ⁃Ｐｉｔａｅｖｓｋｉｉ 方程（ＧＰＥ）进行降维

和无量纲化处理，将 ＧＰＥ 问题转换成能量泛函极小值问题．其次，尝试通过 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法［２１］ 的离散

方法对能量泛函极小值问题进行离散．最后，进行数值模拟实验，并对实验结果进行分析，得出结论．
本文的结构安排如下：第 １ 节对 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的能量泛函极小值模型进行了简单的介绍； 第 ２
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节介绍了 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法一维和二维的具体离散格式；第 ３ 节通过给出的数值例子对该问题进行数值

模拟并进行了分析； 第 ４ 节对本文的工作做了一个简单的总结．

１　 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的能量泛函极小值模型简介

自从稀 Ｂｏｓｅ 原子气体中首次实验的实现，ＢＥＣ 引起了原子、分子和光学（ＡＭＯ）物理界和凝聚态物质界

的极大兴趣．在描述三维（３Ｄ）的 ＧＰＥ 时［２２⁃２５］，可以用非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程（ＮＬＳＥ）或宏观波函数 ψ ＝
ψ（ｘ，ｔ） 来描述绝对零度和低温状态下的性质．然后通过使用降维和无量纲化［１，２６］的手法对原问题进行适当

降维并得到无量纲 ＧＰ 方程（对于非旋转的 ＢＥＣ，即 Ω ＝ ０ 时 ｄ ＝ １，２，３）：

　 　 ｉ ∂ψ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ － １
２

Ñ２ ＋ Ｖ（ｘ） ＋ β ｜ ψ（ｘ，ｔ） ｜ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ψ（ｘ，ｔ），　 　 ｘ ∈ ＲＲ ｄ， ｔ ＞ ０， （１）

其中 β ∈ ＲＲ 为无量纲化相互作用系数，Ｖ（ｘ） 为无量纲化实值外部捕获势．且波函数归一化和能量泛函分别

表示为

　 　 Ｎ（ψ） ＝ ∫
ＲＲｄ

｜ ψ（ｘ，ｔ） ｜ ２ｄｘ ＝ １， （２）

　 　 Ｅ（ϕ） ＝ ∫
ＲＲｄ

１
２

｜ Ñϕ（ｘ） ｜ ２ ＋ Ｖ（ｘ） ｜ ϕ（ｘ） ｜ ２ ＋ β
２

｜ ϕ（ｘ） ｜ ４é

ë
êê

ù

û
úú ｄｘ ． （３）

因此 ＢＥＣ 的基态通常被定义为非凸极小化问题的最优值问题［２７⁃２９］：
　 　 ϕｇ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ

ϕ∈Ｓ
Ｅ（ϕ）， （４）

其中球面约束 Ｓ 被定义为

　 　 Ｓ ＝ {ϕ ｜ Ｅ（ϕ） ＜ ∞， ∫
ＲＲｄ

｜ ϕ（ｘ） ｜ ２ｄｘ ＝ １ } ． （５）

我们能够验证问题（４）的变分形式是一个非线性特征值问题．
对于方程（３），令

　 　 Ｆ（ϕ） ＝ ∫
ＲＲｄ

１
２

ϕｘϕ
－

ｘ ＋ Ｖ（ｘ）ϕϕ
－
＋ β

２
ϕϕ

－
ϕϕ

－é

ë
êê

ù

û
úú ｄｘ， （６）

存在实数 μ， 使得

　 　 ｆ（ϕ） ＝ Ｆ（ϕ） － μ ∫
ＲＲｄ
ϕϕ

－
ｄｘ － １( ) ． （７）

根据变分法的基本引理

　 　 ∂Ｆ

∂ϕ
－ ＝ ∂ｆ

∂ϕ
－ － Ñ

∂ｆ

∂（Ñϕ
－
）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ ０ （８）

可得

　 　 ∫
ＲＲｄ

－ １
２

Ñ２ϕ（ｘ） ＋ Ｖ（ｘ）ϕ（ｘ） ＋ βϕ２（ｘ）ϕ
－
（ｘ） － μϕ（ｘ）ｄｘ ＝ ０． （９）

即得到在限制条件下求解特征值问题：

　 　 μϕ（ｘ） ＝ － １
２

Ñ２ϕ（ｘ） ＋ Ｖ（ｘ）ϕ（ｘ） ＋ β ｜ ϕ（ｘ） ｜ ２ϕ（ｘ）， （１０）

　 　 ‖ϕ‖２
２ ＝ ∫

ＲＲｄ
｜ ϕ（ｘ） ｜ ２ｄｘ ＝ １． （１１）

这是一个正规化限制下的非线性特征值问题，任何特征值 μ 都可以用与之对应的 ϕ（ｘ） 通过下式得到：

　 　 μ ＝ ∫
ＲＲｄ

１
２

｜ Ñϕ ｜ ２ ＋ Ｖ（ｘ） ｜ ϕ ｜ ２ ＋ β ｜ ϕ ｜ ４é

ë
êê

ù

û
úú ｄｘ ＝ Ｅ（ϕ） ＋ ∫

ＲＲｄ

β
２

｜ ϕ ｜ ４ｄｘ ． （１２）

事实上，求得的特征函数是单位球面上能量泛函的临界点．为了找到 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的基态解，在
单位球面上最小化能量泛函，即求 ϕｇ ∈ Ｓ， 使得满足式（４）和（５）．
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２　 能量泛函极小值问题的离散化

２．１　 一维情形

在齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件下，对有界计算区域 Ｕ 上截断的

　 　 Ｅ（ϕ） ＝ ∫
Ｕ

１
２

｜ Ñϕ（ｘ） ｜ ２ ＋ Ｖ（ｘ） ｜ ϕ（ｘ） ｜ ２ ＋ β
２

｜ ϕ（ｘ） ｜ ４é

ë
êê

ù

û
úú ｄｘ （１３）

和

　 　 Ｓ ＝ {ϕ Ｅ（ϕ） ＜ ∞， ∫
Ｕ
｜ ϕ（ｘ） ｜ ２ｄｘ ＝ １ } （１４）

进行离散化，用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值多项式来逼近空间导数，用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 积分公式求解定积分．接下

来我们进行方程的离散．
选取 Ｕ ＝ （ａ，ｂ） 作为计算空间，对该定义域进行区域剖分，设Ｎ是空间区域分割的网格数，定义节点值 ｘｋ

＝ ａ ＋ ｂ
２

＋ ｂ － ａ
２

ｓｋ（ｋ ＝ ０，１，２，…，Ｎ），其中 ｓｋ ∈ ［ － １，１］ 为 ｘ 方向上的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 节点．定义 ωｋ

为 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 权重点， ａ ＝ ｘ０ ＜ ｘ１ ＜ ｘ２… ＜ ｘＮ－１ ＜ ｘＮ ＝ ｂ ．用 ϕｋ 表示函数 ϕ（ｘｋ） 在节点 ｘｋ 处的

近似值．
首先基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 节点，有如下的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值多项式形式：

　 　 ϕ（ｘ） ≈ ϕＮ（ｘ） ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
ϕ（ｘ ｊ） ｌ ｊ

ｘ － ａ ＋ ｂ
２

ｂ － ａ
２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

， （１５）

其中 ｌ ｊ（ ｓ） 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值基函数

　 　 ｌ ｊ
ｘ － ａ ＋ ｂ

２
ｂ － ａ
２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝ － １
Ｎ（Ｎ ＋ １）

１ － ｘ － ａ ＋ ｂ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ － ａ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｐ′Ｎ ｘ － ａ ＋ ｂ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ － ａ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ＰＮ ｘ ｊ －
ａ ＋ ｂ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ － ａ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

（１６）

且满足 Ｌａｇｒａｎｇｅ 正交性．

　 　 ϕ′（ｘｋ） ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
ϕ（ｘ ｊ）ｄｌ ｊ ｘ － ａ ＋ ｂ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ － ａ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ

ｘ ＝ ｘｋ

＝ ２
ｂ － ａ∑

Ｎ

ｊ ＝ ０
ϕ（ｘ ｊ）Ｄｋｊ， （１７）

其中

　 　 Ｄｋｊ ＝

－ Ｎ（Ｎ ＋ １）
４

，　 　 　 　 ｋ ＝ ｊ ＝ ０，

ＰＮ（ｘｋ）
ＰＮ（ｘ ｊ）

１
ｘｋ － ｘ ｊ

， ｋ ≠ ｊ，

０， ｋ ＝ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ － １，
Ｎ（Ｎ ＋ １）

４
， ｋ ＝ ｊ ＝ Ｎ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（１８）

因此对原函数基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 积分公式进行如下的离散操作：

　 　 Ｅ（ϕ） ＝ ∫
Ｕ

１
２

｜ Ñϕ（ｘ） ｜ ２ ＋ Ｖ（ｘ） ｜ ϕ（ｘ） ｜ ２ ＋ β
２

｜ ϕ（ｘ） ｜ ４é

ë
êê

ù

û
úú ｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫ｂ
ａ

１
２
（ϕ′（ｘ）） ２ ＋ Ｖ（ｘ）ϕ２（ｘ） ＋ β

２
ϕ４（ｘ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫１
－１

１
２

ϕ′ ａ ＋ ｂ
２

＋ ｂ － ａ
２

ｓæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋é

ë
êê Ｖ ａ ＋ ｂ

２
＋ ｂ － ａ

２
ｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ϕ２ ａ ＋ ｂ

２
＋ ｂ － ａ

２
ｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
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　 　 　 　 β
２

ϕ４ ａ ＋ ｂ
２

＋ ｂ － ａ
２

ｓæ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú
ｂ － ａ
２

ｄｓ ≈

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０

１
２

ϕ′ ａ ＋ ｂ
２

＋ ｂ － ａ
２

ｓｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋é

ë
êê Ｖ ａ ＋ ｂ

２
＋ ｂ － ａ

２
ｓｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ϕ２ ａ ＋ ｂ

２
＋ ｂ － ａ

２
ｓｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 β
２

ϕ４ ａ ＋ ｂ
２

＋ ｂ － ａ
２

ｓｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú
ｂ － ａ
２

ωｋ ＝

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０

１
２
（ϕ′（ｘｋ）） ２ ＋ Ｖ（ｘｋ）ϕ２（ｘｋ） ＋ β

２
ϕ４（ｘｋ）

é

ë
êê

ù

û
úú
ｂ － ａ
２

ωｋ ≡ ｆ（Φ），

其中　 　 Φ ＝ （ϕ（ｘ１），ϕ（ｘ２），…，ϕ（ｘＮ－１）） ．
同样地，我们把约束条件也进行离散操作：

　 　 ‖ϕ‖２ ≈ ∫ｂ
ａ
ϕ２（ｘ）ｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫１
－１
ϕ２ ａ ＋ ｂ

２
＋ ｂ － ａ

２
ｓæ

è
ç

ö

ø
÷
ｂ － ａ
２

ｄｓ ＝

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ϕ２ ａ ＋ ｂ

２
＋ ｂ － ａ

２
ｓｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｂ － ａ
２

ω ｋ ＝

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ϕ２（ｘｋ）

ｂ － ａ
２

ω ｋ ＝ １ ≡ ｇ（Φ），

其中　 　 Φ ＝ （ϕ（ｘ１），ϕ（ｘ２），…，ϕ（ｘＮ－１）） ．
于是得到一个普通优化问题：
　 　 ｍｉｎ

Φ∈ＵＮ－１
ｆ（Φ），　 ｓ．ｔ．　 ｇ（Φ） － １ ＝ ０． （１９）

２．２　 二维情形

在齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件下，对有界计算区域 Ｕ 上截断的

　 　 Ｅ（ϕ） ＝ ∫ｂ
ａ
∫ｄ
ｃ

１
２

｜ Ñϕ（ｘ，ｙ） ｜ ２ ＋ Ｖ（ｘ，ｙ） ｜ ϕ（ｘ，ｙ） ｜ ２ ＋ β
２

｜ ϕ（ｘ，ｙ） ｜ ４é

ë
êê

ù

û
úú ｄｘｄｙ

和

　 　 Ｓ ＝ {ϕ Ｅ（ϕ） ＜ ∞，∫ｂ
ａ
∫ｄ
ｃ
｜ ϕ（ｘ，ｙ） ｜ ２ｄｘｄｙ ＝ １ }

进行离散化，用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值多项式来逼近空间导数，用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 积分公式求解定积分．接下

来我们进行方程的离散．
选取 Ｕ ＝ （ａ，ｂ） × （ｃ，ｄ） 作为空间，对该定义域进行区域剖分，设Ｎ是空间区域分割的网格数，定义节点

值 ｘｋ ＝
ａ ＋ ｂ
２

＋ ｂ － ａ
２

ｓｋ（ｋ ＝ ０，１，２，…，Ｎ）， ｙ ｊ ＝
ｄ ＋ ｃ
２

＋ ｄ － ｃ
２

ｒ ｊ（ ｊ ＝ ０，１，２，…，Ｎ），其中 ｓｋ，ｒ ｊ ∈ ［ － １，１］ 分别

为 ｘ，ｙ 方向的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 节点．定义 ω ｋ 为 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 权重点，用 ϕｋ，ｊ 来表示函数

ϕ（ｘｋ，ｊ） 在节点（ｘｋ，ｙ ｊ） 处的近似值．
首先基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 节点，有如下的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值多项式形式：

　 　 ϕ（ｘ，ｙ） ≈ ϕＮ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
∑
Ｎ

ｎ ＝ ０
ϕ（ｘｉ，ｙｎ） ｌｉ

ｘ － ａ ＋ ｂ
２

ｂ － ａ
２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ｌｎ
ｙ － ｃ ＋ ｄ

２
ｄ － ｃ
２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

， （２０）

其中 ｌｉ（ ｓ），ｌｎ（ ｓ） 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值基函数

　 　 ｌｉ
ｘ － ａ ＋ ｂ

２
ｂ － ａ
２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝ － １
Ｎ（Ｎ ＋ １）

１ － ｘ － ａ ＋ ｂ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ － ａ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｐ′Ｎ ｘ － ａ ＋ ｂ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ － ａ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ＰＮ ｘｉ －
ａ ＋ ｂ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ － ａ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

， （２１）
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　 　 ｌｎ
ｙ － ｃ ＋ ｄ

２
ｄ － ｃ
２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝ － １
Ｎ（Ｎ ＋ １）

１ － ｙ － ｃ ＋ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｄ － ｃ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｐ′Ｎ ｙ － ｃ ＋ ｄ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｄ － ｃ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ＰＮ ｙｎ － ｃ ＋ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｄ － ｃ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

， （２２）

且满足 Ｌａｇｒａｎｇｅ 正交性．

　 　 ϕｘ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
∑
Ｎ

ｎ ＝ ０
ϕ（ｘｉ，ｙｎ）

ｄｌｉ ｘ － ａ ＋ ｂ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ － ａ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｄｘ
ｌｎ

ｙ － ｃ ＋ ｄ
２

ｄ － ｃ
２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ｙ ＝ ｙ ｊ
ｘ ＝ ｘｋ

＝

　 　 　 　 ２
ｂ － ａ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
∑
Ｎ

ｎ ＝ ０
ϕ（ｘ ｊ，ｙｎ）Ｄｋｉ ｌｎ

ｙ ｊ －
ｃ ＋ ｄ
２

ｄ － ｃ
２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

， （２３）

　 　 ϕｙ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
∑
Ｎ

ｎ ＝ ０
ϕ（ｘｉ，ｙｎ）

ｄｌｎ ｙ － ｃ ＋ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｄ － ｃ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｄｙ
ｌｉ

ｘ － ａ ＋ ｂ
２

ｂ － ａ
２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ｙ ＝ ｙ ｊ
ｘ ＝ ｘｋ

＝

　 　 　 　 ２
ｄ － ｃ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
∑
Ｎ

ｎ ＝ ０
ϕ（ｘ ｊ，ｙｎ）Ｄ ｊｎ ｌｉ

ｘｋ － ａ ＋ ｂ
２

ｂ － ａ
２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

， （２４）

其中

　 　 Ｄｋｉ ＝

－ Ｎ（Ｎ ＋ １）
４

，　 　 　 　 ｋ ＝ ｉ ＝ ０，

ＰＮ（ｘｋ）
ＰＮ（ｘｉ）

１
ｘｋ － ｘｉ

， ｋ ≠ ｉ，

０， ｋ ＝ ｉ ＝ １，２，…，Ｎ － １，
Ｎ（Ｎ ＋ １）

４
， ｋ ＝ ｉ ＝ Ｎ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（２５）

　 　 Ｄ ｊｎ ＝

－ Ｎ（Ｎ ＋ １）
４

，　 　 　 　 ｊ ＝ ｎ ＝ ０，

ＰＮ（ｘ ｊ）
ＰＮ（ｘｎ）

１
ｙ ｊ － ｙｎ

， ｊ ≠ ｎ，

０， ｊ ＝ ｎ ＝ １，２，…，Ｎ － １，
Ｎ（Ｎ ＋ １）

４
， ｊ ＝ ｎ ＝ Ｎ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（２６）

因此对原函数基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 积分公式进行如下的离散操作：

　 　 Ｅ（ϕ） ＝ ∫ｂ
ａ
∫ｄ
ｃ

１
２

ϕ２
ｘ（ｘ，ｙ） ＋ １

２
ϕ２

ｙ（ｘ，ｙ） ＋ Ｖ（ｘ，ｙ）ϕ２（ｘ，ｙ） ＋ β
２

ϕ４（ｘ，ｙ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｘｄｙ ≈

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
∑
Ｎ

ｊ ＝ ０

１
２

ϕ２
ｘ
ａ ＋ ｂ
２

＋ ｂ － ａ
２

ｓｋ，
ｃ ＋ ｄ
２

＋ ｄ － ｃ
２

ｒ ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë
êê

　 　 　 　 １
２

ϕ２
ｙ
ａ ＋ ｂ
２

＋ ｂ － ａ
２

ｚｋ，
ｃ ＋ ｄ
２

＋ ｄ － ｃ
２

ｚ ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 Ｖ ａ ＋ ｂ
２

＋ ｂ － ａ
２

ｓｋ，
ｃ ＋ ｄ
２

＋ ｄ － ｃ
２

ｒ ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷·ϕ２ ａ ＋ ｂ

２
＋ ｂ － ａ

２
ｓｋ，

ｃ ＋ ｄ
２

＋ ｄ － ｃ
２

ｒ ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
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　 　 　 　 β
２

ϕ４ ａ ＋ ｂ
２

＋ ｂ － ａ
２

ｓｋ，
ｃ ＋ ｄ
２

＋ ｄ － ｃ
２

ｒ ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú
ｂ － ａ
２

·ｄ － ｃ
２

ω ｋω ｊ ＝

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
∑
Ｎ

ｊ ＝ ０

１
２

ϕ２
ｘ（ｘｋ，ｙ ｊ） ＋ １

２
ϕ２

ｙ（ｘｋ，ｙ ｊ） ＋ Ｖ（ｘｋ，ｙ ｊ）ϕ２（ｘｋ，ｙ ｊ） ＋é

ë
êê

　 　 　 　 β
２

ϕ４（ｘｋ，ｙ ｊ）
ù

û
úú
ｂ － ａ
２

·ｄ － ｃ
２

ω ｋω ｊ ≡ ｆ（Φ），

其中 Φ是一个（Ｎ － １） × （Ｎ － １） 的矩阵．
同样地，把约束条件也进行离散操作：

　 　 ‖ϕ‖２ ≈ ∫ｂ
ａ
∫ｄ
ｃ
ϕ２（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ ＝

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
ϕ２ ａ ＋ ｂ

２
＋ ｂ － ａ

２
ｓｋ，

ｃ ＋ ｄ
２

＋ ｄ － ｃ
２

ｒ ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷·ｂ － ａ

２
·ｄ － ｃ

２
ω ｋω ｊ ＝

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
ϕ２（ｘｋ，ｙ ｊ）

ｂ － ａ
２

·ｄ － ｃ
２

ω ｋω ｊ ＝ １ ≡ ｇ（Φ），

其中 Φ是一个（Ｎ － １） × （Ｎ － １） 的矩阵．
于是得到一个普通优化问题：
　 　 ｍｉｎ

Φ∈Ｕ（Ｎ－１） ×（Ｎ－１）
ｆ（Φ），　 ｓ．ｔ．　 ｇ（Φ） － １ ＝ ０． （２７）

对于优化问题（１７）和（２５），我们对解的存在性进行了讨论．首先针对约束优化问题考虑使用 Ｌａｇｒａｎｇｅ
函数：

　 　 Ｌ（Φ，λ） ＝ ｆ（Φ） － λ（ｇ（Φ） － １）， （２８）
其中 λ 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子．

在 Φ∗，λ∗ 处对 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数（２６）求偏导：
　 　 ÑΦＬ（Φ∗，λ∗） ＝ ÑΦｆ（Φ∗） － λ∗ ÑΦ（ｇ（Φ∗） － １） ． （２９）

因此对于方程（２７），如果对于任意解 Φ∗， λ∗ 使得ÑΦＬ（Φ∗， λ∗） ≠ ０，则优化问题的解不存在．反之，如果

对于任意解 Φ∗， λ∗ 使得ÑΦＬ（Φ∗， λ∗） ＝ ０， 则此优化问题解存在，并且满足最优性条件（ＫＫＴ）：

　 　

ÑΦＬ（Φ∗，λ∗） ＝ ０，

ｇ（Φ∗） － １ ＝ ０，
λ∗ ≥ ０，
λ∗（ｇ（Φ∗） － １） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

针对以上一维、二维的离散优化问题有解的情况，考虑对优化问题（１７）和（２５）使用现有的最优化理论

与文献［２０］中介绍的内点法来求解．

３　 数 值 计 算

前面我们已经对一维和二维的能量泛函方程进行了离散，下面对具体的计算例子进行数值计算和分析．
３．１　 一、二维数值误差分析

在文献 ［３０⁃３１］中已经证明了在近似空间中的误差估计，在本小节中，我们首先考虑能量泛函极小值问

题（４）的一种简单情形，特别地，当 β ＝ ０ 时，一维情形（ｄ ＝ １），能量泛函极小值问题（４） 有真解，为 ϕｇ（ｘ） ＝

（１ ／ π １ ／ ４）ｅ －ｘ２ ／ ２ ．二维情形（ｄ ＝ ２），能量泛函极小值问题（４） 有真解，为 ϕｇ（ｘ） ＝ （１ ／ π １ ／ ２）ｅ －（ｘ２＋ｙ２） ／ ２， 并且考虑

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法的近似和空间 ＸＮ ＝ ｓｐａｎ { ｌｉ（ｘ），ｉ ＝ １，２，… } ，其中 ｌｉ（ｘ） 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 基函数，假设 ϕＮ 为

离散问题的最小化解，则

　 　 ϕＮ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ϕｉ ｌｉ（ｘ） ．

在 ＸＮ 空间下，有如下形式：
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　 　 ‖ϕＮ － ϕｇ‖Ｌ２ ≤ ‖ϕＮ － ϕｇ‖Ｈ１ ≤ Ｃ ｍｉｎ
ｖＮ∈ＸＮ

‖ｖＮ － ϕ‖Ｈ１ ．

又由式（１６）知，当 Ｎ → ∞ 时，ｍｉｎｖＮ∈ＸＮ
‖ｖＮ － ϕ‖Ｈ１ → ０，故当 Ｎ → ∞ 时，‖ϕＮ － ϕｇ‖Ｌ２ → ０， 即是收敛的．

因此本文对离散误差 ε ＝‖ϕＮ － ϕｇ‖Ｌ２ 进行了数值模拟．表 １ 和表 ２ 为一维和二维的误差值与 Ｎ的变化

关系，从表中数据可以看出当 Ｎ → ∞ 时，空间分割较细，ϕＮ → ϕｇ，则 ‖ϕＮ － ϕｇ‖Ｌ２ →０， 因此是具有收敛性

的．图 １ 为一维（－１６，１６）和二维（－８，８）×（－８，８）的误差收敛性图像，从图中可以发现当 Ｎ ≥ ３０ 时，误差值

很小，收敛率快，精确度很高．此外 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法具有收敛性强，收敛速度快等特点．
表 １　 一维情况下，改变 Ｎ 的大小，误差 ε 的变化情况

Ｔａｂｌｅ １　 Ｉｎ ｔｈｅ １Ｄ ｃａｓｅ， ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ε ｗｉｔｈ Ｎ

Ｎ １０ ２０ ３０ ４０ ５０

ｅｒｒｏｒ ε ６．４６Ｅ－１ １．７９Ｅ－１ ４．６７Ｅ－２ １．１０Ｅ－２ １．１０Ｅ－３

表 ２　 二维情况下， 改变 Ｎ 的大小， 误差 ε 的变化情况

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｉｎ ｔｈｅ ２Ｄ ｃａｓｅ， ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ε ｗｉｔｈ Ｎ

Ｎ １０ ２０ ３０ ４０ ５０

ｅｒｒｏｒ ε ３．６５Ｅ－１ ２．２３Ｅ－２ ５．３８Ｅ－４ ９．３１Ｅ－７ １．２２Ｅ－９

图 １　 一维（左图）、二维（右图）情况下， 改变 Ｎ 的大小，误差 ε 的变化情况

Ｆｉｇ． １　 Ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ε ｗｉｔｈ Ｎ ｉｎ ｔｈｅ １Ｄ ｃａｓｅ （ ｌｅｆｔ） ａｎｄ ｔｈｅ ２Ｄ ｃａｓｅ （ｒｉｇｈｔ）

图 ２　 β ＝ ５，１０，１００，１ ０００ 时，一维 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的基态解 ϕｇ（ｘ）

Ｆｉｇ． ２　 Ｇｒｏｕｎｄ ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ϕｇ（ｘ） ｏｆ ｔｈｅ １Ｄ Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ ｃｏｎｄｅｎｓａｔｅｓ ｆｏｒ β ＝ ５，１０，１００，１ ０００

３．２　 一维情形

针对具有强相互作用的非旋转 ＢＥＣ，即 β ≫ １， 初始解通常选择 Ｔｈｏｍａｓ⁃Ｆｅｒｍｉ 近似：
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　 　 ϕ０（ｘ） ＝
μ － Ｖ（ｘ）

β
，　 　 μ － Ｖ（ｘ） ≥ ０，

０， ｏｔｈｅｒｓ，

ì

î

í

ïï

ïï

其中 μ ＝ １
２

３β
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ／ ３

，并且我们取 ａ ＝ － １６，ｂ ＝ １６，Ｕ ＝ （ － １６，１６） ．然后进行数值模拟得到图 ２，从图中可以发

现基态解在 ｘ ＝ ０ 处的值随着 β 的增大而逐渐减小，且随着 β 的增大，基态解会提前出现山峰状的区域，在该

区域基态解数值变化剧烈．表 ３为当Ｎ ＝ ６４ 时，Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法离散后得到的函数值与

β 的变化关系．在表中我们对两种离散格式进行了比较，其中特殊情况 β ＝ ０ 时采取的初始条件为 ϕ０（ｘ） ＝

（１ ／ π １ ／ ４）ｅ －ｘ２ ／ ２ ．通过比较可以发现，Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法离散后得到的函数值与 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法离散后得到

的函数值误差很小．
表 ３　 一维情况下 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法的能量值 Ｅβ（ϕｇ） 和 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法的能量值 Ｅβ（ϕＦＰ

ｇ ） 与 β 之间的变化情况

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｎｅｒｇｙ ｖａｌｕｅ Ｅβ（ϕｇ） ｏｆ ｔｈｅ Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｅｎｅｒｇｙ ｖａｌｕｅ Ｅβ（ϕＦＰ
ｇ ）

ｏｆ ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｔｈｅ １Ｄ ｃａｓｅ， ｃｈａｎｇｉｎｇ ｗｉｔｈ β

β ０ ５ １０ １００ １ ０００
Ｅβ（ϕｇ） ０．４９９ ９ １．３１６ ０ １．９４７ ２ ８．５０８ ５ ３９．３２２ ４

Ｅβ（ϕＦＰ
ｇ ） ０．５００ ０ １．３１６ １ １．９４７ １ ８．５０８ ５ ３９．３２２ ４

３．３　 二维情形

对于二维方程，初始解同样选择 Ｔｈｏｍａｓ⁃Ｆｅｒｍｉ 近似：

　 　 ϕ０（ｘ，ｙ） ＝
μ － Ｖ（ｘ，ｙ）

β
，　 　 μ － Ｖ（ｘ，ｙ） ≥ ０，

０， ｏｔｈｅｒｓ，

ì

î

í

ïï

ïï

其中 μ ＝ （β ／ π） １ ／ ２，并且我们取 Ｕ ＝ （ － ８，８） × （ － ８，８）， 然后进行数值模拟．表 ４ 为当 Ｎ ＝ ３０ 时，Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱
方法和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法离散后得到的函数值与 β 的变化关系．在表中我们对两种离散格式进行了比较，
其中特殊情况 β ＝ ０ 时采取的初始条件为 ϕ０（ｘ，ｙ） ＝ （１ ／ π １ ／ ２）ｅ －（ｘ２＋ｙ２） ／ ２ ．通过比较可以发现，Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱

方法离散后得到的函数值与 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法离散后得到的函数值误差也很小．图 ３ 为在 Ｎ ＝ ３０ 的情况下 β ＝
５，１０，１００，１ ０００ 时，二维 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的基态解 ϕｇ（ｘ，ｙ） ．

表 ４　 二维情况下 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法的能量值 Ｅβ（ϕｇ） 和 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法的能量值 Ｅβ（ϕＦＰ
ｇ ） 与 β 之间的变化情况

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｅｎｅｒｇｙ ｖａｌｕｅ Ｅβ（ϕｇ） ｏｆ ｔｈｅ Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｅｎｅｒｇｙ ｖａｌｕｅ Ｅβ（ϕＦＰ
ｇ ）

ｏｆ ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｔｈｅ ２Ｄ ｃａｓｅ， ｃｈａｎｇｉｎｇ ｗｉｔｈ β

β ０ ５ １０ １００ １ ０００
Ｅβ（ϕｇ） １ １．４３７ １ １．６１１ ７ ３．９８３ ６ １２．００１

Ｅβ（ϕＦＰ
ｇ ） ０．９６８ ７ １．５０１ １ １．６９７ １ ４．００４ ０ １２．００１

（ａ） β ＝ ５ （ｂ） β ＝ １０
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（ｃ） β ＝ １００ （ｄ） β ＝ １ ０００
图 ３　 β ＝ ５，１０，１００，１ ０００ 时的 ϕｇ（ｘ，ｙ）

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ϕｇ（ｘ，ｙ） ｇｒａｐｈｓ ｆｏｒ β ＝ ５，１０，１００，１ ０００

　 　 在上述数值算例中我们对 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法求解的数值实验结果与 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法求解的数值实验

结果进行了比较，发现 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法相对而言计算精度更高，而此方法随着精度更高的同时出现了

计算效率不高的情况，但是计算精度的优点远远超过计算效率慢的缺点，因此针对非旋转的 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝

聚态的基态解问题可以使用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法来求解．

４　 结　 　 论

本文尝试利用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法求解 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的基态解．首先系统地介绍了 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ
凝聚的相关历史背景与 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 的物理模型，然后通过研究模型的推导过程，将 ＧＰＥ 基态解问题转换

成能量泛函极小值问题，对其泛函使用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法进行离散化，最后进行数值模拟实验．通过数值

模拟发现随着数值解趋于稳定，能量也会趋于稳定变化且变化缓慢．在本文实验中，我们将 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱

方法求解的实验结果与 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法求解的实验结果进行了比较分析，最后通过实验分析结果得出了一个

结论：针对非旋转的 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的基态解问题可以使用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法来求解，且误差较小．
本文在利用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法求解 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的基态解问题时也遇到了一些困难，例如，数

值计算效率慢等．因此，接下来的工作我们会继续对 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置谱方法求解 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的基态解

问题进行相关的研究，尝试找出一种既能提高效率又能增加计算精度的方法．此外我们也会关注更高维的情

况以及带旋转型 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态的基态解问题．
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