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摘要：　 该文构造了 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｍａｒｕｙａｍａ（ＥＭ）方法求解一类带 Ｃａｐｕｔｏ 导数的变分数阶随机微分方程．首先， 证明了该

方程的适定性； 然后， 详细推导出对应的 ＥＭ 方法， 并对该方法进行了强收敛性的分析， 通过使用 ＥＭ 方法的连续

形式证明了其强收敛阶为 β － ０．５， 其中 β是 Ｃａｐｕｔｏ 导数的阶数，且满足 ０．５ ＜ β ＜ １．最后， 通过数值实验验证了理

论分析结果的正确性．
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０　 引　 　 言

分数阶微积分理论是数学的一个重要分支，是一门研究任意阶导数和积分的学科．在初始阶段的发展过

程中，它被认为是一个抽象的数学概念［１］，几乎没有任何应用的空间．但是，随着研究的深入，现如今它被认

为是科学界进行数学建模最重要的工具之一［２⁃５］ ．科学工程的各种重要现象都可以用它来很好地描述，包括
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部分推移物质输运扩散模型、地震动力学、黏弹性系统、生物物理系统、混沌和波传播等，并且已经较广泛地

用于模拟控制理论研究、聚合物研究、信号和图像处理系统、计算机网络、数学生物学等领域［６⁃１０］ ．
分数阶微积分理论应用的日渐增加推动了分数阶微分方程数值解法的发展和研究［１１⁃１３］ ．因为其中有不

确定性因素的存在，所以大多数分数阶随机微分方程的精确解很难求得，只能提供解的数值逼近，如文献

［１４］中，Ｊｉｎｇ 等研究了一类由分数阶噪声驱动的分数阶随机偏微分方程的平均原理，发现在某种条件下，该
分数阶随机偏微分方程的解可以由平均随机系统的解来近似表示；在文献［１５］中，Ｇｕｏ 等施加了一些新的

平均条件来处理 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶随机微分方程的平均原则，研究发现：Ｃａｐｕｔｏ 分数阶随机微分系统的解可以

被相应的均值方程的解所逼近．由于 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｍａｒｕｙａｍａ（ＥＭ）方法具有简单的代数结构、廉价的计算成本和在

全局 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件下可接受的收敛速度［１６⁃１７］， 因此它一直吸引着大量学者的注意力，如在文献［１８］中，钱
思颖等用 ＥＭ 方法求解了一类带有弱奇性核的多项分数阶非线性随机微分方程．

变分数阶随机微分方程的研究是分数阶随机微分方程领域的新课题，因为它具有变化的阶数，可对黏弹

性行为进行长时间的建模［１９］ ．本文将采用并扩展文献［２０］中的理论分析方法来研究以下带 Ｃａｐｕｔｏ 导数的

变分数阶随机微分方程的适定性问题及其 ＥＭ 方法：
　 　 Ｄβ

ｔ ｕ（ ｔ） ＝ Ｉα（ ｔ）０，ｔ ｕ（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔ，ｕ（ ｔ）） ＋ ｇ（ ｔ，ｕ（ ｔ））（ｄＷｔ ／ ｄｔ）， （１）
其中， Ｄβ

ｔ ｕ（ ｔ） 为 Ｃａｐｕｔｏ 导数， Ｉα（ ｔ）０，ｔ ｕ（ ｔ） 是 α（ ｔ） 阶的 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 积分， Ｗｔ 是一个在完备概率空间（Ω，
Ｆ，Ｆ ＝ { Ｆｔ } ｔ∈［０，∞ ），Ｐ） 上的标准 Ｂｒｏｗｎ 运动， ｕ（０） ＝ γ 为初值．

本文的第 １ 节将介绍文中用到的基本定理、基本引理和相关假设；第 ２ 节将对该变分数阶随机微分方程

进行转化并探索解的存在性、唯一性和连续依赖性；第 ３ 节将推导出该变分数阶随机微分方程的 ＥＭ 方法，
并证明其强收敛性；第 ４ 节将进行数值实验来验证理论分析结果；第 ５ 节将给出本文的总结．

１　 预 备 知 识

令 ｜· ｜ 表示ＲＲ 中的内积范数．对于两个实数 ａ，ｂ，记 ａ ∨ ｂ 表示 ｍａｘ { ａ，ｂ } ．
１．１　 基本知识

定义 １　 设 ｆ：［０， ＋ ∞） → ＲＲ ， 则称

　 　 Ｉα（ ｔ）０，ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １
Γ（α（ ｔ））∫

ｔ

０
（ ｔ － ｓ） α（ ｔ） －１ ｆ（ ｓ）ｄｓ

为 α（ ｔ） 阶的分数阶 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 积分［２１］，其中 α（ ｔ） ＞ ０，Γ（·） 为 Ｇａｍｍａ 函数．
定义 ２　 设函数 ｆ ∈ Ｃ［０， ＋ ∞），０．５ ＜ β ＜ １， 则称

　 　 Ｄβ
ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １

Γ（１ － β）∫
ｔ

０

ｆ′（ ｓ）
（ ｔ － ｓ） β ｄｓ

为 β 阶的分数阶 Ｃａｐｕｔｏ 导数［２２⁃２４］ ．
１．２　 假设条件

假设 １　 ｆ（ ｔ，ｙ） 和 ｇ（ ｔ，ｙ） 在ＲＲ 上满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续，存在 Ｌ ＞ ０ 对所有 ｘ，ｙ ∈ ＲＲ ，ｔ ∈ ［０，Ｔ］ 都有

　 　 ｜ ｆ（ ｔ，ｘ） － ｆ（ ｔ，ｙ） ｜ ∨｜ ｇ（ ｔ，ｘ） － ｇ（ ｔ，ｙ） ｜ ≤ Ｌ ｜ ｘ － ｙ ｜ ．
假设 ２　 ｆ（ ｔ，ｙ） 和 ｇ（ ｔ，ｙ） 在 ［０，Ｔ］ 上满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续，存在 Ｌ ＞ ０ 使得对所有 ｘ∈ＲＲ ， ｔ，ｓ∈［０，Ｔ］

都有

　 　 ｜ ｆ（ ｔ，ｘ） － ｆ（ ｓ，ｘ） ｜ ∨｜ ｇ（ ｔ，ｘ） － ｇ（ ｓ，ｘ） ｜ ≤ Ｌ ｜ ｔ － ｓ ｜ ．
假设 ３（线性增长条件）　 存在常数 Ｌ ＞ ０ 对所有的 ｘ ∈ ＲＲ ， ｔ ∈ ［０，Ｔ］， 有

　 　 ｜ ｆ（ ｔ，ｘ） ｜ ∨｜ ｇ（ ｔ，ｘ） ｜ ≤ Ｌ（１ ＋｜ ｘ ｜ ） ．
假设 ４　 α（ ｔ） 在区间 ［０，Ｔ］ 上连续可微，０．５ ＜ β ＜ １， 且存在 ０ ＜ α（ ｔ） ＜ α∗ ＜ β ＜ １， 对任意的 ０

≤ α（ ｔ） ≤ １， 都有 α∗ ＋ α（ ｔ） ＞ １．

２　 变分数阶随机微分方程解的适定性

２．１　 方程的等价变形

对式（１）的两边同时作用 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 积分算子：
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　 　 Ｉβ０，ｔ［Ｄβ
ｔ ｕ（ ｔ）］ ＝ Ｉβ０，ｔＩα（ ｔ）０，ｔ ｕ（ ｔ） ＋ Ｉβ０，ｔ ｆ（ ｔ，ｕ（ ｔ）） ＋ Ｉβ０，ｔｇ（ ｔ，ｕ（ ｔ））

ｄＷｔ

ｄｔ
，

可以得到

　 　 ｕ（ ｔ） － ｕ（０） ＝ Ｉβ０，ｔＩα（ ｔ）０，ｔ ｕ（ ｔ） ＋ １
Γ（β）∫

ｔ

０
（ ｔ － ｓ） β －１ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 １
Γ（β）∫

ｔ

０
（ ｔ － ｓ） β －１ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄＷｓ， （２）

其中

　 　 Ｉβ０，ｔＩα（ ｔ）０，ｔ ｕ（ ｔ） ＝ １
Γ（β）∫

ｔ

０
（ ｔ － τ） β －１ １

Γ（α（τ））∫
τ

０

ｕ（ ｓ）
（τ － ｓ） １－α（τ） ｄｓｄτ ．

变换上面累次积分的次序，可以得到

　 　 Ｉβ０，ｔＩ０，ｔ α（ ｔ）ｕ（ ｔ） ＝ １
Γ（β）∫

ｔ

０
ｕ（ ｓ）∫ｔ

ｓ

（τ － ｓ） α（τ） －１（ ｔ － τ） β －１

Γ（α（τ））
ｄτｄｓ ．

令

　 　 ｋ（ ｔ，ｓ） ＝ １
Γ（β）∫

ｔ

ｓ

（τ － ｓ） α（τ） －１（ ｔ － τ） β －１

Γ（α（τ））
ｄτ， （３）

则式（２）可写成

　 　 ｕ（ ｔ） ＝ ｕ（０） ＋ ∫ｔ
０
ｋ（ ｔ，ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ ＋ １

Γ（β）∫
ｔ

０
（ ｔ － ｓ） β －１ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 １
Γ（β）∫

ｔ

０
（ ｔ － ｓ） β －１ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄＷｓ ． （４）

２．２　 解的适定性

本小节将采用文献［２５］中的技巧来证明方程（１）的解的适定性，即解的存在性、唯一性和连续依赖性．
设 Ｇ２（［０，Ｔ］） 为所有可测过程 Ｘ 的空间，其中 Ｘ 是ＦＴ 适应的，ＦＴ ＝ { Ｆｔ } ｔ∈［０，Ｔ］， 且满足

　 　 ｜ Ｘ ｜ Ｇ２ ＝ ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

Ｅ［ ｜ Ｘ（ ｔ） ｜ ］ ＜ ∞ ．

显然， （Ｇ２（［０，Ｔ］）， ｜· ｜ Ｇ２） 是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间．引入算子 Ｚγ， 即

　 　 Ｚγｕ（ ｔ） ＝ γ ＋ ∫ｔ
０
ｋ（ ｔ，ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ ＋ １

Γ（β）∫
ｔ

０
（ ｔ － ｓ） β －１ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 １
Γ（β）∫

ｔ

０
（ ｔ － ｓ） β －１ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄＷｓ， （５）

其中，等号右边的第一个积分本质上是一个双重积分．为了利用算子 Ｚγ 来证明方程（１） 的解的适定性，首先

将验证算子 Ｚγ 的合理性．
引理 １　 对于算子 Ｚγ，若 ｆ（·，０） 是Ｌ２ 可积的和 ｇ（·，０） 是本性有界的．则当 ｔ ∈ ［０，Ｔ］ 时，有下式成立：
　 　 Ｅ［ ｜ Ｚγｕ（ ｔ） ｜ ２］ ＜ ∞，

即说明算子 Ｚγ 定义合理．
证明　 对式（５）两边的平方求期望，可得

　 　 Ｅ［ ｜ Ｚγｕ（ ｔ） ｜ ２］ ≤ ４Ｅ［ ｜ γ ２ ｜ ］ ＋ ４Ｅ ∫ｔ
０
ｋ（ ｔ，ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ

２

[ ] ＋

　 　 　 　 ４
Γ２（β）

Ｅ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） β －１ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄｓ

２

[ ] ＋ ４
Γ２（β）

Ｅ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） β －１ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄＷｓ

２

[ ] ． （６）

首先对式（６）右侧第 ２ 项进行处理，先对 ｋ（ ｔ，ｓ） 进行放缩．显然，Γ（ ｔ） 在（０，１］ 上递减，所以 Γ（α（τ）） ＞
Γ（１） ＝ １， 则有

　 　 ｜ ｋ（ ｔ，ｓ） ｜ ＝ １
Γ（β）∫

ｔ

ｓ

（τ － ｓ） α（τ） －１（ ｔ － τ） β －１

Γ（α（τ））
ｄτ ＝
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１

Γ（β）∫
ｔ

ｓ

（τ － ｓ） α（τ） ＋α∗－１（ ｔ － τ） β －１

Γ（α（τ））（τ － ｓ） α∗ ｄτ ≤

　 　 　 　 Ｔ２α∗－１

Γ（β）
｜ （ ｔ － ｓ） β －α∗Ｂ（１ － α∗，β） ｜ ≤

　 　 　 　 Ａ（ ｔ － ｓ） β －α∗， （７）
其中

　 　 Ａ ＝ Ｂ（１ － α∗，β）
Γ（β）

ｍａｘ { １，Ｔ２α∗－１ } ． （８）

将式（７）代入式（６）右侧的第 ２ 项，并使用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式［２６］，则有

　 　 Ｅ ∫ｔ
０
ｋ（ ｔ，ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ

２

[ ] ≤ Ａ２∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） ２β －２α∗ｄｓ·Ｅ ∫ｔ

０
｜ ｕ（ ｓ） ｜ ２ｄｓ[ ] ≤

　 　 　 　 Ａ２ ｔ２β －２α∗＋２

２β － ２α∗ ＋ １
ｓｕｐ

ｔ∈［０，Ｔ］
Ｅ［ ｜ ｕ（ ｔ） ｜ ２］ ≤ Ａ２Ｔ２β －２α∗＋２

２β － ２α∗ ＋ １
｜ ｕ ｜ ２

Ｇ２ ＜ ∞ ．

然后对式（６）右侧的第 ３ 项进行处理．由于 ｆ（·，０） 是Ｌ２ 可积的，故有∫∞
０
｜ ｆ（ ｓ，０） ｜ ２ｄｓ ＜ ∞ ．使用 Ｈöｌｄｅｒ

不等式和假设 ３（线性增长条件），可得

　 　 Ｅ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） β －１ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄｓ

２

[ ] ≤ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） ２β －２ｄｓ·Ｅ ∫ｔ

０
｜ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ）） ｜ ２ｄｓ[ ] ≤

　 　 　 　 ２ｔ２β －１

２β － １
Ｅ ∫ｔ

０
（ ｜ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ）） － ｆ（ ｓ，０） ｜ ２ ＋｜ ｆ（ ｓ，０） ｜ ２）ｄｓ[ ] ≤

　 　 　 　 ２Ｌ２Ｔ２β

２β － １
｜ ｕ ｜ ２

Ｇ２ ＋ ２Ｔ２β －１

２β － １∫
Ｔ

０
｜ ｆ（ ｓ，０） ｜ ２ｄｓ ＜ ∞ ．

下面处理式（６）右侧的第 ４ 项．由于 ｇ（·，０） 是本性有界的， 即有 ｜ ｇ（·，０） ｜ ∞ ＝ ｓｕｐｔ∈［０，∞ ） ｜ ｇ（ ｓ，０） ｜ ＜
∞ ．根据 Ｉｔô 等距定理［２７］可得

　 　 Ｅ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） β －１ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄＷｓ

２

[ ] ≤ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） ２β －２Ｅ［ ｜ ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ）） ｜ ２］ｄｓ ≤

　 　 　 　 ２Ｌ２∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） ２β －２ ｜ ｕ ｜ ２

Ｇ２ｄｓ ＋ ２∫ｔ
０
Ｅ［ ｜ ｇ（ ｓ，０） ｜ ２］ｄｓ ≤

　 　 　 　 ２Ｌ２Ｔ２β －１

２β － １
｜ ｕ ｜ ２

Ｇ２ ＋ ２Ｔ２β －１

２β － １
｜ ｇ（·，０） ｜ ２

∞ ＜ ∞ ．

综上，对于式（６）有
　 　 Ｅ［ ｜ Ｚγｕ（ ｔ） ｜ ２］ ＜ ∞ ．

从而引理 １ 得证，即算子 Ｚγ 的定义是合理的．下面证明解的适定性．为了证明解的存在唯一性，先在空间

Ｇ２（［０，Ｔ］） 上定义范数 ｜· ｜ λ， 即对所有可测过程 Ｘ，

　 　 ｜ Ｘ ｜ λ ＝ ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

Ｅ［ ｜ Ｘ（ ｔ） ｜ ２］
Ｅ２β －１（λｔ２β

－１）
，

其中 Ｅ２β －１（·） 是 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数［２８］ ．显然， ｜· ｜ Ｇ２ 和 ｜· ｜ λ 是等价的，故（Ｇ２（［０，Ｔ］）， ｜· ｜ λ） 也是一个 Ｂａ⁃
ｎａｃｈ 空间．下面来证明算子 Ｚγ 在范数 ｜· ｜ λ 下是Ｇ２（［０，Ｔ］） 上的压缩映射［２９］ ．

定理 １　 对任意 Ｔ ＞ ０，当 λ ＞
４ Ｌ２（Ｔ ＋ １）

Γ２（β）
＋ ４Ｔ３－２α∗Ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷ Γ（２β － １） 时，有下式成立：

　 　 ｜ Ｚλｕ － Ｚλｕ ｜ λ ≤ θ ｜ ｕ － ｕ ｜ ， （９）
其中

　 　 θ ＝ ４Ｌ２（Ｔ ＋ １）
Γ２（β）

＋ ４Ｔ３－２α∗Ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷
Γ（２β － １）

λ
． （１０）

证明　 设 ｕ（ ｔ），ｕ（ ｔ） 是空间Ｇ２（［０，Ｔ］） 中两个不同的函数，则有
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　 　 Ｅ［ ｜ Ｚλｕ（ ｔ） － Ｚλｕ（ ｔ） ｜ ２］ ≤ ３Ｅ ∫ｔ
０
ｋ（ ｔ，ｓ）（ｕ（ ｓ） － ｕ（ ｓ））ｄｓ

２

[ ] ＋

　 　 　 　 ３
Γ２（β）

Ｅ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） β －１（ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ）） － ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ）））ｄｓ

２

[ ] ＋

　 　 　 　 ３
Γ２（β）

Ｅ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） β －１（ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ）） － ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ）））ｄＷｓ

２

[ ] ． （１１）

根据 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，可得式（１１）右侧第 １ 项：

　 　 ３
Γ２（β）

Ｅ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） β －１（ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ）） － ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ）））ｄｓ

２

[ ] ≤

　 　 　 　 ３ｔＡ２∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） ２（β －α∗）Ｅ［ ｜ ｕ（ ｓ） － ｕ（ ｓ） ｜ ２］ｄｓ ≤

　 　 　 　 ３ｔ３－２α∗Ａ２∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） ２（β －１）Ｅ［ ｜ ｕ（ ｓ） － ｕ（ ｓ） ｜ ２］ｄｓ ．

根据 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和假设 ３（线性增长条件），可得式（１１）右侧第 ２ 项：

　 　 ３
Γ２（β）

Ｅ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） β －１（ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ）） － ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ）））ｄｓ

２

[ ] ≤

　 　 　 　 ３
Γ２（β）

Ｌ２ ｔ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） ２（β －１）Ｅ［ ｜ ｕ（ ｓ） － ｕ（ ｓ） ｜ ２］ｄｓ ．

根据 Ｉｔô 等距定理和假设 ３（线性增长条件），可得式（１１）右侧第 ３ 项：

　 　 ３
Γ２（β）

Ｅ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） β －１（ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ）） － ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ）））ｄＷｓ

２

[ ] ≤

　 　 　 　 ３
Γ２（β）

Ｌ２∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） ２（β －１）Ｅ［ ｜ ｕ（ ｓ） － ｕ（ ｓ） ｜ ２］ｄｓ ．

综上，式（１１）可变为

　 　 Ｅ［ ｜ Ｚλｕ（ ｔ） － Ｚλｕ（ ｔ） ｜ ２］ ≤
３Ｌ２（ ｔ ＋ １）

Γ２（β）
＋ ３ｔ３－２α∗Ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫ｔ

０
（ ｔ － ｓ） ２（β －１）Ｅ［ ｜ ｕ（ ｓ） － ｕ（ ｓ） ｜ ２］ｄｓ ．

根据文献［２５］的引理 ５，可得

　 　
Ｅ［ ｜ Ｚλｕ（ ｔ） － Ｚλｕ（ ｔ） ｜ ２］

Ｅ２β －１（λｔ２β
－１）

≤

　 　 　 　
３Ｌ２（ ｔ ＋ １）

Γ２（β）
＋ ３ｔ３－２α∗Ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷

｜ ｕ（ ｓ） － ｕ（ ｓ） ｜ ２
λ∫ｔ

０
（ ｔ － ｓ） ２（β －１）Ｅ２β －１（λｓ２β

－１）ｄｓ

Ｅ２β －１（λｔ２β
－１）

≤

　 　 　 　
３Ｌ２（Ｔ ＋ １）

Γ２（β）
＋ ３Ｔ３－２α∗Ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷
Γ（２β － １）

λ
｜ ｕ（ ｓ） － ｕ（ ｓ） ｜ ２

λ，

　 　 ｜ Ｚλｕ － Ｚλｕ ｜ λ ≤ θ ｜ ｕ － ｕ ｜ ， θ ＝ ３Ｌ２（Ｔ ＋ １）
Γ２（β）

＋ ３Ｔ３－２α∗Ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷
Γ（２β － １）

λ
＜ １．

从而， 算子 Ｚγ 在（Ｇ２（［０，Ｔ］）， ｜· ｜ λ） 上是一个压缩映射， 利用 Ｂａｎａｃｈ 空间的不动点定理， 方程（１）存在唯

一解．
下面证明方程（１）的解对初值的连续依赖性．
定理 ２　 对于 Ｔ ＞ ０，设 γ，ξ 是方程（１）不同的初值，则有

　 　 ｌｉｍ
γ→ξ

ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

Ｅ［ ｜ ｕ（ ｔ，γ） － ｕ（ ｔ，ξ） ｜ ］ ２ ＝ ０．

证明

　 　 ｕ（ ｔ，γ） － ｕ（ ｔ，ξ） ＝ γ － ξ ＋ ∫ｔ
０
ｋ（ ｔ，ｓ）（ｕ（ ｓ，γ） － ｕ（ ｓ，ξ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 １
Γ（β）∫

ｔ

０
（ ｔ － ｓ） β －１（ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ，γ）） － ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ，ξ）））ｄｓ ＋
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　 　 　 　 １
Γ（β）∫

ｔ

０
（ ｔ － ｓ） β －１（ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ，γ）） － ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ，ξ）））ｄＷｓ ．

通过 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和 Ｉｔô 等距定理，可以得到

　 　 Ｅ［ ｜ ｕ（ ｔ，γ） － ｕ（ ｔ，ξ） ｜ ２］ ≤ ４Ｅ［ ｜ γ － ξ ｜ ２］ ＋ ４Ａ２Ｅ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） β －α∗（ｕ（ ｓ，γ） － ｕ（ ｓ，ξ））ｄｓ

２

[ ] ＋

　 　 　 　 ４
Γ２（β）

Ｅ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） β －１（ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ，γ）） － ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ，ξ）））ｄｓ

２

[ ] ＋

　 　 　 　 ４
Γ２（β）

Ｅ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） β －１（ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ，γ）） － ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ，ξ）））ｄＷｓ

２

[ ] ≤

　 　 　 　 ４Ｅ［ ｜ γ － ξ ｜ ２］ ＋ ４
Ｌ２（ ｔ ＋ １）
Γ２（β）

＋ ｔ３－２α∗Ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫ｔ

０
（ ｔ － ｓ） ２（β －１）Ｅ［ ｜ ｕ（ ｓ，γ） － ｕ（ ｓ，ξ） ｜ ２］ｄｓ ．

根据 ｜· ｜ λ 的定义以及 Ｅ２β －１（λｔ２β
－１） ≥ １ 得

　 　 Ｅ［ ｜ ｕ（ ｔ，γ） － ｕ（ ｔ，ξ） ｜ ２］
Ｅ２β －１（λｔ２β

－１）
≤

　 　 　 　 Ｅ［ ｜ γ － ξ ｜ ２］
Ｅ２β －１（λｔ２β

－１）
＋ ４

Ｌ２（ ｔ ＋ １）
Γ２（β）

＋ ｔ３－２α∗Ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷

∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） ２（β －１） ｜ ｕ（·，γ） － ｕ（·，ξ） ｜ ２

λｄｓ

Ｅ２β －１（λｔ２β
－１）

．

由文献［２５］中的引理 ５，可得

　 　 ｜ ｕ（·，γ） － ｕ（·，ξ） ｜ ２
λ ≤

　 　 　 　 ４Ｅ［ ｜ γ － ξ ｜ ２］ ＋ ４
Ｌ２（Ｔ ＋ １）
Γ２（β）

＋ Ｔ３－２α∗Ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷ Γ（２β － １）

｜ ｕ（·，γ） － ｕ（·，ξ） ｜ ２
λ

λ
．

从而，根据 λ 的范围有

　 　 １ － ４
Ｌ２（Ｔ ＋ １）
Γ２（β）

＋ Ｔ３－２α∗Ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷ Γ（２β － １） λæ

è
ç

ö

ø
÷ ｜ ｕ（·，γ） － ｕ（·，ξ） ｜ ２

λ ≤ ４Ｅ［ ｜ γ － ξ ｜ ２］ ．

因此

　 　 ｌｉｍ
γ→ξ

ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

Ｅ［ ｜ ｕ（ ｔ，γ） － ｕ（ ｔ，ξ） ｜ ］ ２ ＝ ０．

３　 ＥＭ 方法及其强收敛性

３．１　 ＥＭ 方法的推导
在区间 ［０，Ｔ］ 上， 定义均匀网格的步长 ｈ ＝ Ｔ ／ Ｎ， 在网格节点 ｔｎ ＝ ｎｈ 处对式（４）等号右侧的积分项进行

离散．
先对式（４）右边第 ２ 项的积分采用左矩形法进行离散：

　 　 ∫ｔ ｎ
０
ｕ（ ｓ）∫ｔ ｎ

ｓ

（τ － ｓ） α（τ） －１（ ｔｎ － τ） β －１

Γ（α（τ））
ｄτｄｓ ≈

　 　 　 　 ｈ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
ｕ ｊ∫ｔ ｎ

ｔ ｊ

（τ － ｔ ｊ） α（τ） －１（ ｔｎ － τ） β －１

Γ（α（τ））
ｄτ ≈

　 　 　 　 ｈ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
ｕ ｊ∑

ｎ－１

ｉ ＝ ｊ
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

（τ － ｔ ｊ） α（ ｔｉ） －１（ ｔｎ － ｔｉ） β －１

Γ（α（ ｔｉ））
ｄτ ≈

　 　 　 　 ｈ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
ｕ ｊ∑

ｎ－１

ｉ ＝ ｊ

（ ｔｎ － ｔｉ） β －１［（ ｔｉ ＋１ － ｔ ｊ） α（ ｔｉ） － （ ｔｉ － ｔ ｊ） α（ ｔｉ）］
Γ（α（ ｔｉ） ＋ １）

． （１２）

接下来对第 ３ 项的积分项进行离散：

　 　 ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ） β －１ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄｓ ≈ ∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
ｆ（ ｔ ｊ，ｕ（ ｔ ｊ））∫ｔ ｊ ＋１

ｔ ｊ
（ ｔｎ － ｓ） β －１ｄｓ ≈

　 　 　 　 １
β ∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
［（ ｔｎ － ｔ ｊ） β － （ ｔｎ － ｔ ｊ ＋１） β］ ｆ（ ｔ ｊ，ｕ（ ｔ ｊ）） ． （１３）
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下面对第 ４ 项的积分项进行离散：

　 　 ∫ｔ ｎ
０
（ ｔｎ － ｓ） β －１ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄＷｓ ≈ ∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
（ ｔｎ － ｔ ｊ） β －１∫

ｔ ｊ

ｔ ｊ ＋１
ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄＷｓ ≈

　 　 　 　 ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
（ ｔｎ － ｔ ｊ） β －１ｇ（ ｔ ｊ，ｕ（ ｔ ｊ））ΔＷ ｊ， （１４）

其中 ΔＷ ｊ ＝ Ｗｔ ｊ ＋１
－ Ｗｔ ｊ ～ Ｎ（０，ｈ） ．将式（１２）—（１４）代入式（４），则当 １ ≤ ｎ ≤ Ｎ 时，有如下 ＥＭ 方法：

　 　 ｖｎ ＝ γ ＋ ｈ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
ｖｊ∑

ｎ－１

ｉ ＝ ｊ
ｂ（ｎ）
ｉ，ｊ ＋ １

Γ（β ＋ １）∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
［（ ｔｎ － ｔ ｊ） β － （ ｔｎ － ｔ ｊ ＋１） β］ ｆ（ ｔ ｊ，ｖｊ） ＋

　 　 　 　 １
Γ（β）∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
（ ｔｎ － ｔ ｊ） β －１ｇ（ ｔ ｊ，ｖｊ）ΔＷ ｊ， （１５）

其中， ｖｎ 是 ｕ（ ｔｎ） 的数值解， ｂ（ｎ）
ｉ，ｊ ＝ １

Γ（β）
（ ｔｎ － ｔｉ） β －１［（ ｔｉ ＋１ － ｔ ｊ） α（ ｔｉ） － （ ｔｉ － ｔ ｊ） α（ ｔｉ）］

Γ（α（ ｔｉ） ＋ １）
．

３．２　 ＥＭ 方法解的有界性

定理 ３　 对于 １ ≤ ｎ ≤ Ｎ， ＥＭ 方法的解 ｖｎ 满足如下估计：
　 　 Ｅ［ｖ２ｎ］ ≤ Ｍ１， （１６）

其中

　 　 Ｍ１ ＝ Ａ１［１ ＋ Ｅβ －α∗＋１（Ａ２Γ（β － α∗ ＋ １））］，

　 　 Ａ１ ＝ ４Ｅ［γ ２］ ＋ ８Ｌ２ Ｔ
Ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２β －１ Ｔ
ＮΓ２（β ＋ １）

＋ １
Γ２（β）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ａ２ ＝ ４ＭＡＴ２β －α∗＋１

Γ（β）Ｎ１＋β ＋α∗
＋ ８Ｌ２Ｔ２β －１

Ｎ３β －α∗－１

Ｔ
Ｎ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

证明

　 　 Ｅ［ｖ２ｎ］ ≤ ４Ｅ［γ ２］ ＋ ４ｈ２Ｅ [ (∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
Ｂｎ，ｊｖｊ )

２

] ＋

　 　 　 　 ４
Γ２（β ＋ １）

Ｅ [ (∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
［（ ｔｎ － ｔ ｊ） β － （ ｔｎ － ｔ ｊ ＋１） β］ ｆ（ ｔ ｊ，ｖｊ） )

２

] ＋

　 　 　 　 ４
Γ２（β）

Ｅ [ (∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
（ ｔｎ － ｔ ｊ） β －１ｇ（ ｔ ｊ，ｖｊ）ΔＷ ｊ )

２

]， （１７）

其中　 　 Ｂｎ，ｊ ＝ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ ｊ
ｂ（ｎ）
ｉ，ｊ ．

使用 Ｃａｕｃｈｙ 不等式和假设 ３（线性增长条件）处理式（１７）右边的第 ３ 项，可以得到

　 　 Ｅ [ (∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
［（ ｔｎ － ｔ ｊ） β － （ ｔｎ － ｔ ｊ ＋１） β］ ｆ（ ｔ ｊ，ｖｊ） )

２

] ＝ ｈ２βＥ [ (∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
ｆ（ ｔ ｊ，ｖｊ） )

２

] ≤

　 　 　 　 ２Ｌ２ｈ２β ＋ ２Ｌ２ｈ２β∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
Ｅ［ｖｊ ２］ ． （１８）

下面处理式（１７）右边的第 ４ 项，根据 ΔＷ ｊ 的独立性和假设 ３（线性增长条件）可得

　 　 Ｅ [ (∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
（ ｔｎ － ｔ ｊ） β －１ｇ（ ｔ ｊ，ｖｊ）ΔＷ ｊ )

２

] ≤ ｈ２β －２Ｅ [ (∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
ｇ（ ｔ ｊ，ｖｊ）ΔＷ ｊ )

２

] ≤

　 　 　 　 ｈ２β －２ｈ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
Ｅ［ｇ（ ｔ ｊ，ｖｊ） ２］ ≤ ２Ｌ２ｈ２β －１ ＋ ２Ｌ２ｈ２β －１∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
Ｅ［ｖｊ ２］ ． （１９）

最后，使用微分中值定理计算式（１７）右边第 ２ 项的估计值，可以得到

　 　 Ｂｎ，ｊ ＝ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ ｊ
ｂ（ｎ）
ｉ，ｊ ＝ １

Γ（β）∑
ｎ－１

ｉ ＝ ｊ

（ ｔｎ － ｔ ｊ） β －１［（ ｔｉ ＋１ － ｔ ｊ） α（ ｔｉ） － （ ｔｉ － ｔ ｊ） α（ ｔｉ）］
Γ（α（ ｔｉ） ＋ １）

≤

　 　 　 　 ｈβ －１

Γ（β）∑
ｎ－１

ｉ ＝ ｊ

（ ｔｉ ＋１ － ｔ ｊ） α（ ｔｉ） － （ ｔｉ － ｔ ｊ） α（ ｔｉ）

Γ（α（ ｔｉ） ＋ １）
≤
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　 　 　 　 Ａｈβ －１

Γ（β）
（ ｔｎ － ｔ ｊ） β －α∗ ＝ Ａｈβ －１

Γ（β）
（ｎ － ｊ） β －α∗ Ｔ

Ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

β －α∗

．

再根据式（７）与式（１２）可以推出

　 　 ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
Ｂｎ，ｊ ≤

１
Γ（β）∫

ｔ ｎ

０

（ ｔ － ｓ） β －１

Γ（α（ ｓ）） ∫
ｓ

０
（ ｓ － ｙ） α（ ｓ） －１ｄｙｄｓ ≤

　 　 　 　 １
Γ（β）∫

ｔ ｎ

０

ｓα（ ｓ）

Γ（α（ ｓ） ＋ １）
ｄｓ ≤ Ｍ，

其中 Ｍ ＝ １
Γ（β）

ｍａｘ { Ｔ， Ｔ１＋α∗

１ ＋ α∗ } ．故可得化简后的第 ２ 项：

　 　 Ｅ [ (∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
Ｂｎ，ｊｖｊ )

２

] ≤ ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
｜ Ｂｎ，ｊ ｜ Ｅ［ｖｊ ２］∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
｜ Ｂｎ，ｊ ｜ ≤

　 　 　 　 Ｔβ －α∗ＭＡｈβ －１

Γ（β）Ｎβ －α∗ ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
Ｅ［ｖ２ｊ ］（ｎ － ｊ） β －α∗ ≤

　 　 　 　 １
Γ（β）

Ｔ２β －α∗－１ＭＡＮ１－α∗－β∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０

Ｅ［ｖ２ｊ ］
（ｎ － ｊ） α∗－β

． （２０）

将化简后的式（１８）—（２０）代入式（１７）， 可得

　 　 Ｅ［ｖ２ｎ］ ≤ ４Ｅ［γ ２］ ＋ ４ｈ２

Γ（β）
Ｔ２β －α∗－１ＭＡＮ１－α∗－β∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０

Ｅ［ｖ２ｊ ］
（ｎ － ｊ） α∗－β

＋

　 　 　 　 ８
Γ２（β ＋ １）

Ｌ２ｈ２β ＋ ８Ｌ２ｈ２β －１∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
Ｅ［ｖ２ｊ ］ ＋ ８

Γ２（β）
Ｌ２ｈ２β －１ ＋ ８Ｌ２ｈ２β －１∑

ｎ－１

ｊ ＝ ０
Ｅ［ｖ２ｊ ］ ≤

　 　 　 　 Ａ１ ＋ Ａ２∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０

Ｅ［ｖ２ｊ ］
（ｎ － ｊ） α∗－β

，

其中， Ａ１，Ａ２ 的值见式（１６）．根据 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式［３０］，定理 ３ 得证．
３．３　 ＥＭ 方法的连续形式

为了分析 ＥＭ 方法的强收敛性，我们定义一个在时间 ［０，Ｔ］ 上连续的随机过程 ｖ（ ｔ） ．令步长公式 ｓ ＝
ｓ（ ｓ） 在每个小区间 ｓ ∈ ［ ｔｎ，ｔｎ＋１） 上满足 ｓ ＝ ｔｎ， 则

　 　 ｖ（ ｔ） ＝ γ ＋ ∫ｔ
０
ｋ（ ｔ，ｓ）ｖ（ ｓ）ｄｓ ＋

　 　 　 　 １
Γ（β）∫

ｔ

０
（ ｔ － ｓ） β －１ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 １
Γ（β）∫

ｔ

０
（ ｔ － ｓ） β －１ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄＷｓ ． （２１）

引理 ２　 设 { ｖｎ } 是 ＥＭ 方法的解， ｖ 是式（２１） 定义的时间连续随机过程．那么，当 ０ ≤ ｎ ≤ Ｎ 时，有
ｖ（ ｔｎ） ＝ ｖｎ ．

证明　 显然， ｖ（０） ＝ γ ＝ ｖ０ ．假设当 ０ ≤ ｍ ≤ ｎ － １ ≤ Ｎ － １ 时，ｖ（ ｔｍ） ＝ ｖｍ ．则

　 　 ｖ（ ｔｎ） ＝ γ ＋ ∫ｔ ｎ
０
ｋ（ ｔｎ，ｓ）ｖ（ ｓ）ｄｓ ＋

１
Γ（β）∫

ｔ ｎ

０
（ ｔｎ － ｓ） β －１ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 １
Γ（β）∫

ｔ ｎ

０
（ ｔｎ － ｓ） β －１ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄＷｓ ＝

　 　 　 　 γ ＋ ∑
ｎ－１

ｍ ＝ ０
∫ｔｍ＋１

ｔｍ
ｋ（ ｔｎ，ｓ）ｖ（ ｓ）ｄｓ ＋

１
Γ（β）∑

ｎ－１

ｍ ＝ ０
∫ｔｍ＋１

ｔｍ
（ ｔｎ － ｓ） β －１ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 １
Γ（β）∑

ｎ－１

ｍ ＝ ０
∫ｔｍ＋１

ｔｍ
（ ｔｎ，ｓ） β －１ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ））ｄＷｓ ＝

　 　 　 　 γ ＋ ｈ∑
ｎ－１

ｍ ＝ ０
Ｂｎ，ｍｖｍ ＋ １

β ∑
ｎ－１

ｍ ＝ ０
［（ ｔｎ － ｔｍ） β － （ ｔｎ － ｔｍ＋１） β］ ｆ（ ｔｍ，ｖｍ） ＋
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　 　 　 　 ∑
ｎ－１

ｍ ＝ ０
（ ｔｎ － ｔｍ） β －１ｇ（ ｔｍ，ｖｍ）ΔＷｍ ＝ ｖｎ ．

通过数学归纳法，引理 ２ 得证．
３．４　 连续形式的收敛性

引理 ３　 当 ０ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １ 时，对任意 ｔ ∈ ［ ｔｎ，ｔｎ＋１）， 式（２１）中定义的随机过程 ｖ 都有以下性质：
　 　 ｍａｘ

０≤ｎ≤Ｎ－１
Ｅ［（ｖ（ ｔ） － ｖ（ ｔｎ）） ２］ ≤ Ｍ２ｈ２（β －α∗＋１） ＋ Ｍ３ｈβ ＋１ ＋ Ｍ４ｈ２β －１，

其中

　 　
Ｍ２ ＝ ６Ｍ１Ａ２ １ ＋ １

（β － α∗ ＋ １） ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｍ３ ＝

１２ＴβＬ２（１ ＋ Ｍ１）
Γ（β ＋ １）Γ（β）

，

Ｍ４ ＝
６Ｌ２（１ ＋ Ｍ１）

Γ２（β）
１

２β － １
＋ Ｃ ＋ ＣＴæ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２２）

证明

　 　 ｍａｘ
０≤ｎ≤Ｎ－１

Ｅ［（ｖ（ ｔ） － ｖ（ ｔｎ）） ２］ ≤

　 　 　 　 ３Ｅ [ (∫ｔ
０
ｋ（ ｔ，ｓ）ｖ（ ｓ）ｄｓ － ∫ｔ ｎ

０
ｋ（ ｔｎ，ｓ）ｖ（ ｓ）ｄｓ )

２

] ＋

　 　 　 　 ３
Γ２（β）

Ｅ [ (∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） β －１ ｆ（ ｓ，ｖ（ ｓ））ｄｓ － ∫ｔ ｎ

０
（ ｔｎ － ｓ） β －１ ｆ（ ｓ，ｖ（ ｓ））ｄｓ )

２

] ＋

　 　 　 　 ３
Γ２（β）

Ｅ [ (∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） β －１ｇ（ ｓ，ｖ（ ｓ））ｄＷｓ － ∫ｔ ｎ

０
（ ｔｎ － ｓ） β －１ｇ（ ｓ，ｖ（ ｓ））ｄＷｓ )

２

] ≤

　 　 　 　 ６Ｅ [ (∫ｔ ｎ
０
（ｋ（ ｔ，ｓ） － ｋ（ ｔｎ，ｓ））ｖ（ ｓ）ｄｓ )

２

] ＋ ６Ｅ [ (∫ｔ
ｔｎ
ｋ（ ｔ，ｓ）ｖ（ ｓ）ｄｓ )

２

] ＋

　 　 　 　 ６
Γ２（β） (∫ｔ ｎ

０
［（ ｔ － ｓ） β －１ － （ ｔｎ － ｓ） β －１］ ２ｄｓ∫ｔ ｎ

０
ｆ ２（ ｓ，ｖ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 （ ｔ － ｔｎ） β Ｅ∫ｔ
ｔｎ
（ ｔ － ｓ） β －１ ｆ ２（ ｓ，ｖ（ ｓ））ｄｓ ) ＋

　 　 　 　 ６
Γ２（β） (∫ｔ ｎ

０
［（ ｔ － ｓ） β －１ － （ ｔｎ － ｓ） β －１］ ２Ｅ ｜ ｇ（ ｓ，ｖ（ ｓ）） ｜ ２ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔｎ
（ ｔ － ｓ） ２β －２Ｅ ｜ ｇ（ ｓ，ｖ（ ｓ）） ｜ ２ｄｓ ) ．

通过 Ｈöｌｄｅｒ 不等式对第 ２ 项进行放缩：

　 　 ６Ｅ [ (∫ｔ
ｔｎ
ｋ（ ｔ，ｓ）ｖ（ ｓ）ｄｓ )

２

] ≤ ６∫ｔ
ｔｎ
｜ ｋ（ ｔ，ｓ） ｜ Ｅ［ｖ（ ｓ）］ ２ｄｓ∫ｔ

ｔｎ
｜ ｋ（ ｔ，ｓ） ｜ ｄｓ ≤

　 　 　 　 ６Ｍ１ (∫ｔ
ｔｎ
｜ ｋ（ ｔ，ｓ） ｜ ｄｓ )

２
≤

６Ａ２Ｍ１ｈ２（β －α∗＋１）

（β － α∗ ＋ １） ２ ． （２３）

基于文献［１８］中引理 ２ 的估计式，即有

　 　 ∫ｔ ｎ
０
［（ ｔ － ｓ） β －１ － （ ｔｎ － ｓ） β －１］ ２ｄｓ ≤ Ｃｈ２β －１， （２４）

其中， Ｃ 为一非负常数．然后，结合假设 ３（线性增长条件）对第 ３ 项进行放缩：

　 　 ６
Γ２（β） (∫ｔ ｎ

０
［（ ｔ － ｓ） β －１ － （ ｔｎ － ｓ） β －１］ ２ｄｓ∫ｔ ｎ

０
ｆ ２（ ｓ，ｖ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 （ ｔ － ｔｎ） β Ｅ∫ｔ
ｔｎ
（ ｔ － ｓ） β －１ ｆ ２（ ｓ，ｖ（ ｓ））ｄｓ ) ≤

　 　 　 　 ６Ｃｈ２β －１Ｌ２

Γ２（β） ∫ｔ ｎ
０
（１ ＋ Ｅ［ｖ２ｎ］）ｄｓ ＋

６ＴβｈＬ２

Γ２（β） ∫
ｔ

ｔｎ
（ ｔ － ｓ） β －１（１ ＋ Ｅ［ｖ２ｎ］）ｄｓ ≤

　 　 　 　
６Ｃｈ２β －１Ｌ２Ｔ

Γ２（β）
＋ ６ＴβＬ２ｈβ ＋１

Γ（β ＋ １）Γ（β）
æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ ＋ Ｍ１） ． （２５）
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根据假设 ３（线性增长条件）以及式（２４）对第 ４ 项进行放缩：

　 　 ６
Γ２（β） (∫ｔ ｎ

０
［（ ｔ － ｓ） β －１ － （ ｔｎ － ｓ） β －１］ ２Ｅ ｜ ｇ（ ｓ，ｖ（ ｓ）） ｜ ２ｄｓ ＋ ∫ｔ

ｔｎ
（ ｔ － ｓ） ２β －２Ｅ ｜ ｇ（ ｓ，ｖ（ ｓ）） ｜ ２ｄｓ ) ≤

　 　 　 　 ６Ｌ２

Γ２（β） (∫ｔ ｎ
０
［（ ｔ － ｓ） β －１ － （ ｔｎ － ｓ） β －１］ ２（１ ＋ Ｅ［ｖ２ｎ］）ｄｓ ＋ ∫ｔ

ｔｎ
（ ｔ － ｓ） ２β －２（１ ＋ Ｅ［ｖ２ｎ］）ｄｓ ) ≤

　 　 　 　 ６Ｌ２ｈ２β －１

Γ２（β）
１

２β － １
＋ Ｃæ

è
ç

ö

ø
÷ （１ ＋ Ｍ１） ． （２６）

最后，根据式（３）对第 １ 项进行放缩：

　 　 ６Ｅ [ (∫ｔ ｎ
０
（ｋ（ ｔ，ｓ） － ｋ（ ｔｎ，ｓ））ｖ（ ｓ）ｄｓ )

２

] ≤

　 　 　 　 ６∫ｔ
ｔｎ
｜ ｋ（ ｔ，ｓ） － ｋ（ ｔｎ，ｓ） ｜ Ｅ［ｖ（ ｓ）］ ２ｄｓ∫ｔ

ｔｎ
｜ ｋ（ ｔ，ｓ） － ｋ（ ｔｎ，ｓ） ｜ ｄｓ ≤

　 　 　 　 ６Ｍ１ (∫ｔ ｎ
０
∫ｔ
ｔｎ

（τ － ｓ） α（τ） －１

Γ（α（τ））
ｄτ ｄｓ )

２
≤

　 　 　 　 ６Ｍ１Ａ２ｈ２（β －α∗＋１） ． （２７）
将式（２３）、（２５）—（２７）代入式（２１）， 可以得到

　 　 ｍａｘ
０≤ｎ≤Ｎ－１

Ｅ［（ｖ（ ｔ） － ｖ（ ｔｎ）） ２］ ≤

　 　 　 　 ６Ｍ１Ａ２ｈ２（β －α∗＋１） ＋
６Ａ２Ｍ１ｈ２（β －α∗＋１）

（β － α∗ ＋ １） ２
＋ １２Ｔβ Ｌ２ｈβ ＋１

Γ（β ＋ １）Γ（β）
（１ ＋ Ｍ１） ＋

　 　 　 　
６Ｌ２（１ ＋ Ｍ１）

Γ２（β）
１

２β － １
＋ Ｃ ＋ ＣＴæ

è
ç

ö

ø
÷ ｈ２β －１ ＝

　 　 　 　 Ｍ２ｈ２（β －α∗＋１） ＋ Ｍ３ｈβ ＋１ ＋ Ｍ４ｈ２β －１，
其中 Ｍ２，Ｍ３ 和 Ｍ４ 的值见式（２２），故引理 ３ 得证．
３．５　 强收敛性误差估计

定理 ４　 设 ｕ 是式（４）的解， ｖ 是 ＥＭ 方法连续形式即式（２１）的解，记
　 　 Ｍ５ ＝ Ａ３Ｅ２β －１Ａ４Γ（２β － １）Ｔ２β －１Ｍ２， Ｍ６ ＝ Ａ３Ｅ２β －１Ａ４Γ（２β － １）Ｔ２β －１Ｍ３，
　 　 Ｍ７ ＝ Ａ３Ｅ２β －１Ａ４Γ（２β － １）Ｔ２β －１Ｍ４，

其中

　 　 Ａ３ ＝ ６Ｌ２Ｔ２β －１

（２β － １）Γ２（β）
（Ｔ ＋ １） ＋ ６Ａ２Ｔ２（β －α∗＋１）

（β － α∗ ＋ １） ２， Ａ４ ＝ ６Ｌ２

Γ２（β）
Ｔ

２β － １
＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ６Ａ２Ｔ４－２α∗

β － α∗ ＋ １
． （２８）

则有

　 　 ｍａｘ
ｔ∈［０，Ｔ］

Ｅ［ ｜ ｕ（ ｔ） － ｖ（ ｔ） ｜ ２］ ≤ Ｍ５ｈ２（β －α∗＋１） ＋ Ｍ６ｈβ ＋１ ＋ Ｍ７ｈ２β －１， （２９）

同时，关于 ＥＭ 方法的强收敛性误差估计也成立，即
　 　 ｍａｘ

０≤ｎ≤Ｎ
Ｅ［ ｜ ｕ（ ｔｎ） － ｖｎ ｜ ２］ ≤ Ｍ５ｈ２（β －α∗＋１） ＋ Ｍ６ｈβ ＋１ ＋ Ｍ７ｈ２β －１ ． （３０）

证明　 对任意 ｔ ∈ ［０，Ｔ），设 ｔ ∈ ［ ｔｎ，ｔｎ＋１），０ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １．根据式（４）与式（２１）可得

　 　 Ｅ［ ｜ ｕ（ ｔ） － ｖ（ ｔ） ｜ ２］ ≤ ３Ｅ [ (∫ｔ
０
ｋ（ ｔ，ｓ）（ｕ（ ｓ） － ｖ（ ｓ））ｄｓ )

２

] ＋

　 　 　 　 ３
Γ２（β）

Ｅ [ (∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） β －１ ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ）） － ｆ（ ｓ，ｖ（ ｓ））ｄｓ )

２

] ＋

　 　 　 　 ３
Γ２（β）

Ｅ [ (∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） β －１ｇ（ ｓ，ｕ（ ｓ）） － ｇ（ ｓ，ｖ（ ｓ））ｄＷｓ )

２

] ＝ ∑
３

ｉ ＝ １
Ｈｉ ． （３１）

结合引理 ３ 的证明过程中对各项的放缩结果，对上式右侧三项进行处理，可得

　 　 Ｈ１ ≤ ６Ａ２Ｔβ －α∗＋２

β － α∗ ＋ １∫
ｔ

０

Ｅ［ ｜ ｕ（ ｓ） － ｖ（ ｓ） ｜ ２］
（ ｔ － ｓ） α∗－β

ｄｓ ＋

０４７ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



　 　 　 　 ６Ａ２Ｔ２（β －α∗＋１）

（β － α∗ ＋ １） ２（Ｍ２ｈ２（β －α∗＋１） ＋ Ｍ３ｈβ ＋１ ＋ Ｍ４ｈ２β －１），

　 　 Ｈ２ ≤ ６Ｔ２β －１Ｌ２

（２β － １）Γ２（β）∫
ｔ

０
Ｅ［ ｜ ｕ（ ｓ） － ｖ（ ｓ） ｜ ２］ｄｓ ＋

　 　 　 　 ６Ｔ２βＬ２

（２β － １）Γ２（β）
（Ｍ２ｈ２（β －α∗＋１） ＋ Ｍ３ｈβ ＋１ ＋ Ｍ４ｈ２β －１），

　 　 Ｈ３ ≤ ６Ｌ２

Γ２（β）∫
ｔ

０

Ｅ［ ｜ ｕ（ ｓ） － ｖ（ ｓ） ｜ ２］
（ ｔ － ｓ） ２－２β ｄｓ ＋ ６Ｔ２β －１Ｌ２

（２β － １）Γ２（β）
（Ｍ２ｈ２（β －α∗＋１） ＋ Ｍ３ｈβ ＋１ ＋ Ｍ４ｈ２β －１） ．

故式（３１）可整理为

　 　 Ｅ［ ｜ ｕ（ ｔ） － ｖ（ ｔ） ｜ ２］ ≤ Ａ３（Ｍ２ｈ２（β －α∗＋１） ＋ Ｍ３ｈβ ＋１ ＋ Ｍ４ｈ２β －１） ＋ Ａ４∫ｔ
０

Ｅ［ ｜ ｕ（ ｓ） － ｖ（ ｓ） ｜ ２］
（ ｔ － ｓ） ２－２β ｄｓ，

其中 Ａ３ 和 Ａ４ 的值见式（２８）．根据广义的 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式，定理 ４ 中的式（２９）得证．若令式（２９）中的 ｔ ＝ ｔｎ，根

据引理 ２ 的结论，则可知式（３０）成立．

注 １　 根据定理 ４ 中的式（３０），由于 （β ＋ １） ／ ２ ＞ β － ０．５；β － α∗ ＋ １ ＞ β － ０．５， 所以 ＥＭ 方法（１５）的强收敛阶是 β － ０．５．

４　 数 值 算 例

在本节中，我们将引入数值算例来验证 ＥＭ 方法（１５）的强收敛阶．首先，给出误差的计算方法：

　 　 ｅｈ ＝ ｍａｘ
０≤ ｎ≤ Ｎ

１
Ｍ∑

Ｍ

ｊ ＝ １
ｕ（ ｔｎ，ω ｊ） － ｖｎ（ω ｊ） ２é

ë
êê

ù

û
úú

１ ／ ２

，

其中 ｕ（ ｔｎ，ω ｊ） 是方程（１）的第 ｊ 条样本轨道在 ｔｎ处的真实解，ｖｎ（ω ｊ） 是对应的 ＥＭ 方法（１５）得出的数值解，
收敛阶由 κ ＝ ｌｏｇ２（ｅｈ ／ ｅｈ ／ ２） 计算获得．在具体数值实验中，设时间区间［０，Ｔ］ ＝ ［０，１］， 轨道总数Ｍ ＝ １ ０００，以
网格数 Ｎ ＝ ５１２ 时的数值解近似表示精确解，规定变分数阶 α（ ｔ） ＝ α１ ｔ ＋ α２ ．

例 １　 我们考虑令方程（１）中 ｆ（ ｔ，ｕ） ＝ ｇ（ ｔ，ｕ） ＝ ｃｏｓ（ｕ），初值 γ ＝ ０．１．首先令 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的阶 β ＝
０．９， 此时的计算误差和收敛阶见表 １．

表 １　 β ＝ ０．９ 时，ＥＭ 方法的误差与收敛阶

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ＥＭ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ β ＝ ０．９

ｈ
α１ ＝ ０．２， α２ ＝ ０．６

ｅｒｒｏｒ ｅｈ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒ ｎｃｏ

α１ ＝ ０．６， α２ ＝ ０．２

ｅｒｒｏｒ ｅｈ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒ ｎｃｏ

１ ／ ３２ ０．１８０ １９７ － ０．１８０ ３２９ －

１ ／ ６４ ０．１３５ ９５８ ０．４０６ ０．１３５ ９９８ ０．４０７

１ ／ １２８ ０．１０１ ７０４ ０．４１９ ０．１０１ ７１６ ０．４１９

１ ／ ２５６ ０．０７６ ９８４ ０．４０２ ０．０７６ ９８６ ０．４０２

　 　 从表 １ 可以看出，随着步长 ｈ 的减小，其数值解的误差也在不断减小，且其 ＥＭ 方法的收敛阶接近于 β －
０．５ ＝ ０．４， 这与定理 ４ 的结论相符．

然后，令 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的阶 β ＝ ０．８， 计算误差和收敛阶见表 ２．
表 ２　 β ＝ ０．８ 时，ＥＭ 方法的误差与收敛阶

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ＥＭ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ β ＝ ０．８

ｈ
α１ ＝ ０．２， α２ ＝ ０．５

ｅｒｒｏｒ ｅｈ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒ ｎｃｏ

α１ ＝ ０．５， α２ ＝ ０．２

ｅｒｒｏｒ ｅｈ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒ ｎｃｏ

１ ／ ３２ ０．２５１ ４７６ － ０．２５１ ６５４ －

１ ／ ６４ ０．２０２ ９９３ ０．３１０ ０．２０３ ０５３ ０．３１０

１ ／ １２８ ０．１６２ ６３０ ０．３２０ ０．１６２ ６５０ ０．３２０

１ ／ ２５６ ０．１３１ ３４２ ０．３０８ ０．１３１ ３３３ ０．３０９

　 　 根据表 ２ 可以看出，随着步长 ｈ的减小，其数值解的误差也在逐渐减小，且其 ＥＭ 方法的收敛阶接近于 β
－ ０．５ ＝ ０．３， 与定理 ４ 的结论相符，说明了定理 ４ 结论的正确性．
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最后，令 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的阶 β ＝ ０．７， 计算误差和收敛阶见表 ３．
表 ３　 β ＝ ０．７ 时，ＥＭ 方法的误差与收敛阶

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ＥＭ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ β ＝ ０．７

ｈ
α１ ＝ ０．１， α２ ＝ ０．５

ｅｒｒｏｒ ｅｈ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒ ｎｃｏ

α１ ＝ ０．５， α２ ＝ ０．１

ｅｒｒｏｒ ｅｈ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒ ｎｃｏ

１ ／ ３２ ０．３４３ ３２５ － ０．３４３ ７７６ －

１ ／ ６４ ０．２９６ ３１２ ０．２１２ ０．２９６ ４８７ ０．２１４

１ ／ １２８ ０．２５４ １７６ ０．２２１ ０．２５４ ２４４ ０．２２２

１ ／ ２５６ ０．２１８ ９０４ ０．２１６ ０．２２３ ６２５ ０．１８５

　 　 由表 ３ 可以看出，ＥＭ 方法的收敛阶接近于 β － ０．５ ＝ ０．２， 再次验证了定理 ４ 结论的正确性．

５　 总　 　 结

本文首先讨论了变分数阶随机微分方程解的适定性，并构造了其 ＥＭ 方法，然后证明了 ＥＭ 方法的强收

敛性，并得到其收敛阶为 β － ０．５．最后通过 ３ 组数值实验验证了该 ＥＭ 方法计算的有效性，并验证了其理论

分析结果的正确性．值得一提的是，本文给出的 ＥＭ 方法及理论分析框架可以拓展到向量值的变分数阶随机

微分方程．
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