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摘要：　 对于重调和算子和曲率障碍表示的变分不等式，提出了自适应交替方向乘子数值解法（ＳＡＤＭＭ）．对问题引

入一个辅助变量表示曲率函数的增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，导出一个约束极小值问题，并且该问题等价于一个鞍点问题．
然后采用交替方向乘子法（ＡＤＭＭ）求解这个鞍点问题．通过采用平衡原理和迭代函数，得到了自动调整罚参数的

自适应法则，从而提高了计算效率．证明了该方法的收敛性，并给出了利用迭代函数近似罚参数的具体方法．最后，
用数值计算结果验证了该方法的有效性．

关　 键　 词：　 四阶变分不等式；　 曲率障碍；　 交替方向乘子法；　 自适应法则

中图分类号：　 Ｏ２４１．８２　 　 　 文献标志码：　 Ａ　 　 　 ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４３０２４３

Ａｎ Ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ Ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ４ｔｈ⁃Ｏｒｄｅｒ
Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ Ｗｉｔｈ Ｃｕｒｖａｔｕｒｅ Ｏｂｓｔａｃｌｅ

ＺＨＡＮＧ Ｌｉｎｓｅｎ，　 ＣＨＥＮＧ Ｌａｎ，　 ＺＨＡＮＧ Ｓｈｏｕｇｕｉ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ４０１３３１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａ ｓｅｌｆ⁃ａｄａｐｔｉｖｅ ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｓｏｌｕ⁃
ｔｉｏｎ ｏｆ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ｗｉｔｈ ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ａｎｄ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｏｂｓｔａｃｌｅ． Ａｎ ａｕｇｍｅｎｔｅｄ Ｌａｇｒａｎｇｅ ｆｕｎｃ⁃

ｔｉｏｎａｌ ｗａｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｗｉｔｈ ａｎ ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｖａｒｉａｂｌｅ ｔｏ ｅｘｐｒｅｓｓ ｔｈｅ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ａｎｄ ａ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｍｉｎｉｍｉｚａ⁃

ｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｔｏ ａ ｓａｄｄｌｅ⁃ｐｏｉｎｔ ｏｎｅ ｗａｓ ｄｅｄｕｃｅｄ． Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ
ｗａｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｓａｄｄｌｅ⁃ｐｏｉｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍ． Ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂａｌａｎｃｅ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ａｎｄ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ， ａ ｓｅｌｆ⁃

ａｄａｐｔｉｖｅ ｒｕｌｅ ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｏ ａｄｊｕｓｔ ｔｈｅ ｐｅｎａｌｔｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａｕｔｏｍａｔｉｃａｌｌｙ， ａｎｄ ｉｍｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎ⁃

ｃｙ． Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ｐｒｏｖｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｅｎａｌｔｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｗａｓ ｇｉｖｅｎ ｉｎ ｄｅｔａｉｌ

ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ４ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ； ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｏｂｓｔａｃｌｅ； ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ ｍｅｔｈｏｄ； ｓｅｌｆ⁃ａ⁃
ｄａｐｔｉｖｅ ｒｕｌｅ

５９５

应用数学和力学
４４ 卷 ５ 期　 ２０２３ 年 ５ 月

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
　 　 　 　 　 Ｖｏｌ．４４，Ｎｏ．５，Ｍａｙ．，２０２３

∗ 收稿日期：　 ２０２２⁃０７⁃２３； 修订日期：　 ２０２２⁃０９⁃１９
基金项目：　 国家自然科学基金项目（１１９７１０８５）； 重庆市自然科学基金项目（ｃｓｔｃ２０２０ｊｃｙｊ⁃ｍｓｘｍＸ００６６）；重庆市研究生

教育教学改革研究项目（ｙｊｇ２１３０７１）；重庆市研究生科研创新项目（ＣＹＳ２２５６１）
作者简介：　 张霖森（１９９７—），男，硕士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ３９８７８０７３０＠ ｑｑ．ｃｏｍ）；

张守贵（１９７３—），男，教授，博士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｓｈｇｚｈａｎｇ＠ ｃｑｎｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）．
引用格式：　 张霖森， 程兰， 张守贵． 曲率障碍下四阶变分不等式的交替方向乘子法［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２３， ４４

（５）： ５９５⁃６０４．



０　 引　 　 言

迄今为止，已有很多关于各种变分不等式问题的研究［１⁃６］ ．但相对而言，关于曲率障碍的四阶椭圆变分不

等式问题的研究还不多［７⁃９］ ．在这类障碍问题中，弹性膜在边界固定和垂直方向受到外力作用与曲率障碍条

件下，需要确定弹性膜的平衡位置．对于这类问题的数值解法，有间断 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法［１］、有限元方法［３，７⁃８］、有
限差分法［６］ ．交替方向乘子法（ＡＤＭＭ）在结构优化问题中有着广泛的应用，例如二维的变分不等式［１０］、接触

问题［１１⁃１２］和 Ｓｔｏｋｅｓ 问题［１３］ ．ＡＤＭＭ 的每一次迭代，只需要求解一个线性问题，而且辅助未知量和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘

子是显式计算的．对于任意的正参数，ＡＤＭＭ 都是全局收敛的．但是该方法对罚参数非常敏感，很难根据具体

问题选择合适的罚参数．
本文重点分析了 ＡＤＭＭ 和罚参数的自适应法则求解关于单侧曲率障碍四阶变分不等式的组合算

法［１４⁃１５］ ．首先将 ＡＤＭＭ 应用于求解曲率障碍问题，由于 ＡＤＭＭ 的收敛速度严重依赖于罚参数，为了改进算法

性能，我们提出了一种自适应法则，通过平衡原理和迭代函数来选择合适的罚参数［１６⁃１７］，然后得到了一种自

适应交替方向乘子算法（ＳＡＤＭＭ），并分析了该方法的收敛性．最后给出了一些数值结果来验证该方法的可

行性和有效性．

１　 单侧曲率障碍问题的 ＡＤＭＭ

本文考虑以下四阶椭圆变分不等式问题：给定 ｆ ∈ Ｌ２（Ω）， 求解 ｕ ∈ Ｋ， 使得

　 　 ∫
Ω
ΔｕΔ（ｖ － ｕ）ｄｘ ≥ ∫

Ω
ｆ（ｖ － ｕ）ｄｘ，　 　 ∀ｖ ∈ Ｋ， （１）

其中 Ω 是平面区域 Ｒ２ 中的有界闭区域，其边界为 Г ＝ ∂Ω， 闭凸集

　 　 Ｋ ＝ { ｖ ∈ Ｈ２
０（Ω）， Δｖ ≤ ０， ａ．ｅ． ｉｎ Ω } ． （２）

定义以下符号：

　 　 ａ（ｕ，ｖ） ∫
Ω
Δｕ（ｘ）Δｖ（ｘ）ｄｘ，　 　 ∀ｕ，ｖ ∈ Ｈ２

０（Ω），

　 　 （ｕ，ｖ） ∫
Ω
ｕ（ｘ）ｖ（ｘ）ｄｘ，　 　 ∀ｕ，ｖ ∈ Ｈ２

０（Ω），

　 　 ｌ（ｖ） ∫
Ω
ｆ（ｘ）ｖ（ｘ）ｄｘ　 　 ∀ｖ ∈ Ｈ２

０（Ω） ．

则问题（１）可以写成如下变分不等式：求解 ｕ ∈ Ｋ， 使得

　 　 ａ（ｕ，ｖ － ｕ） ≥ ｌ（ｖ － ｕ），　 　 ∀ｖ ∈ Ｋ ． （３）
由式（３）可知式（１）是一个变分不等式问题．则式（３）有如下性质：

 双性形式 ａ（·，·） 是连续的 Ｈ２
０⁃ 椭圆，使得

　 　 ａ（ｖ，ｖ） ≥ Ｃ ‖ｖ‖２
Ｈ２
０（Ω），　 　 ∀ｖ ∈ Ｈ２

０（Ω），
其中　 　 Ｃ ＞ ０；

 ｌ 是线性连续的；
 Ｋ 是 Ｈ２

０（Ω） 的一个闭凸非空子集．
由性质、、可知，问题（１）存在唯一解．
由于双线性形式 ａ（·，·） 是对称的，故变分不等式问题（１）等价于如下变分形式的极小值问题：求解 ｕ

∈ Ｋ， 使得

　 　 Ｊ（ｕ） ≤ Ｊ（ｖ），　 　 ∀ｖ ∈ Ｋ， （４）
其中

　 　 Ｊ（ｖ） ＝ １
２ ∫Ω Δｖ ２ｄｘ － ｌ（ｖ） ． （５）

由式（１）、（４）和文献［８］定义如下 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌ：Ｈ２（Ω） × （Ｌ２（Ω）） ２ → Ｒ，
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　 　 Ｌ（ｖ，μ） ＝ Ｊ（ｖ） ＋ ∫
Ω
μΔｖｄｘ （６）

和函数空间

　 　 Ｌ２
＋ （Ω） ＝ { ｑ ｜ ｑ ∈ Ｌ２（Ω），ｑ（ｘ） ≥ ０ } ，　 ａ．ｅ．　 ｉｎ Ω ． （７）

引理 １　 令 { ｕ，λ } ∈ Ｈ２
０（Ω） × Ｌ２

＋ （Ω） 是 Ｌ 在 Ｈ２
０（Ω） × Ｌ２

＋ （Ω） 上的鞍点，则 ｕ 是问题（１）和（４）的解，
而且有

　 　 ∫
Ω
（Δｕ）（μ － λ）ｄｘ ≤ ０，　 　 ∀μ ∈ Ｌ２

＋ （Ω）， （８）

　 　 ａ（ｕ，ｖ） ＝ （ ｆ，ｖ） － ∫
Ω
λΔｖｄｘ，　 　 ∀ｖ ∈ Ｈ２

０（Ω） ． （９）

证明　 根据鞍点的定义，我们有：对任意 { ｕ，λ } ∈Ｈ２
０（Ω） × Ｌ２

＋ （Ω） 和 { ｖ，μ } ∈Ｈ２
０（Ω） × Ｌ２

＋ （Ω） 满足

　 　 Ｌ（ｕ，μ） ≤ Ｌ（ｕ，λ） ≤ Ｌ（ｖ，λ） ． （１０）
由式（１０）中 Ｌ（ｕ，μ） ≤ Ｌ（ｕ，λ） 直接得到的结论（８），可以推出

　 　 Δｕ ≤ ０，　 ａ．ｅ．　 ｉｎ Ω， （１１）

　 　 ∫
Ω
λΔｕｄｘ ＝ ０， （１２）

则

　 　 Ｌ（ｕ，λ） ＝ Ｊ（ｕ） ． （１３）
在此基础上，考虑增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法．我们观察到，问题（１）和（４）都等价于：求解 { ｕ，ｐ } ∈ Ｈ， 使得

　 　 ｊ（ｕ，ｐ） ≤ ｊ（ｖ，ｑ），　 　 ∀ { ｖ，ｑ } ∈ Ｈ， （１４）
其中

　 　 ｊ（ｖ，ｑ） ＝ １
２ ∫Ω ｑ ２ｄｘ － （ ｆ，ｖ）， （１５）

　 　 Ｈ ＝ { { ｖ，ｑ } ∈ Ｈ２
０（Ω） × Ｌ２（Ω），Δｖ － ｑ ＝ ０，ｑ ≤ ０， ａ．ｅ． ｉｎ Ω } ． （１６）

对于 ρ ＞ ０， 由增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法

　 　 Ｌρ：（（Ｈ２
０（Ω） × Ｌ２（Ω）） × Ｌ２（Ω）） → Ｒ

定义

　 　 Ｌρ（ｖ，ｑ，μ） ＝ ｊ（ｖ，ｑ） ＋ ρ
２ ∫Ω Δｖ － ｑ ２ｄｘ ＋ ∫

Ω
μ（Δｖ － ｑ）ｄｘ ． （１７）

接着定义

　 　 Ｋ ＝ { ｑ ｜ ｑ ∈ Ｌ２（Ω）， ｑ（ｘ） ≤ ０， ａ．ｅ． ｉｎ Ω } ， （１８）
Ｋ 显然是一个闭凸非空子集．则有如下结果［８］ ．

引理 ２　 如果 { ｕ，ｐ，λ } 是 Ｌρ 在 Ｈ２
０（Ω） × Ｋ × Ｌ２（Ω） 上的一个鞍点，则 ｕ 是问题（１）和问题（４）的解，且

ｐ ＝ Δｕ［２］ ．
根据引理 ２ 和文献［２］中的 ＡＤＭＭ，我们可以通过寻找 Ｌρ 的鞍点得到式（２）的解．该方法通过鞍点问题

表示的极小化问题依次计算 ｐｎ＋１，ｕｎ＋１， 然后更新 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子得到 λ ｎ＋１ ．给定初始函数 { ｕ０，λ ０ } ∈ Ｈ２
０（Ω）

× Ｌ２（Ω），ρ ＞ ０：
求解 ｐｎ＋１ ∈ Ｌ２（Ω）， 使得

　 　 Ｌρ（ｕｎ，ｐｎ＋１，λ ｎ） ≤ Ｌρ（ｕｎ，ｑ，λ ｎ），　 　 ∀ｑ ∈ Ｌ２（Ω） ． （１９）
求解 ｕｎ＋１ ∈ Ｈ２

０（Ω）， 使得

　 　 Ｌρ（ｕｎ＋１，ｐｎ＋１，λ ｎ） ≤ Ｌρ（ｖ，ｐｎ＋１，λ ｎ），　 　 ∀ｖ ∈ Ｈ２
０（Ω） ． （２０）

更新 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，得到

　 　 λ ｎ＋１ ＝ λ ｎ ＋ ρ（Δｕｎ＋１ － ｐｎ＋１） ． （２１）
在这种方法中，最小化问题（１９）中的 ｐｎ＋１ 可以由 ｕｎ 和 λ ｎ 显式求解．最小化问题（２０）形成一个变分问
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题，对于给定的 λ ｎ，ｐｎ＋１ 和 ρ ＞ ０， 该变分问题具有唯一的解．因此，我们得到下面的 ＡＤＭＭ［１０，１６］ ．
算法 １（ＡＤＭＭ）
第一步　 给定初始函数 λ ０ ∈ Ｌ２（Ω），ｕ０ ∈ Ｈ２

０（Ω），ρ ＞ ０， 置 ｎ ０．
第二步　 计算辅助变量 ｐｎ＋１ ∈ Ｌ２（Ω），

　 　 ｐｎ＋１ ＝ Δｕｎ ＋ １
ρ
［λ ｎ － （λ ｎ ＋ ρΔｕｎ） ＋］ ． （２２）

第三步　 求解 ｕｎ＋１ ∈ Ｈ２
０（Ω），

　 　 ａ（ｕｎ＋１，ｖ） ＋ ρ（Δｕｎ＋１，Δｖ） ＝ ｌ（ｖ） ＋ （λ ｎ － ρｐｎ＋１， － Δｖ），　 　 ∀ｖ ∈ Ｈ２
０（Ω） ． （２３）

第四步　 更新 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子

　 　 λ ｎ＋１ ＝ λ ｎ ＋ ρ（Δｕｎ＋１ － ｐｎ＋１） ． （２４）
第五步　 给定某种迭代终止条件，如果满足该条件，则停止迭代得到数值解 （ｕｎ＋１，ｐｎ＋１，λ ｎ＋１） ；否则，置

ｎ ｎ ＋ １， 返回第二步．

２　 单侧曲率障碍问题的 ＳＡＤＭＭ
对于算法 １，我们注意到它对于任何固定参数 ρ ＞ ０ 都是无条件收敛的．然而，如果参数太小或太大，该

方法的效率将大大降低．为了改进 ＡＤＭＭ 的性能，我们提出了一个可变参数 ρ ｎ 的自适应规则．下面我们假设

一个非负序列 { ｓｎ } 满足

　 　 ∑
＋∞

ｎ ＝ ０
ｓｎ ＜ ＋ ∞ ． （２５）

在此基础上，我们提出 ＳＡＤＭＭ，具体算法过程如下［１１］ ．
算法 ２（ＳＡＤＭＭ）
第一步　 给定初始函数 λ ０ ∈ Ｌ２（Ω），ｕ０ ∈ Ｈ２

０（Ω），ρ ＞ ０， 置 ρ ０ ＝ ρ，ｎ ０．
第二步　 计算辅助变量 ｐｎ＋１ ∈ Ｌ２（Ω），

　 　 ｐｎ＋１ ＝ Δｕｎ ＋ １
ρ ｎ

［λ ｎ － （λ ｎ ＋ ρ ｎΔｕｎ） ＋］ ． （２６）

第三步　 求解 ｕｎ＋１ ∈ Ｈ２
０（Ω），

　 　 ａ（ｕｎ＋１，ｖ） ＋ ρ ｎ（Δｕｎ＋１，Δｖ） ＝ ｌ（ｖ） ＋ （λ ｎ － ρ ｎｐｎ＋１， － Δｖ），　 　 ∀ｖ ∈ Ｈ２
０（Ω） ． （２７）

第四步　 更新 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子

　 　 λ ｎ＋１ ＝ λ ｎ ＋ ρ ｎ（Δｕｎ＋１ － ｐｎ＋１） ． （２８）
第五步　 选取罚参数，使得

　 　 １
１ ＋ ｓｎ

ρ ｎ ＜ ρ ｎ＋１ ≤ （１ ＋ ｓｎ）ρ ｎ ． （２９）

关于算法 ２ 中第五步罚参数的选取将在算例分析部分详细说明．为了证明算法 ２ 的收敛性，需要如下的

基本结论．

引理 ３　 如果序列 { ｓｎ } 满足 ｓｎ ≥ ０， 并且 ∑ ＋∞

ｎ ＝ ０
ｓｎ ＜ ＋ ∞， 则 ∏ ＋∞

ｎ ＝ ０
（１ ＋ ｓｎ） ＜ ＋ ∞ ．

证明　 因为 ｓｎ ≥ ０，∑ ＋∞

ｎ ＝ ０
ｓｎ ＜ ＋ ∞， 所以 ０ ≤ ｌｉｍｎ→＋∞∑ ｎ

ｋ ＝ ０
ｓｋ ＜ ＋ ∞ ．则由均值不等式和重要极限有

　 　 ∏
＋∞

ｎ ＝ ０
（１ ＋ ｓｎ） ＝ ｌｉｍ

ｎ→＋∞
∏

ｎ

ｋ ＝ ０
（１ ＋ ｓｋ） ≤ ｌｉｍ

ｎ→＋∞

１
ｎ∑

ｎ

ｋ ＝ ０
（１ ＋ ｓｋ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

＝

　 　 　 　 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

１ ＋ １
ｎ∑

ｎ

ｋ ＝ ０
ｓｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ ∑
ｎ

ｋ ＝ ０
ｓｋæ

è
ç

ö

ø
÷

∑
ｎ

ｋ ＝ ０
ｓｋ
＝ ｌｉｍ

ｎ→＋∞
ｅ∑

ｎ

ｋ ＝ ０
ｓｋ ＜ ＋ ∞ ．

定义以下符号：
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　 　 Ｃｓ ∏
＋∞

ｎ ＝ ０
（１ ＋ ｓｎ） ．

由算法 ２ 的第五步可知罚参数 ρ ｎ ∈ １
Ｃｓ

ρ ０，Ｃｓρ ０
é

ë
êê

ù

û
úú 是有界的，设

　 　 ρ Ｌ ｉｎｆ { ρ ｎ } ＋∞
ｎ ＝ ０ ＞ ０， ρＵ ｓｕｐ { ρ ｎ } ＋∞

ｎ ＝ ０ ＞ ０．
根据问题的性质和算法的原理，可得算法 ２ 的收敛性结果．

定理 １　 设 { ｕｎ，ｐｎ，λ ｎ } 是算法 ２ 产生的序列，则
　 　 ２ρ ｎ（δλ ｎ， － δΔｕｎ） ＋ ρ ２

ｎ ‖Δｕｎ － ｐｎ＋１‖２
Ｌ２（Ω） ≤

　 　 　 　 ‖δλ ｎ － ρ ｎδΔｕｎ‖２
Ｌ２（Ω） － ‖δλ ｎ＋１ － ρ ｎδΔｕｎ＋１‖２

Ｌ２（Ω）， （３０）
其中　 　 ｐ ＝ Δｕ ．

证明　 令 δｕｎ ＝ ｕｎ － ｕ，δΔｕｎ ＝ Δｕｎ － Δｕ，δρ ｎ ＝ ρ ｎ － ρ，δλ ｎ ＝ λ ｎ － λ ．由式（９）和（２３），有

　 　
ａ（ｕ，ｖ） ＝ （ ｆ，ｖ） － ∫

Ω
λΔｖｄｘ， ∀ｖ ∈ Ｈ２

０（Ω），

ａ（ｕｎ＋１，ｖ） ＋ ρ ｎ（Δｕｎ＋１，Δｖ） ＝ ｌ（ｖ） ＋ （λ ｎ － ρ ｎｐｎ＋１， － Δｖ）， ∀ｖ ∈ Ｈ２
０（Ω） ．

{
在以上两式中取 ｖ ＝ δΔｕｎ＋１， 将它们相减得到

　 　 ａ（δｕｎ＋１，δｕｎ＋１） ＝ （δλ ｎ ＋ ρ ｎ（Δｕｎ＋１ － ｐｎ＋１）， － δΔｕｎ＋１）， （３１）
在式（３１）中，用 ｐ ＝ Δｕ， 我们得到

　 　 ａ（δｕｎ＋１，δｕｎ＋１） ＝ （δλ ｎ ＋ ρ ｎ（δΔｕｎ＋１ － δｐｎ＋１）， － δΔｕｎ＋１） ． （３２）
根据式（２８），有

　 　 δλ ｎ＋１ ＝ δλ ｎ ＋ ρ ｎ（δΔｕｎ＋１ － δｐｎ＋１） ．
因此 ａ（·，·） 是 Ｈ２

０⁃ 椭圆，所以由式（３１）可以得出

　 　 ａ（δｕｎ＋１，δｕｎ＋１） ＝ （δλ ｎ＋１， － δΔｕｎ＋１） ≥ α ‖δｕｎ＋１‖２
Ｈ２
０（Ω） ≥ ０． （３３）

从引理 １ 的式（１１）和（１２），有 λ ≥ ０， － Δｕ ≥ ０， 且在 Ω 上 （ － Δｕ，λ） ＝ ０， 因此可以得到

　 　 ρ ｎ（ － Δｕ，（λ ｎ ＋ ρ ｎΔｕｎ） ＋ － λ） ≥ ０， （３４）
又有

　 　 （λ ｎ ＋ ρ ｎΔｕｎ － （λ ｎ ＋ ρ ｎΔｕｎ） ＋，（λ ｎ ＋ ρ ｎΔｕｎ） ＋ － λ） ≥ ０． （３５）
结合式（３４）和（３５），有

　 　 （λ ｎ ＋ ρ ｎδΔｕｎ － （λ ｎ ＋ ρ ｎΔｕｎ） ＋，（λ ｎ ＋ ρ ｎΔｕｎ） ＋ － λ） ≥ ０．
再根据式（２６），可得到

　 　 （ － ρ ｎ（Δｕｎ － ｐｎ＋１） ＋ ρ ｎδΔｕｎ，δλ ｎ ＋ ρ ｎ（Δｕｎ － ｐｎ＋１）） ≥ ０，
因此

　 　 ρ ｎ（δλ ｎ － ρ ｎδΔｕｎ，Δｕｎ － ｐｎ＋１） ≤－ ρ ｎ（δλ ｎ， － δΔｕｎ） － ρ ２
ｎ ‖Δｕｎ － ｐｎ＋１‖２

Ｌ２（Ω）， （３６）
根据式（２８），可得到

　 　 δλ ｎ＋１ － ρ ｎδΔｕｎ＋１ ＝ δλ ｎ － ρ ｎδΔｕｎ ＋ ρ ｎ（Δｕｎ － ｐｎ＋１） ．
最后，由式（３６）得到

　 　 ‖δλ ｎ＋１ － ρ ｎδΔｕｎ＋１‖２
Ｌ２（Ω） ＝

　 　 　 　 ‖δλ ｎ － ρ ｎδΔｕｎ‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ρ ２

ｎ ‖Δｕｎ － ｐｎ＋１‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ２ρ ｎ（δλ ｎ － ρ ｎδΔｕｎ，Δｕｎ － ｐｎ＋１） ≤

　 　 　 　 ‖δλ ｎ － ρ ｎδΔｕｎ‖２
Ｌ２（Ω） － ρ ２

ｎ ‖Δｕｎ － ｐｎ＋１‖２
Ｌ２（Ω） － ２ρ ｎ（δλ ｎ， － δΔｕｎ） ．

因此，该定理得证．
定理 ２　 算法 ２ 生成的序列 { ｕｎ，ｐｎ，λ ｎ } 收敛于 { ｕ，ｐ，λ } ∈ Ｈ２

０（Ω） × Ｌ２（Ω） × Ｌ２（Ω）， 且 ｐ ＝ Δｕ ．
证明　 根据 ｓｎ ≥ ０，０ ≤ ρ ｎ＋１ ≤ （１ ＋ ｓｎ）ρ ｎ 和式（３３），有
　 　 ‖δλ ｎ＋１ － ρ ｎ＋１δΔｕｎ＋１‖２

Ｌ２（Ω） ＝
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　 　 　 　 ‖δλ ｎ＋１‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ρ ２

ｎ＋１‖δｕｎ＋１‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ２ρ ｎ＋１（δλ ｎ＋１， － δΔｕｎ＋１） ≤

　 　 　 　 （１ ＋ ｓｎ） ２‖δλ ｎ＋１‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ρ ２

ｎ（１ ＋ ｓｎ） ２‖δｕｎ＋１‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ２ρ ｎ（１ ＋ ｓｎ）（δλ ｎ＋１， － δΔｕｎ＋１） ＝

　 　 　 　 （１ ＋ ｓｎ） ２‖δλ ｎ＋１ － ρ ｎδΔｕｎ＋１‖２
Ｌ２（Ω） ． （３７）

将式（３０）代入式（３７），有
　 　 ‖δλ ｎ＋１ － ρ ｎ＋１δΔｕｎ＋１‖２

Ｌ２（Ω） ≤
　 　 　 　 （１ ＋ ｓｎ） ２‖δλ ｎ － ρ ｎδΔｕｎ‖２

Ｌ２（Ω） － ２ρ ｎ（１ ＋ ｓｎ） ２（δλ ｎ， － δΔｕｎ） －

　 　 　 　 ρ ２
ｎ（１ ＋ ｓｎ） ２‖Δｕｎ － ｐｎ＋１‖２

Ｌ２（Ω） ≤
　 　 　 　 （１ ＋ ｓｎ） ２‖δλ ｎ － ρ ｎδΔｕｎ‖２

Ｌ２（Ω） － ２ρ ｎ（δλ ｎ， － δΔｕｎ） － ρ ２
ｎ ‖Δｕｎ － ｐｎ＋１‖２

Ｌ２（Ω） ． （３８）

令 ξ ｎ ２ｓｎ ＋ ｓ２ｎ， 由引理 ３ 可知 ∑ ＋∞

ｎ ＝ ０
ξ ｎ ＜ ＋ ∞，∏ ＋∞

ｎ ＝ ０
（１ ＋ ξ ｎ） ＜ ＋ ∞ ．定义以下符号：

　 　 Ｃ０ ∑
＋∞

ｎ ＝ ０
ξ ｎ， Ｃｐ ∏

＋∞

ｎ ＝ ０
（１ ＋ ξ ｎ） ．

由式（３３）和（３８），可得

　 　 ‖δλ ｎ＋１ － ρ ｎ＋１δΔｕｎ＋１‖２
Ｌ２（Ω） ≤ ∏

ｎ

ｉ ＝ ０
（１ ＋ ξ ｉ） ‖δλ ０ － ρ ０δΔｕ０‖２

Ｌ２（Ω） ≤

　 　 　 　 Ｃｐ‖δλ ０ － ρ ０δΔｕ０‖２
Ｌ２（Ω），　 　 ∀ｎ ≥ １， （３９）

即存在一个常数 Ｃ ＞ ０，使得对于任意的 ｎ ≥ ０， 有

　 　 ‖δλ ｎ － ρ ｎδΔｕｎ‖２
Ｌ２（Ω） ≤ Ｃ ． （４０）

根据式（３８），我们也可以得出

　 　 ２∑
＋∞

ｎ ＝ ０
ρ ｎ（δλ ｎ， － δΔｕｎ） ＋ ∑

＋∞

ｎ ＝ ０
ρ ２
ｎ‖Δｕｎ － ｐｎ＋１‖２

Ｌ２（Ω） ≤

　 　 　 　 ‖δλ ０ － ρ ０δΔｕ０‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ∑

＋∞

ｎ ＝ ０
ξ ｎ‖δλ ｎ － ρ ｎδΔｕｎ‖２

Ｌ２（Ω） ． （４１）

由式（３３）、（４０）和（４１），有

　 　 ∑
＋∞

ｎ ＝ ０
２αρ Ｌ‖δｕｎ‖２

Ｈ２
０（Ω） ＋ ∑

＋∞

ｎ ＝ ０
ρ ２
Ｌ‖Δｕｎ － ｐｎ＋１‖２

Ｌ２（Ω） ≤

　 　 　 　 ‖δλ ０ － ρ ｎδΔｕ０‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ∑

＋∞

ｎ ＝ ０
ξ ｎ‖δλ ｎ － ρ ｎδΔｕｎ‖２

Ｌ２（Ω） ≤

　 　 　 　 Ｃ ＋ Ｃ∑
＋∞

ｎ ＝ ０
ξ ｎ ≤ （１ ＋ Ｃ０）Ｃ ．

因此

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

‖δｕｎ‖２
Ｈ２
０（Ω） ＝ ０． （４２）

故在 Ｈ２
０（Ω） 上， ｕｎ → ｕ， 则

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

‖Δｕｎ － ｐｎ＋１‖２
Ｈ２
０（Ω） ＝ ０． （４３）

因为 ｐ ＝ Δｕ， 再结合式（４３），可以得到

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

‖ｐｎ＋１ － ｐ‖Ｌ２（Ω） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

‖ｐｎ＋１ － Δｕ‖Ｌ２（Ω） ≤

　 　 　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

‖ｐｎ＋１ － Δｕｎ‖Ｌ２（Ω） ＋ ｌｉｍ
ｎ→∞

‖Δｕｎ － Δｕ‖Ｌ２（Ω） ＝ ０． （４４）

因此，在 Ｌ２（Ω） 上， ｐｎ → ｐ ．
对于 ∀ｎ ≥ １， 由式（３９），有
　 　 ‖δλ ｎ＋１‖２

Ｌ２（Ω） ＋ ‖ρ ｎ＋１δΔｕｎ＋１‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ２ρ ｎ＋１（δλ ｎ＋１， － δΔｕｎ＋１） ≤

　 　 　 　 Ｃｐ‖δλ ０ － ρ ０δΔｕ０‖２
Ｌ２（Ω） ． （４５）

根据式（３３）和（４５）可知 { λ ｎ } 是有界的，可得 λ ｎ → λ ．
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注 １　 在算法 ２ 的第五步中令 ｓｎ ＝ ０， 有 ρ ｎ ＝ ρ０， 则算法 ２ 中罚参数为固定参数，即为算法 １，从而可以得算法 １ 也是收

敛的．

３　 算 例 分 析

本文利用自适应交替方向乘子算法求解四阶单侧曲率障碍的变分不等式问题，迭代过程中通过迭代函

数自动调整罚参数，用变参数 ρ ｎ 代替 ρ， 从而达到提高算法效率的目的［２，１０，１３］ ．下面具体考虑算法 ２
（ＳＡＤＭＭ）中选择罚参数 ρ ｎ 的自适应法则．根据算法的收敛性证明式（３０）知下式成立：

　 　 ‖λ ｎ＋１ － λ － ρ ｎ（Δｕｎ＋１ － Δｕ）‖ ≤ ‖λ ｎ － λ － ρ ｎ（Δｕｎ － Δｕ）‖ ．
利用平衡加快收敛，我们希望

　 　 ‖λ ｎ － λ‖ ≈ ‖ρ ｎ（Δｕｎ － Δｕ）‖ ．
使用以下方法来确定合适的参数 ρ ｎ， 给定常数 μ ＞ ０， 如果

　 　 ‖λ ｎ － λ‖ ＞ （１ ＋ μ）‖ρ ｎ（Δｕｎ － Δｕ）‖，
那么在下次迭代的时候要增加 ρ ｎ； 如果

　 　 ‖λ ｎ － λ‖ ＜ １
１ ＋ μ

‖ρ ｎ（Δｕｎ － Δｕ）‖，

那么在下次迭代的时候要减小 ρ ｎ ．即令 ω ｎ ＝
‖ρ ｎ（Δｕｎ － Δｕ）‖

‖λ ｎ － λ‖
， 然后让

　 　 ρ ｎ＋１ ＝

（１ ＋ ｓｎ）ρ ｎ，　 　 ω ｎ ＜ １
１ ＋ μ

，

１
１ ＋ ｓｎ

ρ ｎ， ω ｎ ＞ １
１ ＋ μ

，

ρ ｎ， ｏｔｈｅｒｓ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

为了分析算法收敛，构造一个非负序列 { ｓｎ } ， 使其满足∑∞

ｎ ＝ ０
ｓｎ ＜ ＋ ∞ ．下面给出了构造序列 { ｓｎ } 的

具体过程．
用 ｃｎ 计算 ρ ｎ 改变的次数，令 ｃ０ ＝ ０， 则

　 　 ｃｎ＋１ ＝
ｃｎ，　 　 　 　 １

１ ＋ μ
≤ ω ｎ ≤ １ ＋ μ，

ｃｎ ＋ １， ｏｔｈｅｒｓ ．

ì

î

í

ïï

ïï

采用如下方法得到非负序列 { ｓｎ } ：

　 　 ｓｎ ＝

μ，　 　 　 　 　 　 　 　 ｃｎ ＜ ｃｎ＋１， ｃｎ＋１ ≤ ｃｍａｘ，
１

（ｃｎ＋１ － ｃｍａｘ） ２ ρ ｎ， ｃｎ ＜ ｃｎ＋１， ｃｎ＋１ ＞ ｃｍａｘ，

０， ｏｔｈｅｒｓ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

对于给定的整数 ｃｍａｘ ＞ ０， 很容易知道由以上方法得到的非负序列 { ｓｎ } 满足 ∑∞

ｎ ＝ ０
ｓｎ ＜ ＋ ∞ ．在数值

算例中，我们取 μ ＝ ２，ｃｍａｘ ＝ １００．
为了检验本文算法的可行性，这里根据具体的算例进行数值分析．考虑一个具体的障碍问题：求解 ｕ ∈

Ｋ， 使得

　 　 ∫
Ω
ΔｕΔ（ｖ － ｕ）ｄｘ ≥ ∫

Ω
ｆ（ｖ － ｕ）ｄｘ，　 　 ∀ｖ ∈ Ｋ，

其中 Ω ＝ （０，１） ２， ｆ ＝ ２π ２ｓｉｎ（πｘ１）ｓｉｎ（πｘ２）， 这个问题的解析解为 ｕ ＝ １
２π ２ ｓｉｎ（πｘ１）ｓｉｎ（πｘ２） ［１５］ ．

采用本文的 ＡＤＭＭ 和 ＳＡＤＭＭ 两种方法进行求解，取步长 ｈ ＝ １ ／ ４０ 和参数 ρ ＝ １，ｕ 和 － Δｕ 的数值解结
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果如图 １ 和图 ２ 所示，解析解如图 ３ 所示，图 ４ 为逐点误差，可见数值解和精确解是吻合的．

图 １　 ｕ 的数值解 图 ２　 － Δｕ 的数值解

Ｆｉｇ． １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｕ Ｆｉｇ． ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ － Δｕ

图 ３　 精确解 ｕ 图 ４　 逐点误差

Ｆｉｇ． ３　 Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｕ Ｆｉｇ． ４　 Ｐｏｉｎｔｗｉｓｅ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

对于不同的初始罚参数取值 ρ， 表 １ 分别对步长 ｈ ＝ １ ／ １０，１ ／ ２０，１ ／ ４０，１ ／ ８０ 时 ＡＤＭＭ 和 ＳＡＤＭＭ 所需的

迭代次数进行了比较，表中∗表示迭代达到了最大迭代次数 ２００ 后即停止．表 ２ 分别给出了迭代所需的 ＣＰＵ
运行时间，单位为 ｓ ．表 １ 和表 ２ 的结果表明，ＳＡＤＭＭ 不仅有效减少了迭代次数，收敛速度更快，而且很稳定．
ＳＡＤＭＭ 的收敛速度和 ＣＰＵ 运行时间受初始参数 ρ 的影响很小．

表 １　 算法随步长变化所需迭代次数的情况

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｒｅｑｕｉｒｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｔｏ ｃｈａｎｇｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ

ρ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ （ＡＤＭＭ）

ｈ ＝ １ ／ １０ ｈ ＝ １ ／ ２０ ｈ ＝ １ ／ ４０ ｈ ＝ １ ／ ８０

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ２ （ＳＡＤＭＭ）

ｈ ＝ １ ／ １０ ｈ ＝ １ ／ ２０ ｈ ＝ １ ／ ４０ ｈ ＝ １ ／ ８０

１０－２ ∗ ∗ ∗ ∗ ２５ ２８ ２４ ２８

１０－１ ∗ ∗ ∗ ∗ ２６ ３４ ２９ ３４

１００ ４７ ５９ ９３ １０１ ３０ ３９ ３３ ３９

１０１ ∗ ∗ ∗ ∗ ３２ ４１ ３５ ４１

１０２ ∗ ∗ ∗ ∗ ３３ ４２ ３６ ４２

１０３ ∗ ∗ ∗ ∗ ３４ ４３ ３７ ４３

１０４ ∗ ∗ ∗ ∗ ３５ ４４ ３８ ４４
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表 ２　 算法随步长变化所需 ＣＰＵ 时间情况

Ｔａｂｌｅ ２　 ＣＰＵ ｔｉｍｅｓ ｒｅｑｕｉｒｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｔｏ ｃｈａｎｇｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ

ρ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ （ＡＤＭＭ）

ｈ ＝ １ ／ １０ ｈ ＝ １ ／ ２０ ｈ ＝ １ ／ ４０ ｈ ＝ １ ／ ８０

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ２ （ＳＡＤＭＭ）

ｈ ＝ １ ／ １０ ｈ ＝ １ ／ ２０ ｈ ＝ １ ／ ４０ ｈ ＝ １ ／ ８０

１０－２ ∗ ∗ ∗ ∗ ０．１１７ ５ ０．２５５ １ １．９１１ ９ ８０．０９５ ４

１０－１ ∗ ∗ ∗ ∗ ０．０２０ ０ ０．１７４ ４ ２．１２６ ９ ９５．０１１ ４

１００ ０．０３５ ５ ０．２７６ ９ ６．７７０ ４ ２８０．９９５ ９ ０．０２１ ８ ０．１７８ １ ２．５２１ ３ １０９．３８１ １

１０１ ∗ ∗ ∗ ∗ ０．０２４ ８ ０．１６８ ２ ２．６４７ １ １１４．９６５ ５

１０２ ∗ ∗ ∗ ∗ ０．０２４ ２ ０．１８１ ６ ２．６２０ ６ １１７．８９５ ８

１０３ ∗ ∗ ∗ ∗ ０．０２４ ３ ０．１７２ ３ ２．７９１ ４ １２０．３８４ ８

１０４ ∗ ∗ ∗ ∗ ０．０２５ ６ ０．１８３ ３ ２．８７５ ５ １２３．２３６ ０

４　 结　 　 论

本文提出了求解四阶单侧曲率障碍变分不等式问题的 ＳＡＤＭＭ ．先引入辅助函数和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，将问

题转化为鞍点问题，使用 ＡＤＭＭ 求解．为了提高计算效率，通过平衡原理和迭代函数，迭代过程使用自适应

法则选取合适的罚参数．数值算例的结果表明，参数对 ＳＡＤＭＭ 影响较小，该方法加快了收敛速度，且较为稳

定．该方法还可以推广到四阶双侧曲率障碍问题的数值求解中．
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２０２１， ４２（２）： １８８⁃１９８． （ＺＨＡＮＧ Ｍａｏｌｉｎ， ＲＡＮ Ｊｉｎｇ， ＺＨＡＮＧ Ｓｈｏｕｇｕｉ． Ａ ｓｅｌｆ⁃ａｄａｐｔｉｖｅ Ｕｚａｗａ ｂｌｏｃｋ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Ｓｔｏｋｅｓ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗｉｔｈ ｓｌｉｐ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２１，
４２（２）： １８８⁃１９８． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１４］　 ＩＣＨＩＲＯ Ｈ． Ｈｉｇｈｌｙ ｎｏｎｃｏｎｆｏｒｍｉｎｇ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｆｏｕｒｔｈ ｏｒｄｅｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｗｉｔｈ
ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｏｂｓｔａｃｌｅ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ， ２００５， １８（１）： １３６⁃１４２．

［１５］　 ＣＡＯ Ｗ， ＹＡＮＧ Ｄ． Ａｄａｐｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ａ ｆｏｕｒｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅ⁃
ｑｕａｌｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１４， ６６（１２）： ２５１７⁃２５３１．

［１６］　 ＧＬＯＷＩＮＳＫＩ Ｒ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｍ］ ． Ｂｅｒｌｉｎ： Ｓｐｒｉｎｇ⁃Ｖｅｒｌａｇ， ２００８．
［１７］　 ＳＣＨＯＬＺ Ｒ． Ｍｉｘｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｆｏｕｒｔｈ ｏｒｄｅｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｂｙ ｔｈｅ ｐｅｎａｌｔｙ ｍｅｔｈｏｄ

［Ｊ］ ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２００７， ９（３ ／ ４）： ２３３⁃２４７．

４０６ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷


