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摘要：　 研究了具有时变时滞的分数阶四元数神经网络的投影同步问题．该文不将分数阶四元数神经网络系统转化

成两个复值系统或四个实值系统，而是将四元数系统当做一个整体进行处理．在合适的控制器下，通过构造合适的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，并利用一些不等式技巧，得到了具有时变时滞分数阶四元数时滞神经网络投影同步的充分性判据．
最后，通过数值仿真实例验证了所得结论的有效性和可行性．
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０　 引　 　 言

近年来，神经网络在模式识别［１］、联想记忆、信号处理［２］ 和安全通信等领域的广泛应用，引起了许多研
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究者的关注［３］ ．由于分数阶模型相比传统的整数阶模型，有很好的遗传性和记忆性，能更准确地描述复杂系

统的动力学行为，因此，许多学者开始研究分数阶神经网络，并得到了显著的研究成果［４⁃６］ ．
同步现象作为神经网络的一种重要的动态行为，是分数阶神经网络研究的一个热点问题，包括完全同

步［７］、准同步［８］和 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｅｒ 同步［９］ ．文献［１０］研究了一类分数阶复值神经网络的准投影同步和完全同步

问题，通过设计合适的线性反馈控制器和自适应控制，利用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换和 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数的性质建立了

一个新的分数阶微分不等式．目前，已有许多学者对神经网络的投影问题进行了深入研究［１１⁃１３］ ．文献［１４］利
用复变函数和 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数的理论讨论了分数阶递归复值神经网络的拟投影同步．文献［１５］研究了分

数阶复值记忆神经网络的投影同步问题，根据分数阶多时滞系统的稳定性定理和比较原理，得到了保证驱动

响应网络同步的一些判据．文献［１６］研究了一类分数阶延迟神经网络的驱动响应同步问题．
以上关于神经网络的研究，都是关于实值或复值神经网络的，但在实际应用中，会遇到多维数据，实值神

经网络和复值神经元无法很好地处理这些数据．而四元数由一个实部和三个虚部组成，可以有效地处理多维

数据．因此，一些学者将四元数引入到经典的神经网络中，建立了四元数神经网络［１７⁃１８］ ．与实值神经网络和复

值神经网络相比，四元数神经网络的存储容量大，可处理多维信息，应用于图像处理、计算机图形学、彩色夜

视等领域［１９⁃２０］ ．文献［２１］将分数阶四元数神经网络分解成四个实值部分，通过分数阶微分不等式，设计合适

的控制器，研究了分数阶四元数神经网络的投影问题．文献［２２⁃２４］将四元数神经网络分解为两个复值系统

或四个实值系统．虽然这种分离方法是可行和有效的，但它导致了模型维数增加，增强了理论分析的复杂性．
文献［２５］研究了具有时滞和参数不确定的四元数神经网络的鲁棒性问题．目前，将四元数神经网络同步性问

题当作一个整体来研究尚不多见．
鉴于此，本文研究了具有时变时滞的四元数神经网络的投影同步问题．通过选取合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａ⁃

ｓｏｖｓｋｉｉ 泛函，结合积分不等式，得到了网络投影同步的不等式判据．

注 １　 Ｈ 表示四元数斜域，Ｈｎ 和 Ｈｎ×ｎ 分别表示 ｎ 维四元数空间和 ｎ × ｎ 四元数矩阵集．ＡＴ 和 Ａ∗ 分别表示矩阵 Ａ 的转置

矩阵和共轭转置矩阵．

１　 预 备 知 识

四元数可以写成 ｑ ＝ ｑ０ ＋ ｑ１ ｉ ＋ ｑ２ ｊ ＋ ｑ３ｋ，其中 ｑ０， ｑ１， ｑ２， ｑ３ ∈ Ｒ， ｉ， ｊ， ｋ 为虚数单位，满足下列条件：
　 　 ｉ２ ＝ ｊ２ ＝ ｋ２ ＝ － １， ｉｊ ＝ － ｊｉ ＝ ｋ， ｊｋ ＝ － ｋｊ ＝ ｉ， ｋｉ ＝ － ｉｋ ＝ ｊ ．

由此，可以看出四元数乘积不满足交换律．如果 ｐ ＝ ｐ０ ＋ ｐ１ ｉ ＋ ｐ２ ｊ ＋ ｐ３ｋ ∈ Ｈ，ｑ ＝ ｑ０ ＋ ｑ１ ｉ ＋ ｑ２ ｊ ＋ ｑ３ｋ ∈ Ｈ，则
ｐ 与 ｑ 的和定义为

　 　 ｐ ＋ ｑ ＝ （ｐ０ ＋ ｑ０） ＋ （ｐ１ ＋ ｑ１）ｉ ＋ （ｐ２ ＋ ｑ２）ｊ ＋ （ｐ３ ＋ ｑ３）ｋ；
ｐ 与 ｑ 的积定义为

　 　 ｐｑ ＝ （ｐ０ｑ０ － ｐ１ｑ１ － ｐ２ｑ２ － ｐ３ｑ３） ＋ （ｐ０ｑ１ ＋ ｐ１ｑ０ － ｐ２ｑ３ － ｐ３ｑ２）ｉ ＋
　 　 　 　 （ｐ０ｑ２ ＋ ｐ２ｑ０ － ｐ１ｑ３ ＋ ｐ３ｑ１）ｊ ＋ （ｐ０ｑ３ ＋ ｐ３ｑ０ ＋ ｐ１ｑ２ － ｐ２ｑ１）ｋ ．

四元数 ｑ 的共轭定义为

　 　 ｑ－ ＝ ｑ０ － ｑ１ ｉ － ｑ２ ｊ － ｑ３ｋ；
四元数 ｑ 的模定义为

　 　 ｜ ｑ ｜ ＝ ｑｑ－ ＝ ｑ０
２ ＋ ｑ２

１ ＋ ｑ２
２ ＋ ｑ２

３ ．
定义 １（分数阶积分）　 设 ｆ（ ｔ） ∈ Ｈｎ 在［ ｔ０， ＋ ∞） 是分段连续的函数，函数 ｆ（ ｔ） 的分数阶积分定义为

　 　 ｔ０Ｄ
－α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝ １

Γ（α）∫
ｔ

ｔ０
（ ｔ － ｓ） α－１ ｆ（ ｓ）ｄｓ，

其中 α ∈ （０，１），Γ（·） 表示 Ｇａｍｍａ 函数， Γ（ ｓ） ＝ ∫＋∞

０
ｔｓ－１ｅ －ｔｄｔ ．

定义 ２（Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数）　 设 ｆ（ ｔ） ∈Ｈｎ 在［ ｔ０， ＋∞） 是可微的函数，函数 ｆ（ ｔ） 的分数阶导

数定义为
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　 　 ＲＬ
ｔ０ Ｄ

α
ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １

Γ（ｍ － α）
ｄ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ）ｍ－α－１ ｆ（ｍ）（ ｓ）ｄｓ，

其中

　 　 ｍ － １ ＜ α ＜ ｍ， ｍ ∈ Ｚ ＋ ．
引理 １［５］ 　 若 ｚ（ ｔ） ∈ Ｒ 是连续可导的函数，且 ｚ（ ｔ） 的导数是可积的，则对 ∀ｔ ＞ ０，α ∈ （０，１）， 下面的

不等式成立：

　 　 １
２

ＲＬ
ｔ０ Ｄ

α
ｔ （ ｚ２（ ｔ）） ≤ ｚ（ ｔ） ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ ｚ（ ｔ） ．

引理 ２　 若 ｐ（ ｔ） ∈Ｈ是连续可微的函数，Ｍ为正定的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵，则对 ∀ｔ ＞ ０，α ∈（０，１），下面的不

等式成立：
　 　 ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ （ｐ∗（ ｔ）Ｍｐ（ ｔ）） ≤ ｐ∗（ ｔ）Ｍ ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ ｐ（ ｔ） ＋ ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ ｐ∗（ ｔ）Ｍｐ（ ｔ） ．

证明　 由于 Ｍ 为正定的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵，则存在一个酉矩阵 Ｗ ∈ Ｈｎ×ｎ 与正定的对角阵 Λ ＝ ｄｉａｇ（λ １，λ ２，
…，λ ｎ），使得 Ｍ ＝ ＷΛＷ，其中 λｍ（ｍ ＝ １，２，…，ｎ） 是矩阵 Ｍ 的特征值．

令

　 　 Ｕ（ ｔ） ＝ Ｗｐ（ ｔ） ＝ （Ｕ１（ ｔ），Ｕ２（ ｔ），…，Ｕｎ（ ｔ）） Ｔ， Ｕｍ（ ｔ） ＝ ｘｍ（ ｔ） ＋ ｉｙｍ（ ｔ） ＋ ｊｚｍ（ ｔ） ＋ ｋｕｍ（ ｔ），
则

　 　 Ｕ∗（ ｔ）Λ ＲＬ
ｔ０ Ｄ

α
ｔ Ｕ（ ｔ） ＋ ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ Ｕ∗（ ｔ）ΛＵ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｍ ＝ １
λｍ（Ｕ∗（ ｔ） ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ Ｕ（ ｔ） ＋ ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ Ｕ∗（ ｔ）Ｕ（ ｔ）） ＝

　 　 　 　 ２∑
ｎ

ｍ ＝ １
λｍ（ｘ∗

ｍ （ ｔ） ＲＬ
ｔ０ Ｄ

α
ｔ ｘｍ（ ｔ） ＋ ｙ∗

ｍ （ ｔ） ＲＬ
ｔ０ Ｄ

α
ｔ ｙｍ（ ｔ） ＋ ｚ∗ｍ （ ｔ） ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ ｚｍ（ ｔ） ＋ ｕ∗

ｍ （ ｔ） ＲＬ
ｔ０ Ｄ

α
ｔ ｕｍ（ ｔ）） ．

由引理 ２ 得

　 　 ＲＬ
ｔ０ Ｄ

α
ｔ （ｐ∗（ ｔ）Ｍｐ（ ｔ）） ＝ ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ （ｐ∗（ ｔ）ＷΛＷｐ（ ｔ）） ＝

　 　 　 　 ＲＬ
ｔ０ Ｄ

α
ｔ （（Ｗｐ（ ｔ））∗ΛＷｐ（ ｔ）） ＝ ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ (∑

ｎ

ｍ ＝ １
λｍＵ∗（ ｔ）Ｕ（ ｔ） ) ＝

　 　 　 　 ＲＬ
ｔ０ Ｄ

α
ｔ (∑

ｎ

ｍ ＝ １
λｍ（ｘ２

ｍ（ ｔ） ＋ ｙ２
ｍ（ ｔ） ＋ ｚ２ｍ（ ｔ） ＋ ｕ２

ｍ（ ｔ）） ) ≤

　 　 　 　 ２∑
ｎ

ｍ ＝ １
λｍ（ｘｍ（ ｔ） ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ ｘｍ（ ｔ） ＋ ｙｍ（ ｔ） ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ ｙｍ（ ｔ） ＋ ｚｍ（ ｔ） ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ ｚｍ（ ｔ） ＋ ｕｍ（ ｔ） ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ ｕｍ（ ｔ）） ＝

　 　 　 　 Ｕ∗（ ｔ）Λ ＲＬ
ｔ０ Ｄ

α
ｔ Ｕ（ ｔ） ＋ ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ Ｕ∗（ ｔ）ΛＵ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 （Ｗｐ（ ｔ））∗Λ ＲＬ
ｔ０ Ｄ

α
ｔ （Ｗｐ（ ｔ）） ＋ ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ （Ｗｐ（ ｔ））∗ΛＷｐ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ｐ∗（ ｔ）Ｍ ＲＬ
ｔ０ Ｄ

α
ｔ ｐ（ ｔ） ＋ ＲＬ

ｔ０ Ｄ
α
ｔ ｐ∗（ ｔ）Ｍｐ（ ｔ） ．

引理 ３［１７］ 　 Ｑ ∈ Ｈｎ×ｎ 为正定的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵，向量函数 ｕ（ｘ）：［ａ，ｂ］ → Ｈｎ，ａ ＜ ｂ， 有

　 　 (∫ｂ
ａ
ｕ∗（ｘ）ｄｘ )Ｑ (∫ｂ

ａ
ｕ（ｘ）ｄｘ ) ≤ （ｂ － ａ）∫ｂ

ａ
ｕ∗（ｘ）Ｑｕ（ｘ）ｄｘ ．

引理 ４［２４］ 　 Ｑ ∈ Ｃｎ×ｎ 为正定的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵，向量函数 ｕ（ｘ）：［ａ，ｂ］ → Ｃｎ，ａ ＜ ｂ， 有

　 　 (∫ｂ
ａ
∫ｂ
ｓ
ｕ∗（ｘ）ｄｘｄθ )Ｑ (∫ｂ

ａ
∫ｂ
ｓ
ｕ（ｘ）ｄｘｄθ ) ≤ （ｂ － ａ） ２

２ ∫ｂ
ａ
∫ｂ
ｓ
ｕ∗（ｘ）Ｑｕ（ｘ）ｄｘｄθ ．

引理 ５　 Ｑ ∈ Ｈｎ×ｎ 为正定的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵，向量函数 ｕ（ｘ）：［ａ，ｂ］ → Ｈｎ，ａ ＜ ｂ， 有

　 　 (∫ｂ
ａ
∫ｂ
ｓ
ｕ∗（ｘ）ｄｘｄθ )Ｑ (∫ｂ

ａ
∫ｂ
ｓ
ｕ（ｘ）ｄｘｄθ ) ≤ （ｂ － ａ） ２

２ ∫ｂ
ａ
∫ｂ
ｓ
ｕ∗（ｘ）Ｑｕ（ｘ）ｄｘｄθ ．

证明　 假设 Ｑ ＝ Ｑ１ ＋ Ｑ２Ｊ，ｕ（ｘ） ＝ ｕ１（ｘ） ＋ ｕ２（ｘ）Ｊ，其中 Ｑ１∈ Ｃｎ×ｎ，Ｑ２∈ Ｃｎ×ｎ，ｕ１（ｘ） ∈ Ｃｎ，ｕ２（ｘ） ∈ Ｃｎ ．

因为 Ｑ 为 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵，所以 Ｑ∗
１ ＝ Ｑ１， Ｑ∗

２ ＝ － Ｑ
－

２， 由引理 ４ 得

　 　 (∫ｂ
ａ
∫ｂ
ｓ
ｕ∗（ｘ）ｄｘｄθ )Ｑ (∫ｂ

ａ
∫ｂ
ｓ
ｕ（ｘ）ｄｘｄθ ) ＝
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　 　 　 　 ∫ｂ
ａ
∫ｂ
ｓ

ｕ１（ｘ）
ｕ２（ｘ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｄｘｄθ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

∗ Ｑ１ － Ｑ２

Ｑ
－

２ Ｑ
－

１

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ∫ｂ

ａ
∫ｂ
ｓ

ｕ１（ｘ）
ｕ２（ｘ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｄｘｄθ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ≤

　 　 　 　 （ｂ － ａ） ２

２ ∫ｂ
ａ
∫ｂ
ｓ

ｕ１（ｘ）
ｕ２（ｘ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

∗ Ｑ１ － Ｑ２

Ｑ
－

２ Ｑ
－

１

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

ｕ１（ｘ）
ｕ２（ｘ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｄｘｄθ ＝

　 　 　 　 （ｂ － ａ） ２

２ ∫ｂ
ａ
∫ｂ
ｓ
ｕ∗（ｘ）Ｑｕ（ｘ）ｄｘｄθ ．

２　 模 型 描 述

本文考虑如下一类具有时变时滞分数阶四元数神经网络：

　 　
ＲＬ
０ Ｄα

ｔ ｐ（ ｔ） ＝ － Ｅｐ（ ｔ） ＋ Ａｆ（ｐ（ ｔ）） ＋ Ｂｇ（ｐ（ ｔ － σ（ ｔ））） ＋ Ｌ，
ＲＬ
０ Ｄ

－（１－α）
ｔ ｐ（ ｔ） ＝ ϕ（ ｔ），{ 　 　 ｔ ∈ ［ － σ，０］， （１）

其中 ０ ＜ α ＜ １， ｐ（ ｔ） ＝ （ｐ１（ ｔ），ｐ２（ ｔ），…，ｐｎ（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｈｎ 表示系统的状态向量；Ｅ ＝ ｄｉａｇ（ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ） 表示自

反馈矩阵，ｅｉ ＞ ０，ｉ∈１，２，…，ｎ；σ（ ｔ） 表示时变时滞；Ａ，Ｂ分别表示 ｔ和 ｔ － σ（ ｔ） 时刻的连接权矩阵；向量激

活函数 ｆ（ｐ（ ｔ）） ＝ （ ｆ１（ｐ１（ ｔ））， ｆ２（ｐ２（ ｔ）），…， ｆｎ（ｐｎ（ ｔ））） Ｔ ∈ Ｈｎ， ｇ（ｐ（ ｔ － σ（ ｔ）） ＝ （ｇ１（ｐ１（ ｔ － σ（ ｔ））），
ｇ２（ｐ２（ ｔ － σ（ ｔ））），…，ｇｎ（ｐｎ（ ｔ － σ（ ｔ）））） Ｔ ∈ Ｈｎ； Ｌ 表示相应的外部输入．

本文做假设如下．
假设 １　 对任意的 ｘ，ｙ ∈ Ｈ，存在两个正常数 λ ｉ，γ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）， 使得

　 　 ｜ ｆｉ（ｘ） － ｆｉ（ｙ） ｜ ≤ λ ｉ ｜ ｘ － ｙ ｜ ， ｜ ｇｉ（ｘ） － ｇｉ（ｙ） ｜ ≤ γ ｉ ｜ ｘ － ｙ ｜ ． （２）
令

　 　 Λ ＝ ｄｉａｇ（λ １，λ ２，…，λ ｎ）， Γ ＝ ｄｉａｇ（γ １，γ ２，…，γ ｎ） ．
假设 ２　 时滞 σ（ ｔ） 是连续可导的，且满足如下条件：
　 　 ０ ＜ σ（ ｔ） ≤ σ， σ（ ｔ） ≤ σ ． （３）
考虑响应系统如下：

　 　
ＲＬ
０ Ｄα

ｔ ｑ（ ｔ） ＝ － Ｅｑ（ ｔ） ＋ Ａｆ（ｑ（ ｔ）） ＋ Ｂｇ（ｑ（ ｔ － σ（ ｔ））） ＋ Ｌ ＋ ｕ（ ｔ），

０Ｄ
－（１－α）
ｔ ｑ（ ｔ） ＝ ψ（ ｔ），{ 　 　 ｔ ∈ ［ － σ，０］， （４）

其中 ｕ（ ｔ） 为控制器．控制器设计如下：
　 　 ｕ（ ｔ） ＝ － Ｋ（ｑ（ ｔ） － Ｆｐ（ ｔ）） ＋ ＥＦｐ（ ｔ） － ＦＥｐ（ ｔ） － Ａｆ（Ｆｐ（ ｔ）） ＋ ＦＡｆ（ｐ（ ｔ）） －
　 　 　 　 Ｂｇ（Ｆｐ（ ｔ － σ（ ｔ））） ＋ ＦＢｇ（ｐ（ ｔ － σ（ ｔ））） － （Ｉ － Ｆ）Ｌ， （５）

其中 Ｋ ∈ Ｒｎ×ｎ 是控制器 ｕ（ ｔ） 的系数矩阵，Ｉ 为单位矩阵．
定义误差为

　 　 θ（ ｔ） ＝ ｑ（ ｔ） － Ｆｐ（ ｔ）， （６）
其中

　 　 θ（ ｔ） ＝ （θ １（ ｔ），θ ２（ ｔ），…，θ ｎ（ ｔ））∗ ∈ Ｈｎ， Ｆ ＝ ｄｉａｇ（Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｎ） ＞ ０．
则由系统（１）和系统（４）得到误差系统如下：
　 　 ＲＬ

０ Ｄα
ｔ θ（ ｔ） ＝ － （Ｅ ＋ Ｋ）θ（ ｔ） ＋ Ａｆ（θ（ ｔ）） ＋ Ｂｇ（θ（ ｔ － σ（ ｔ）））， （７）

其中

　 　 ｆ（θ（ ｔ）） ＝ ｆ（θ（ ｔ） ＋ Ｆｐ（ ｔ）） － ｆ（Ｆｐ（ ｔ）），ｇ（θ（ ｔ － σ（ ｔ） ）） ＝
　 　 　 　 ｇ（θ（ ｔ － σ（ ｔ））） ＋ Ｆｐ（ ｔ － σ（ ｔ））） － ｇ（Ｆｐ（ ｔ － σ（ ｔ））） ．

３　 主 要 结 论

定理 １　 假设 １ 和假设 ２ 成立，如果存在正定的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵 Ｐ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６），两个正定的对角矩阵

Ｋ１，Ｗ， 以及常数 ０ ＜ σ ≤ １， 满足如下线性矩阵不等式（ＬＭＩ）：
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　 　 Ω ＝

Ω１１ Ω１２ Ω１３ Ω１４ Ω１５ ０

∗ Ω２２ Ω２３ Ａ∗Ｐ３ σ ３Ａ∗Ｐ５ ０

∗ ∗ Ω３３ Ｂ∗Ｐ３ σ ３Ｂ∗Ｐ５ ０
∗ ∗ ∗ － Ｐ４ － σＰ５ － Ｐ３

∗ ∗ ∗ ∗ － ４Ｐ６ ０
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － Ｐ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０， （８）

其中，∗表示矩阵块的共轭转置， Ω１１ ＝ － （Ｅ ＋ Ｋ）∗Ｐ１ － Ｐ１（Ｅ ＋ Ｋ） ＋ （Ｅ ＋ Ｋ）∗（Ｐ２ ＋ σ ２Ｐ４ ＋ σ ４Ｐ６）（Ｅ ＋ Ｋ）
＋ ΛＫΛ ＋ ΓＷΓ，Ω１２ ＝ Ｐ１Ａ － （Ｅ ＋ Ｋ）∗（Ｐ２ ＋ σ ２Ｐ４ ＋ σ ４Ｐ６）Ａ，Ω１３ ＝ Ｐ１Ｂ － （Ｅ ＋ Ｋ）∗（Ｐ２ ＋ σ ２Ｐ４ ＋ σ ４Ｐ６）Ｂ，
Ω１４ ＝ － （Ｅ ＋ Ｋ）∗Ｐ３， Ω１５ ＝ － σ ３（Ｅ ＋ Ｋ）∗Ｐ５，Ω２２ ＝ Ａ∗（Ｐ２ ＋ σ ２Ｐ４ ＋ σ ４Ｐ６）Ａ － Ｋ１，Ω２３ ＝ Ａ∗（Ｐ２ ＋ σ ２Ｐ４ ＋

σ ４Ｐ６）Ｂ，Ω３３ ＝ Ｂ∗（Ｐ２ ＋ σ ２Ｐ４ ＋ σ ４Ｐ６）Ｂ － （１ － σ）Ｗ ．则系统（７）的零点是稳定的，即系统（４）和系统（１）可
以实现投影同步．

证明　 选择如下 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函：
　 　 Ｖ（ ｔ） ＝ Ｖ１（ ｔ） ＋ Ｖ２（ ｔ） ＋ Ｖ３（ ｔ）， （９）

其中

　 　 Ｖ１（ ｔ） ＝ ＲＬ
０ Ｄ

－（１－α）
ｔ （θ∗（ ｔ）Ｐ１θ（ ｔ）） ＋ ∫ｔ

ｔ －σ（ ｔ）
ｇ∗（θ（ ｓ））Ｗｇ（θ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ －σ

（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ））∗Ｐ２（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ））ｄｓ， （１０）

　 　 Ｖ２（ ｔ） ＝ (∫ｔ
ｔ －σ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄｓ )
∗
Ｐ３ (∫ｔ

ｔ －σ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄｓ ) ＋

　 　 　 　 σ∫０
－σ
∫ｔ
ｔ ＋ξ

（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ））∗Ｐ４（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ））ｄξｄｓ， （１１）

　 　 Ｖ３（ ｔ） ＝ (σ∫０
－σ
∫ｔ
ｔ ＋ξ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄξｄｓ )
∗
Ｐ５ (σ∫０

－σ
∫ｔ
ｔ ＋ξ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄξｄｓ ) ＋

　 　 　 　 ２σ ２∫０
－σ
∫０
ξ
∫ｔ
ｔ ＋τ

（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ））∗Ｐ６（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ））ｄｓｄξｄτ ． （１２）

对 Ｖ１（ ｔ），Ｖ２（ ｔ），Ｖ３（ ｔ） 求导，得
　 　 Ｖ１（ ｔ） ＝ ＲＬ

０ Ｄα
ｔ （θ∗（ ｔ）Ｐ１θ（ ｔ）） ＋ ｇ∗（θ（ ｔ））Ｗｇ（θ（ ｔ）） －

　 　 　 　 （１ － σ（ ｔ））ｇ∗（θ（ ｔ － σ（ ｔ）））Ｗｇ（θ（ ｔ － σ（ ｔ））） ＋
　 　 　 　 （ ＲＬ

０ Ｄα
ｔ θ（ ｔ））∗Ｐ２（ ＲＬ

０ Ｄα
ｔ θ（ ｔ）） － （ ＲＬ

０ Ｄα
ｔ θ（ ｔ － σ））∗Ｐ２（ ＲＬ

０ Ｄα
ｔ θ（ ｔ － σ）） ≤

　 　 　 　 θ∗（ ｔ）Ｐ１（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ）） ＋ （ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ））∗Ｐ１θ∗（ ｔ） ＋ ｇ∗（θ（ ｔ））Ｗｇ（θ（ ｔ）） －

　 　 　 　 （１ － σ）ｇ∗（θ（ ｔ － σ（ ｔ）））Ｗｇ（θ（ ｔ － σ（ ｔ））） ＋ （ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ））∗Ｐ２（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ）） －

　 　 　 　 （ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ － σ））∗Ｐ２（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ － σ）） ≤
　 　 　 　 θ∗（ ｔ）（ － Ｐ１（Ｅ ＋ Ｋ） － （Ｅ ＋ Ｋ）∗Ｐ１ ＋ （Ｅ ＋ Ｋ）∗Ｐ２（Ｅ ＋ Ｋ））θ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 θ∗（ ｔ）（Ｐ１Ａ － （Ｅ ＋ Ｋ）∗Ｐ２Ａ） ｆ（θ（ ｔ）） ＋ ｆ∗（θ（ ｔ））（Ａ∗Ｐ１ － Ａ∗Ｐ２（Ｅ ＋ Ｋ））θ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 θ∗（ ｔ）（Ｐ１Ｂ － （Ｅ ＋ Ｋ）∗Ｐ２Ｂ）ｇ（θ（ ｔ － σ（ ｔ））） ＋

　 　 　 　 ｇ∗（θ（ ｔ － σ（ ｔ）））（Ｂ∗Ｐ１ － Ｂ∗Ｐ２（Ｅ ＋ Ｋ））θ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ｆ∗（θ（ ｔ））Ａ∗Ｐ２Ａｆ（θ（ ｔ）） ＋ ｆ∗（θ（ ｔ））Ａ∗Ｐ２Ｂｇ（θ（ ｔ － σ（ ｔ））） ＋

　 　 　 　 ｇ∗（θ（ ｔ））Ｗｇ（θ（ ｔ）） ＋ ｇ∗（θ（ ｔ － σ（ ｔ）））（Ｂ∗Ｐ２Ｂ － （１ － σ）Ｗ）ｇ（θ（ ｔ － σ（ ｔ））） ＋

　 　 　 　 ｇ∗（θ（ ｔ － σ（ ｔ）））Ｂ∗Ｐ２Ａｆ（θ（ ｔ）） － （ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ － σ））∗Ｐ２（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ － σ））， （１３）

　 　 Ｖ２（ ｔ） ＝ （ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ） － ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ － σ））∗Ｐ３ (∫ｔ
ｔ －σ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄｓ ) ＋
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　 　 　 　 (∫ｔ
ｔ －σ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄｓ )
∗
Ｐ３（ ＲＬ

０ Ｄα
ｔ θ（ ｔ） － ＲＬ

０ Ｄα
ｔ θ（ ｔ － σ）） ＋

　 　 　 　 σ [σ（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ））∗Ｐ４（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ）） － ∫ｔ
ｔ －σ

（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ））∗Ｐ４（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ））ｄｓ ] ≤

　 　 　 　 （ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ））∗Ｐ３ (∫ｔ
ｔ －σ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄｓ ) － （ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ － σ））∗Ｐ３ (∫ｔ
ｔ －σ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄｓ ) ＋

　 　 　 　 (∫ｔ
ｔ －σ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄｓ )
∗
Ｐ３（ ＲＬ

０ Ｄα
ｔ θ（ ｔ）） － (∫ｔ

ｔ －σ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄｓ )
∗
Ｐ３（ ＲＬ

０ Ｄα
ｔ θ（ ｔ － σ）） ＋

　 　 　 　 σ ２（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ））∗Ｐ４（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ）） － (∫ｔ
ｔ －σ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄｓ )
∗
Ｐ４ (∫ｔ

ｔ －σ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄｓ )， （１４）

　 　 Ｖ３（ ｔ） ＝ σ ２（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ）） － (∫ｔ
ｔ －σ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄｓ )[ ]
∗
Ｐ５ (σ∫０

－σ
∫ｔ
ｔ ＋ξ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄξｄｓ ) ＋

　 　 　 　 (σ∫０
－σ
∫ｔ
ｔ ＋ξ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄξｄｓ )
∗
Ｐ５ σ ２（ ＲＬ

０ Ｄα
ｔ θ（ ｔ）） － (∫ｔ

ｔ －σ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄｓ )[ ] ＋

　 　 　 　 ２σ ２ σ ２

２
（ ＲＬ

０ Ｄα
ｔ θ（ ｔ））∗Ｐ６（ ＲＬ

０ Ｄα
ｔ θ（ ｔ）） － ∫０

－σ
∫ｔ
ｔ ＋ξ

（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ））∗Ｐ６（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ））ｄξｄｓ
é

ë
êê

ù

û
úú ≤

　 　 　 　 σ ３（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ））∗Ｐ５ (∫０
－σ
∫ｔ
ｔ ＋ξ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄξｄｓ ) ＋ σ ４（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ））∗Ｐ６（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ）） －

　 　 　 　 (∫ｔ
ｔ －σ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄｓ )
∗
Ｐ５ (σ∫０

－σ
∫ｔ
ｔ ＋ξ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄξｄｓ ) ＋

　 　 　 　 (∫０
－σ
∫ｔ
ｔ ＋ξ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄξｄｓ )
∗
σ ３Ｐ５（ ＲＬ

０ Ｄα
ｔ θ（ ｔ）） －

　 　 　 　 (∫０
－σ
∫ｔ
ｔ ＋ξ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄξｄｓ )
∗
σＰ５ (∫ｔ

ｔ －σ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄｓ ) －

　 　 　 　 (∫０
－σ
∫ｔ
ｔ ＋ξ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄξｄｓ )
∗
４Ｐ６ (∫０

－σ
∫ｔ
ｔ ＋ξ

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ）ｄξｄｓ ) ． （１５）

在假设 １ 条件下，存在正定对角矩阵 Ｋ１，Ｗ， 有

　 　 θ∗（ ｔ）ΛＫ１Λθ（ ｔ） － ｆ∗（θ（ ｔ））Ｋ１ ｆ（θ（ ｔ）） ≥ ０， （１６）
　 　 θ∗（ ｔ）ΓＷΓ θ（ ｔ） － ｇ∗（θ（ ｔ））Ｗｇ（θ（ ｔ）） ≥ ０． （１７）

由式（１３）—（１７）可知

　 　 Ｖ（ ｔ） ≤ ξ∗（ ｔ）Ωξ（ ｔ） ＜ ０， （１８）
其中

　 　 ξ（ ｔ） ＝ [θ∗（ ｔ），ｆ∗（θ（ ｔ）），ｇ∗（θ（ ｔ － σ（ ｔ））），∫ｔ
ｔ －σ

（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ））∗ｄｓ，

　 　 　 　 ∫０
－σ
∫ｔ
ｔ ＋ξ

（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｓ））∗ｄξｄｓ，（ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ θ（ ｔ － σ））∗ ]
∗
，

根据 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 理论，可知系统（１）和系统（４）是投影同步的．

注 ２　 当系统（１）的时变时滞退化成常时滞时，相应的驱动系统和响应系统为

　 　
ＲＬ
０ Ｄα

ｔ ｐ（ ｔ） ＝ － Ｅｐ（ ｔ） ＋ Ａｆ（ｐ（ ｔ）） ＋ Ｂｇ（ｐ（ ｔ － σ）） ＋ Ｌ，

０Ｄ
－（１－α）
ｔ ｐ（ ｔ） ＝ ϕ（ ｔ），{ 　 　 ｔ ∈ ［ － σ，０］， （１９）

　 　
ＲＬ
０ Ｄα

ｔ ｑ（ ｔ） ＝ － Ｅｑ（ ｔ） ＋ Ａｆ（ｑ（ ｔ）） ＋ Ｂｇ（ｑ（ ｔ － σ）） ＋ Ｌ ＋ ｕ（ ｔ），

０Ｄ
－（１－α）
ｔ ｑ（ ｔ） ＝ ψ（ ｔ），{ 　 　 ｔ ∈ ［ － σ，０］， （２０）

其中控制器 ｕ（ ｔ） ＝ － Ｋ（ｑ（ ｔ） － Ｆｐ（ ｔ）） ＋ ＥＦｐ（ ｔ） － ＦＥｐ（ ｔ） － Ａｆ（Ｆｐ（ ｔ）） ＋ ＦＡｆ（ｐ（ ｔ）） － Ｂｇ（Ｆｐ（ ｔ － σ）） ＋ ＦＢｇ（ｐ（ ｔ － σ））
－ （Ｉ － Ｆ）Ｌ ．

推论 １　 若假设 １ 成立，如果存在正定的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵 Ｐ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６），两个正定的对角矩阵 Ｋ１，Ｗ，
满足如下线性矩阵不等式：
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　 　 Π ＝

Π１１ Π１２ Π１３ Π１４ Π１５ ０

∗ Π２２ Π２３ Ａ∗Ｐ３ σ ３Ａ∗Ｐ５ ０

∗ ∗ Π３３ Ｂ∗Ｐ３ σ ３Ｂ∗Ｐ５ ０
∗ ∗ ∗ － Ｐ４ － σＰ５ － Ｐ３

∗ ∗ ∗ ∗ － ４Ｐ６ ０
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － Ｐ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０， （２１）

其中 Π１１ ＝ － （Ｅ ＋ Ｋ）∗Ｐ１ － Ｐ１（Ｅ ＋ Ｋ） ＋ （Ｅ ＋ Ｋ）∗（Ｐ２ ＋ σ ２Ｐ４ ＋ σ ４Ｐ６）（Ｅ ＋ Ｋ） ＋ ΛＫ１Λ ＋ ΓＷΓ，Π１２ ＝ Ｐ１Ａ
－ （Ｅ ＋ Ｋ）∗（Ｐ２ ＋ σ ２Ｐ４ ＋ σ ４Ｐ６）Ａ，Π１３ ＝ Ｐ１Ｂ － （Ｅ ＋ Ｋ）∗（Ｐ２ ＋ σ ２Ｐ４ ＋ σ ４Ｐ６）Ｂ，Π１４ ＝ － （Ｅ ＋ Ｋ）∗Ｐ３， Π１５

＝ － σ ３（Ｅ ＋ Ｋ）∗Ｐ５，Π２２ ＝Ａ∗（Ｐ２ ＋ σ ２Ｐ４ ＋ σ ４Ｐ６）Ａ － Ｋ１，Π２３ ＝Ａ∗（Ｐ２ ＋ σ ２Ｐ４ ＋ σ ４Ｐ６）Ｂ，Π３３ ＝Ｂ∗（Ｐ２ ＋ σ ２Ｐ４

＋ σ ４Ｐ６）Ｂ － Ｗ ．
根据 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 理论，可知系统（１）和系统（４）是投影同步的．

注 ３　 文献［２６］研究了分数阶四元数值神经网络的同步性， 但没有考虑时滞．该模型是本文研究模型的特例， 本文研究

的模型更符合实际， 研究结果也更具有普遍性．

４　 数 值 例 子

例 １　 考虑以下二维的时变时滞分数阶四元数神经网络作为驱动系统：

　 　
ＲＬ
０ Ｄα

ｔ ｐ（ ｔ） ＝ － Ｅｐ（ ｔ） ＋ Ａｆ（ｐ（ ｔ）） ＋ Ｂｇ（ｐ（ ｔ － σ（ ｔ））） ＋ Ｌ，

０Ｄ
－（１－α）
ｔ ｐ（ ｔ） ＝ ϕ（ ｔ），{ 　 　 ｔ ∈ ［ － σ，０］， （２２）

其中 α ＝ ０．９８， σ（ ｔ） ＝｜ ｓｉｎ（２ｔ） ｜ ，ｐ（ ｔ） ＝ （ｐ１（ ｔ），ｐ２（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｈ２， ｆ１（ｐ（ ｔ）） ＝ ｆ２（ｐ（ ｔ）） ＝ ｇ１（ｐ（ ｔ）） ＝ ｇ２（ｐ（ ｔ））
＝ ０．２５ｔａｎｈ（ｐ（ ｔ）），

　 　 Ｅ ＝
１５ ０
０ １５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｌ ＝

０
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ａ ＝
５ － ２ｉ ＋ ３ｊ － ２ｋ ３ ＋ ４ｉ － ３ｊ ＋ ５ｋ
４ － ２ｉ ＋ ５ｊ － ３ｋ １ ＋ ６ｉ ＋ ｊ ＋ ４ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｂ ＝
５ ＋ ３ｉ － ｊ ＋ ３ｋ １ － ２ｉ ＋ ｊ － ４ｋ

－ ４ ＋ ３ｉ － ４ｊ ＋ ３ｋ ５ － ７ｉ － ２ｊ － ３ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

对应的响应系统为

　 　
ＲＬ
０ Ｄα

ｔ ｑ（ ｔ） ＝ － Ｅｑ（ ｔ） ＋ Ａｆ（ｑ（ ｔ）） ＋ Ｂｇ（ｑ（ ｔ － σ（ ｔ））） ＋ Ｌ ＋ ｕ（ ｔ），

０Ｄ
－（１－α）
ｔ ｑ（ ｔ） ＝ ψ（ ｔ），{ 　 　 ｔ ∈ ［ － σ，０］， （２３）

其中 α ＝ ０．９８， ｑ（ ｔ） ＝ （ｑ１（ ｔ），ｑ２（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｈ２， ｆ１（ｑ（ ｔ）） ＝ ｆ２（ｑ（ ｔ）） ＝ ｇ１（ｑ（ ｔ）） ＝ ｇ２（ｑ（ ｔ）） ＝ ０．２５ｔａｎｈ（ｐ（ ｔ）），
σ ＝ ０．７６ ，σ ＝ ０．０５， Ｅ，Ａ，Ｂ，Ｌ 与系统（２２） 一样．控制器为 ｕ（ ｔ） ＝ － Ｋ（ｑ（ ｔ） － Ｆｐ（ ｔ）） ＋ ＥＦｐ（ ｔ） － ＦＥｐ（ ｔ）
－ Ａｆ（Ｆｐ（ ｔ）） ＋ ＦＡｆ（ｐ（ ｔ）） － Ｂｇ（Ｆｐ（ ｔ － σ（ ｔ））） ＋ ＦＢｇ（ｐ（ ｔ － σ（ ｔ））） － （Ｉ － Ｆ）Ｌ，

　 　 Ｋ ＝
１５ ０
０ １５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２４）

当 Λ ＝ ｄｉａｇ（０．２５，０．２５） 时，Γ ＝ ｄｉａｇ（０．２５，０．２５）， 满足假设 １ 和假设 ２．
利用 ＭＡＴＬＡＢ 对线性矩阵不等式（８）求得可行解为

　 　 Ｐ１ ＝
５２．４００ １ ３．２１２ ０ ＋ １．５０１ ２ｉ ＋ １．５３５ ５ｊ － １．６０１ ２ｋ

３．２１２ ０ － １．５０１ ２ｉ － １．５３５ ５ｊ ＋ １．６０１ ２ｋ ３４．８０１ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｐ２ ＝
３８．２２６ ６ ０．２０１ ３ － ０．３４５ ０ｉ ＋ ０．０００ ８ｊ ＋ ０．００５ ２ｋ

０．２０１ ３ ＋ ０．３４５ ０ｉ － ０．０００ ８ｊ － ０．００５ ２ｋ ３８．２２６ ６
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｐ３ ＝
０．０１４ １ － ０．００８ ４ － ０．００２ ８ｉ ＋ ０．０００ ９ｊ － ０．００１ １ｋ

－ ０．００８ ４ ＋ ０．００２ ８ｉ － ０．０００ ９ｊ ＋ ０．００１ １ｋ ０．００８ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，
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　 　 Ｐ４ ＝
１．３７０ ９ － ０．０２４ ３ ＋ ０．１８４ ９ｉ － ０．０１６ ９ｊ ＋ ０．０１４ ７ｋ

－ ０．０２４ ３ － ０．１８４ ９ｉ ＋ ０．０１６ ９ｊ － ０．０１４ ７ｋ １．３４０ ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｐ５ ＝
６４．１２８ １ － ２６．４４８ ２ － ０．７５３ ９ｉ ＋ １．４２７ ４ｊ ＋ ０．９３１ ８ｋ

－ ２６．４４８ ２ ＋ ０．７５３ ９ｉ － １．４２７ ４ｊ － ０．９３１ ８ｋ ４４．０９２ ８
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｐ６ ＝
１８１．５２０ ０ ０．７２１ ０ ＋ ０．０１１ ３ｉ － ０．０２１ １ｊ － ０．０２３ ７ｋ

０．７２０ ０ － ０．０１０ ０ｉ ＋ ０．０２１ １ｊ ＋ ０．０２３ ７ｋ １８０．２１０ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｋ１ ＝ １０５ １．４５３ ０ ０
０ １．４４９ ９

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｗ ＝ １０４ ２．８５８ ２ ０

０ ２．８４９ ６
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

因此，定理 １ 的条件成立，从而系统（７）的零点是稳定的，即系统（４）和系统（１）可以实现投影同步．数值仿真

选取如下初始条件：
　 　 ｐ０ ＝ ［４．５ ＋ ０．９ｉ － ３．５ｊ － ２ｋ， ４．５ － ０．９ｉ － ５．５ｊ ＋ ２ｋ］ Ｔ，
　 　 ｑ０ ＝ ［ － ５．５ － ２ｉ － ３．５ｊ － ５ｋ， － １．５ － ３ｉ － ７．５ｊ ＋ ５ｋ］ Ｔ ．
图 １、图 ２ 给出了驱动系统（１）和响应系统（４）在未施加控制时状态变量的时间响应曲线，图 ３ 给出了误

差系统（７）在未施加控制时状态变量的时间响应曲线．

图 １　 未加控制时，状态变量 ｐＲ１ ，ｐＲ２ ，ｐＩ１，ｐＩ２，ｑＲ１ ，ｑＲ２ ，ｑＩ１，ｑＩ２ 的时间响应曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｐＲ１ ，ｐＲ２ ，ｐＩ１，ｐＩ２，ｑＲ１ ，ｑＲ２ ，ｑＩ１，ｑＩ２ ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｎｔｒｏｌ

图 ２　 未加控制时，状态变量 ｐＪ１，ｐＪ２，ｐＫ１ ，ｐＫ２ ，ｑＪ１，ｑＪ２，ｑＫ１ ，ｑＫ２ 的时间响应曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｐＪ１，ｐＪ２，ｐＫ１ ，ｐＫ２ ，ｑＪ１，ｑＪ２，ｑＫ１ ，ｑＫ２ ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｎｔｒｏｌ

图 ３　 未加控制时，误差变量 θＲ
１（ ｔ），θＲ

２（ ｔ），θ Ｉ
１（ ｔ），θ Ｉ

２（ ｔ），θ Ｊ
１（ ｔ），θ Ｊ

２（ ｔ），θＫ
１（ ｔ），θＫ

２（ ｔ） 的时间响应曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｖａｒｉａｂｌｅｓ θＲ
１（ ｔ），θＲ

２（ ｔ），θ Ｉ
１（ ｔ），θ Ｉ

２（ ｔ），θ Ｊ
１（ ｔ），θ Ｊ

２（ ｔ），θＫ
１（ ｔ），θＫ

２（ ｔ） ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｎｔｒｏｌ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

当投影系数矩阵 Ｆ取为 Ｆ ＝ ｄｉａｇ（１，１）， 驱动系统（１）和响应系统（４）完全同步．图 ４、图 ５ 给出了驱动系

统（１）和响应系统（４） 在施加控制时状态变量的时间响应曲线．图 ６ 给出了误差系统（７） 在施加控制时状态

变量的时间响应曲线．
当投影系数矩阵 Ｆ 取为 Ｆ ＝ ｄｉａｇ（ － １， － １）， 驱动系统（１）和响应系统（４）反同步 ．图 ７、图 ８ 给出了驱
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动系统（１）和响应系统（４）在施加控制时状态变量的时间响应曲线．图 ９ 给出了误差系统（７）在施加控制时

状态变量的时间响应曲线．

图 ４　 投影矩阵为 Ｆ ＝ ｄｉａｇ（１，１），施加控制时，状态变量 ｐＲ１ ，ｐＲ２ ，ｐＩ１，ｐＩ２，ｑＲ１ ，ｑＲ２ ，ｑＩ１，ｑＩ２ 的时间响应曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ Ｆ ＝ ｄｉａｇ（１，１）， ａｎｄ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｐＲ１ ，ｐＲ２ ，ｐＩ１，ｐＩ２，ｑＲ１ ，ｑＲ２ ，ｑＩ１，ｑＩ２ ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ

图 ５　 投影矩阵为 Ｆ ＝ ｄｉａｇ（１，１），施加控制时，状态变量 ｐＪ１，ｐＪ２，ｐＫ１ ，ｐＫ２ ，ｑＪ１，ｑＪ２，ｑＫ１ ，ｑＫ２ 的时间响应曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ Ｆ ＝ ｄｉａｇ（１，１）， ａｎｄ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｐＪ１，ｐＪ２，ｐＫ１ ，ｐＫ２ ，ｑＪ１，ｑＪ２，ｑＫ１ ，ｑＫ２ ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ

图 ６　 投影矩阵为 Ｆ ＝ ｄｉａｇ（１，１），施加控制时，误差变量 θＲ
１（ ｔ），θＲ

２（ ｔ），θ Ｉ
１（ ｔ），θ Ｉ

２（ ｔ），θ Ｊ
１（ ｔ），θ Ｊ

２（ ｔ），θＫ
１（ ｔ），θＫ

２（ ｔ） 的时间响应曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ Ｆ ＝ ｄｉａｇ（１，１）， ａｎｄ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

θＲ
１（ ｔ），θＲ

２（ ｔ），θ Ｉ
１（ ｔ），θ Ｉ

２（ ｔ），θ Ｊ
１（ ｔ），θ Ｊ

２（ ｔ），θＫ
１（ ｔ），θＫ

２（ ｔ） ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ

图 ７　 投影矩阵为 Ｆ ＝ ｄｉａｇ（ － １， － １），施加控制时，状态变量 ｐＲ１ ，ｐＲ２ ，ｐＩ１，ｐＩ２，ｑＲ１ ，ｑＲ２ ，ｑＩ１，ｑＩ２ 的时间响应曲线

Ｆｉｇ． ７　 Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ Ｆ ＝ ｄｉａｇ（ － １， － １）， ａｎｄ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｐＲ１ ，ｐＲ２ ，ｐＩ１，ｐＩ２，ｑＲ１ ，ｑＲ２ ，ｑＩ１，ｑＩ２ ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ

图 ８　 投影矩阵为 Ｆ ＝ ｄｉａｇ（ － １， － １），施加控制时，状态变量 ｐＪ１，ｐＪ２，ｐＫ１ ，ｐＫ２ ，ｑＪ１，ｑＪ２，ｑＫ１ ，ｑＫ２ 的时间响应曲线

Ｆｉｇ． ８　 Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ Ｆ ＝ ｄｉａｇ（ － １， － １）， ａｎｄ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｐＪ１，ｐＪ２，ｐＫ１ ，ｐＫ２ ，ｑＪ１，ｑＪ２，ｑＫ１ ，ｑＫ２ ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ
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图 ９　 投影矩阵为 Ｆ ＝ ｄｉａｇ（ － １， － １），施加控制时，误差变量 θＲ
１（ ｔ），θＲ

２（ ｔ），θ Ｉ
１（ ｔ），θ Ｉ

２（ ｔ），θ Ｊ
１（ ｔ），θ Ｊ

２（ ｔ），θＫ
１（ ｔ），θＫ

２（ ｔ） 的时间响应曲线

Ｆｉｇ． ９　 Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ Ｆ ＝ ｄｉａｇ（ － １， － １）， ａｎｄ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

θＲ
１（ ｔ），θＲ

２（ ｔ），θ Ｉ
１（ ｔ），θ Ｉ

２（ ｔ），θ Ｊ
１（ ｔ），θ Ｊ

２（ ｔ），θＫ
１（ ｔ），θＫ

２（ ｔ） ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ

如图 １、２、３ 所示，状态变量的时间响应曲线验证了在不施加控制时，驱动系统（１）和响应系统（４）不同

步，误差系统（７）是不稳定的．在施加控制时，图 ６ 和图 ９ 表明误差系统（７）是稳定的．当投影系数矩阵 Ｆ取为

Ｆ ＝ ｄｉａｇ（１，１）， 图 ４ 和图 ５ 表明驱动系统（１）和响应系统（４）完全同步；当投影系数矩阵 Ｆ取为 Ｆ ＝ ｄｉａｇ（ － １，
－ １）， 图 ７ 和图 ８ 表明驱动系统（１）和响应系统（４）反同步．

５　 结　 　 论

本文研究了具有时变时滞的四元数神经网络系统投影同步问题．在合适的控制器下，通过构造合适的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，并利用一些不等式技巧，得到了具有时变时滞分数阶四元数时滞神经网络的投影同步的充

分性判据．最后通过数值仿真实例验证了所得结论的有效性和可行性．
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