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摘要：  功能梯度压电材料（FGPM）同时兼具功能梯度材料和压电材料特性，可为多功能或智能化轻质结构设计提

供支撑，在诸多领域有着广泛的应用前景.将 Mian 和 Spencer 功能梯度板理论由功能梯度弹性材料推广到功能梯度

压电材料，解析研究了 FGPM 板的柱面弯曲问题，其中，材料弹性常数、压电和介电参数沿板厚方向可以任意连续变

化.最终，给出了 FGPM 板受横向均布荷载作用下柱面弯曲问题的弹性力学解.通过算例分析，重点讨论了压电效应

对 FGPM 板静力响应的影响.
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Abstract：Functionally graded piezoelectric materials (FGPMs), combining the properties of functionally graded materials

and piezoelectric materials, provides a new idea for multi-functional and intelligent lightweight components, and has broad

application prospects in electronic devices. Based on the elastic and electric equilibrium equations, the Mian and Spencer

functionally  graded  plate  theory  was  extended  from  elastic  materials  to  piezoelectric  materials  to  study  the  cylindrical

bending of FGPM plates, where the material elastic constants, piezoelectric and dielectric parameters were assumed to vary

continuously  and  arbitrarily  along  the  thickness  direction.  Accordingly,  the  elasticity  solutions  for  cylindrical  bending  of

FGPMs  plates  under  the  uniform  transverse  loading  were  obtained.  Numerical  examples  were  given  to  demonstrate  the

piezoelectric effects on the static responses of the presented FGPMs plates.

Key words：piezoelectric effect；Mian and Spencer plate theory；cylindrical bending；elasticity solution
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0    引　　言

压电材料因其固有的力-电耦合性质而成为重要的智能材料，目前已被制造成驱动器等智能器件，广泛应

用于各种工程领域[1]
.1987年，日本科学家新野正之首次提出功能梯度材料 (FGM)这一概念[2]

.研究发现，若将

功能梯度概念引入压电材料，形成功能梯度压电材料 (FGPM)，则压电复合材料的组分和微观结构随空间可以

连续变化，能够减缓压电复合材料中因不同材料间的不连续而造成的应力集中等问题，从而提高器件的工作

性能和使用寿命[3]
.

静力弯曲特性是 FGM结构最基本的力学特性之一[4]，因此，对 FGPM板结构弯曲问题的研究具有重要的

理论和应用价值.例如，边祖光[5] 基于 Soldatos板理论，采用层合模型和状态空间法研究了单跨或多跨正交各

向异性功能梯度板的柱面弯曲行为.基于改进的经典层合板理论，Almajid等[6] 研究了不同类型压电致动器的

应力场和平面外位移，并用有限元模型进行了验证.Zhong等[7] 基于弹性理论采用状态空间法给出了四边简

支 FGPM板的精确解.Navazi等[8] 以及 Tahani等[9] 通过引入 von Kármán非线性应变，研究了简支功能梯度板

的非线性柱面弯曲.Wang等[10] 基于三维压电理论，对材料特性随厚度变化的圆板的轴对称弯曲进行了分析研

究，得到了两个不寻常边界条件的精确解和简支边界和固定边界的近似解.仲政等[11-12] 基于弹性理论，采用状

态空间法，获得了正交各向异性功能梯度板在上下表面荷载作用下柱面弯曲问题的 Peano-Baker级数解.Li
等[13] 利用直接位移方法，对功能梯度压电圆板的弯曲特性进行了研究，并获得了自由或简支条件下的三维解

析解.Li和 Pan[14] 基于修正的耦合应力和正弦板理论，研究了简支压电功能梯度微板的静态弯曲，得到了机械

和电荷载对位移、应力、电势的影响.Zenkour和 Hafed[15] 基于准三维正弦剪切变形理论，对 FGPM板的弯曲特

性进行了深入分析.Dehsaraji等[16] 基于高阶剪切和法向可变形板理论，利用虚功原理和变分法对 FGPM板的

柱面弯曲特性进行了研究.王平远等[17] 基于非局部应变梯度理论[18]，研究了功能梯度纳米板结构的弯曲问题.

许多工程对象可以简化为板的柱面弯曲模型来研究[8-10,12]
.在之前的工作中，笔者将 Mian和 Spencer功能

梯度板理论[19] 由板上下表面无应力状态推广到了可以受横向均布荷载作用，获得了正交各向异性功能梯度板

柱面弯曲问题的弹性力学解 [4]
.本文将材料由功能梯度弹性材料拓展到了 FGPM，基于推广后的 Mian和

Spencer功能梯度板理论[20]，给出了横向均布荷载作用下 FGPM板柱面弯曲的弹性力学解. 

1    FGPM 板柱面弯曲的控制方程

0≤x≤l −∞ < y <∞
−h/2≤z≤h/2 xOy z = 0 z = −h/2 σz = −q1

τzx = 0 Dz = 0 z = h/2 σz = −q2 τzx = 0 Dz = 0 u w x z ϕ

σx τzx σz Dx Dz xOz

考虑一个等厚度的 FGPM板，在上下表面分别作用均布荷载 q1 和 q2，如图 1所示. ， ，

，坐标系 平面与板几何中面 ( )重合，此时该板处于柱面弯曲状态.在 处， ，

， .在 处， ， ， .  和  分别表示 方向和 方向的位移分量， 表示电场的电

势， ， ， ， ， 分别表示 平面上的应力和电位移分量.
  

图 1    均布荷载作用下 FGPM 板示意图

Fig. 1    Schematic diagram of the FGPM plate under uniform load
 

y

针对本文研究的正交各向异性的等厚度 FGPM板，其在 y 方向的长度尺寸远远大于 x 和 z 方向，在横向

均布载荷作用下，本文研究的问题便可以转化为二维平面应变问题来研究.因此，上述位移分量、电势、应力

和电位移均与坐标 无关.
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忽略体积力，求解该二维问题的弹性力学平衡方程为[4]

σx,x +τxz,z = 0, τxz,x +σz,z = 0. （1）

Gauss电平衡方程为[8]

Dx,x +Dz,z = 0. （2）

正交各向异性压电弹性体的本构方程为[21]

σx = c11u,x + c13w,z+ e31ϕ,z, σz = c13u,x + c33w,z+ e33ϕ,z, τzx = c55
(
u,z+w,x

)
+ e15ϕ,x, （3）

Dx = e15
(
u,z+w,x

)−ε11ϕ,x, Dz = e31u,x + e33w,z−ε33ϕ,z, （4）

ci j ei j εi j z ci j = ci j(z) ei j = ei j (z) εi j = εi j (z)式中， 为材料的弹性常数， 为压电常数， 为介电常数，均为 的函数，即 ， ， .

基于Mian和 Spencer功能梯度板理论[4]，现寻求满足式 (1)和 (2)的如下形式的位移场：{
u (x,z) = ū (x)+F (z) ū,xx +A (z) w̄,x +B (z) w̄,xxx,

w (x,z) = w̄ (x)+G (z) ū,x +C (z) w̄,xx +D (z).
（5）

参照位移场的模式, 假设 FGPM板中的电势场沿板厚按如下形式分布：
ϕ (x,z) = ϕ1 (z) ū,x +ϕ2 (z) w̄,xx +ϕ0 (z). （6）

A (z) B (z) C (z) D (z) F (z) G (z) ϕ0 (z) ϕ1 (z) ϕ2 (z)式（5）、（6）中， ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  均为待定函数.

将式 (3)和 (4)代入式 (1)和 (2)，得
σx = ū,x(c11+ c13G′ + e31ϕ′1)+ w̄,xx(c11A+ c13C′+ e31ϕ

′
2)+Fc11ū,xxx +Bc11w̄,xxxx +D′c13 + e31ϕ′0,

σz = ū,x(c13+ c33G′ + e33ϕ
′
1)+ w̄,xx(c13A+ c33C′+ e33ϕ

′
2)+Fc13ū,xxx +Bc13w̄,xxxx +D′c33+ e33ϕ

′
0,

τzx = ū,xx[c55(F′+G)+ e15ϕ1]+ w̄,xxx[c55(B′+C)+ e15ϕ2]+ w̄,x[c55(A′+1)],
（7）

{
Dx = ū,xx[e15(F′+G)−ε11ϕ1]+ w̄,xxx[e15(B′+C)−ε11ϕ2]+ w̄,x[e15(A′+1)],
Dz = ū,x(e31+ e33G′−ε33ϕ

′
1)+ w̄,xx(e31A+ e33C′−ε33ϕ

′
2)+ e31Fū,xxx + e31Bw̄,xxxx + e33D′−ε33ϕ

′
0.

（8）

将式 (7)和 (8)代入式 (1)和 (2)，并令

[
c55
(
A′+1

)]′
= 0,

c11+ c13G′ + e31ϕ
′
1+
(
c55
(
F′+G

)
+ e15ϕ1

)′
= c55κ1,

c11A+ c13C′+ e31ϕ
′
2+
(
c55
(
B′+C

)
+ e15ϕ2

)′
= c55κ2,(

c13+ c33G′ + e33ϕ
′
1
)′
= 0,

c55
(
A′+1

)
+
(
c13A+ c33C′+ e33ϕ

′
2
)′
= 0,(

e31+ e33G′−ε33ϕ
′
1
)′ = 0,

e15
(
A′+1

)
+
(
e31A+ e33C′−ε33ϕ

′
2
)′ = 0,

（9）

ū,xxx = κ3, （10）

w̄,xxxx = κ4, （11）

z κ1, κ2, κ3 κ4式中，上标“'”表示对变量 求导数， 和 为任意常数.从而式 (1)和 (2)等价为
κ1ū,xx + κ2w̄,xxx = 0, （12）[
c55
(
F′+G

)
+ (Fc13)′ + e15ϕ1

]
κ3+
[
c55
(
B′+C

)
+ (c13B)′ + e15ϕ2

]
κ4 +
(
c33D′ + e33ϕ

′
0

)′
= 0, （13）[

e15
(
F′+G

)
+ (Fe31)′−ε11ϕ1

]
κ3+
[
e15
(
B′+C

)
+ (e31B)′−ε11ϕ2

]
κ4 +
(
e33D′−ε33ϕ

′
0

)′
= 0. （14）

由式 (10)—(12)可得
κ1κ3+ κ2κ4 = 0. （15）

对式 (10)和 (11)积分可得

w̄ (x) =
1
24
κ4x4+

1
6

C1x3+
1
2

C2x2+C3x+C4, （16）

ū (x) =
1
6
κ3x3− 1

2
κ2
κ1

C1x2+C5x+C6, （17）

Ci (i = 1,2, · · · ,6)式中 为积分常数，由边界条件确定.
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z = −h/2 σz = −q1 τzx = 0 Dz = 0 z = h/2 σz = −q2

τzx = 0 Dz = 0

现考虑 FGPM板上下表面的边界条件：在 处， ， ， ；在 处， ，

， .

σz τzx Dz将式 (7)和 (8)中的 ,  和 的表达式代入上述边界条件，可得到如下形式的边界条件：

A′ (±h/2)+1 = 0,

c13 (±h/2)+ c33 (±h/2)G′ (±h/2) + e33 (±h/2)ϕ′1 (±h/2) = 0,

c13 (±h/2) A (±h/2)+ c33 (±h/2)C′ (±h/2) + e33 (±h/2)ϕ′2 (±h/2) = 0,

{c13 (z) [κ3F (z)+ κ4B (z)]+ c33 (z) D′ (z) + e33 (z)ϕ′0 (z)}z=−h/ 2 = −q1,

{c13 (z) [κ3F (z)+ κ4B (z)]+ c33 (z) D′ (z) + e33 (z)ϕ′0 (z)}z=h/ 2 = −q2,

c55 (±h/2)
[
F′ (±h/2)+G (±h/2)

]
+ e15 (±h/2)ϕ1 (±h/2) = 0,

c55 (±h/2)
[
B′ (±h/2)+C (±h/2)

]
+ e15 (±h/2)ϕ2 (±h/2) = 0,

e31 (±h/2)+ e33 (±h/2)G′ (±h/2)−ε33 (±h/2)ϕ′1 (±h/2) = 0,

e31 (±h/2) A (±h/2)+ e33 (±h/2)C′ (±h/2)−ε33 (±h/2)ϕ′2 (±h/2) = 0,

e31 (±h/2) F (±h/2)κ3+ e31 (±h/2) B (±h/2)κ4+ e33 (±h/2) D′ (±h/2)−ε33 (±h/2)ϕ′0 (±h/2) = 0.

（18）

ū w̄ ū (x) = u (x,0) w̄ (x) = w (x,0)若令 和 为板中面的位移，即 ， ，由式 (5)可得
A (0) = 0, B (0) = 0, C (0) = 0, D (0) = 0, F (0) = 0, G (0) = 0. （19）

A (z) B (z) C (z) D (z) F (z) G (z)

ϕ0 (z) κi (i = 1,2,3,4) ϕ0 (z) Φ0

ϕ0 (0) = 0 Φ0

利用积分式 (9)、(13)、(14)以及边界条件式 (18)和关系式 (15)，可确定 ,  ,  ,  ,  ,  ,
的表达式以及常数 ，其表达式见附录.函数 中的常数 与参考电势有关，它对板中的应

力和电位移无影响.令 可得 的值，具体见附录. 

2    轴力、弯矩、剪力和边界条件

Nx Mx Qx利用应力表达式 (7)，可得如下板的轴力 、弯矩 和剪力 的表达式：

Nx =
w h/2

−h/2
σxdz =N1ū,x +N3w̄,xx +N5ū,xxx +N7w̄,xxxx +N0, （20）

Mx =
w h/2

−h/2
σxzdz = M1ū,x +M3w̄,xx +M5ū,xxx +M7w̄,xxxx +M0, （21）

Qx =
w h/2

−h/2
τzxdz = Q1ū,xx +Q2w̄,xxx, （22）

式中 

N1 =
w h/2

−h/2

(
c11+ c13G′+ e31ϕ

′
1
)
dz, N3 =

w h/2

−h/2

(
c11A+ c13C′+ e31ϕ

′
2
)
dz,

N5 =
w h/2

−h/2
c11Fdz, N7 =

w h/2

−h/2
c11Bdz, N0 =

w h/2

−h/2

(
c13D′+ e31ϕ

′
0
)
dz,

M1 =
w h/2

−h/2
z
(
c11+ c13G′+ e31ϕ

′
1
)
dz, M3 =

w h/2

−h/2
z
(
c11A+ c13C′+ e31ϕ

′
2
)
dz,

M5 =
w h/2

−h/2
c11zFdz, M7 =

w h/2

−h/2
c11zBdz, M0 =

w h/2

−h/2

(
c13D′+ e31ϕ

′)zdz,

Q1 =
w h/2

−h/2

[
c55
(
F′+G

)
+ e15ϕ1

]
dz, Q2 =

w h/2

−h/2

[
c55
(
B′+C

)
+ e15ϕ2

]
dz.

（23）

本文考虑在 FGPM板的柱面边界可以有以下类型的边界：简支边界 (S)、第一类固支边界 (C1)、第二类固

支边界 (C2)和自由边界 (F)，即
S : ū = 0, w̄ = 0,Mx = 0, （24）

C1 : ū = 0, w̄ = 0, w̄,x = 0, （25）

C2 : ū = 0, w̄ = 0,u,z = 0, （26）

F: Nx = 0,Mx = 0,Qx = 0. （27）

定义横截面上的平均电位移表达式为

第 3 期 沈璐璐，等： 功能梯度压电板柱面弯曲的弹性力学解 275

 



D∗x =
1
h

w h/2

−h/2
Dxdz = D1ū,xx +D2w̄,xxx, （28）

式中

D1 =
w h/2

−h/2

[
e15
(
F′+G

)−ε11ϕ1
]
dz, D2 =

w h/2

−h/2

[
e15
(
B′+C

)−ε11ϕ2
]
dz. （29）

D∗x = 0 ϕ1 (z) ϕ2 (z)令 FGPM板柱面边界上（x=0,l）的平均电位移 ，借此可确定函数 和 的表达式，详见附录. 

3    数值算例与分析

W̄ = w̄E/ (qh) σ̄x = σx/q τ̄zx = τzx/q为方便起见，引入无量纲量 ， 和 . 

3.1   结果验证

q1 = 1×106 N/m

E = 70 GPa υ = 0.3 e31 = −5.2 C/m2 e33 = −15.1 C/m2 e15 = 12.7 C/m2

ε11 = 6.5×10−11 F/m ε33 = 5.6×10−11 F/m z = 0 W̄

为验证本文解答的有效性，现考虑将 FGPM板退化为均匀材料压电板.采用商业有限元软件 ABAQUS，
建立横向均布荷载 作用下两端简支均匀压电板的有限元模型，网格单元类型为 C3D8E，取弹

性模量 ，Poisson比 ，压电常数 ， ， ，介电常数

， .对比 时的无量纲位移 （见表 1）发现，本文解答与有限元模拟结

果吻合情况良好，误差仅在 0.55%以内.
  

z = 0 W̄表 1     处的无量纲位移 对比

W̄ z = 0Table 1    Comparison of dimensionless displacement   at 
 

x 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

this paper 0 61.162 115.183 157.221 183.821 192.924 183.819 157.223 115.184 61.159 0

FEM 0 61.164 114.669 156.379 182.810 191.863 182.822 156.384 114.670 61.164 0

errors δ/% − 0.003 0.446 0.536 0.550 0.550 0.542 0.534 0.446 0.008 −

Navazi等[22] 研究了功能梯度板的非线性柱面弯曲问题，本文将 FGM弹性板结果与该文献的线性解进行

了对比，结果如表 2和表 3所示，其中 n 为材料的梯度因子.
  

表 2    n=0，z=0 处的无量纲位移 w/h 对比

Table 2    Comparison of dimensionless displacement at n=0，z=0
 

x 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

ref. [22] w/h 0 0.195 0.377 0.520 0.612 0.652 0.601 0.512 0.385 0.205 0

this paper w/h 0 0.208 0.392 0.533 0.627 0.658 0.628 0.537 0.391 0.206 0
  

表 3    n=10，z=0 处的无量纲位移 w/h 对比

Table 3    Comparison of dimensionless displacement at n=10，z=0
 

x 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

ref. [22] w/h 0 0.582 1.086 1.488 1.747 1.826 1.750 1.480 1.094 0.605 0

this paper w/h 0 0.633 1.192 1.618 1.905 1.997 1.907 1.632 1.187 0.627 0

可以发现，本文解答与文献解答吻合情况良好，从而验证了本文解答的有效性. 

3.2   FGPM 板条受均布荷载作用

q1 = 1×106 N/m2 l = 1 m h/l = 0.15接下来，考虑在板上表面受均布载荷 作用的 FGPM板.取 ， ，材料的弹性、

压电和介电参数沿板厚度方向均为坐标 z 的指数函数，变化规律为

Ci j =C0
i je
{(z+h/2)/h}λ, i, j = 1,2, · · · ,6,

ei j = e0
i je
{(z+h/2)/h}λ, i, j = 1,2, · · · ,6,

εi j = ε
0
i je
{(z+h/2)/h}λ, i, j = 1,2, · · · ,6,

C0
i j e0

i j ε
0
i j z = −h/2 λ

λ = 0 C0
11 = 139 GPa C0

33 = 115 GPa C0
13 = 74 GPa C0

55 =

25.6 GPa e0
31 = −5.2 C/m2 e0

33 = −15.1 C/m2 e0
15 = 12.7 C/m2 ε0

11 = 6.5×10−11 F/m ε0
33 = 5.6×10−11 F/m

式中， ， ， 分别为 处的材料弹性常数、压电常数和介电常数； 为梯度因子，表示材料的不均匀程

度；当 时，压电功能梯度板退化为压电均匀板 .取 ， ， ，

， ， ， ， ， [23]
.

λ = −5,0,5 Ū图 2给出了 时，两端简支 FGPM板的无量纲位移 的分布，同时将相应未考虑压电效应的结果
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Ū

Ū Ū λ

z = 0 Ū Ū

作为对照组（图中用 FGM板表示，下同）进行比较.可以发现沿厚度方向（x=0.5）的无量纲位移 有明显区别，

考虑压电效应后，无量纲位移 降低了 25.46%~91.92%，其中，无量纲位移 降低的幅度随着 取值的增大而增

大；FGPM板和 FGM板沿跨度方向的中面（ ）无量纲位移 有明显区别，考虑压电效应后，无量纲位移 降

低了 17.37%~30.26%.
  

Ū图 2    无量纲位移 对比图

ŪFig. 2    Comparison of dimensionless displacement 
 

λ = −5,0,5 W̄

W̄ W̄

z = 0 W̄ W̄

图 3给出了 时，两端简支 FGPM板的无量纲挠度 的分布.可以发现沿厚度方向（x=0.5）的无量

纲挠度 有明显区别，考虑压电效应后，无量纲挠度 降低了 23.62%~24.93%，FGPM板和 FGM板沿跨度方

向的中面（ ）无量纲挠度 有明显区别，考虑压电效应后，无量纲挠度 降低了 24.11%~27.40%.
  

W̄图 3    无量纲挠度 对比图

W̄Fig. 3    Comparison of dimensionless deflection 
 

λ = −5,0,5 σ̄x τ̄xz

σ̄x τ̄xz

σ̄x τ̄xz

图 4给出了 时，两端简支 FGPM板的无量纲正应力 和无量纲剪应力 的分布.可以发现

FGPM板和 FGM板的无量纲正应力 (在 x=0.5处)和无量纲剪应力 (在 x=0.25处)分布几乎没有区别.当

考虑压电效应后，无量纲正应力 降低范围在 0.52%~6.99%，无量纲剪应力 降低范围在 0.002 2%~0.019%.

λ z = 0 W̄ x

λ

λ

x = l/2 x = l/2

x = l

图 5考虑了 FGPM板在 7种不同的边界条件和 3种不同的 取值的情况下， 处无量纲挠度 沿 方向

的分布情况.通过比较发现，对于这 7种边界条件，板的挠度值随着 的增大而减小.这是因为基于材料常数沿

厚度方向的变化情况，随着 的增大，沿厚度方向的刚度增大，板的抗弯刚度也随之增大.此外，对于 S-S、C1-
C1、C2-C2边界条件，在 处产生最大挠度值；对于 C1-S、C2-S边界条件，其最大挠度值出现在 附

近；而对于 C1-F、C2-F边界条件，在 处产生最大挠度. 
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图 4    无量纲应力对比图

Fig. 4    Comparison of dimensionless stress
 

  

图 5    7种边界条件下的无量纲挠度分布图

Fig. 5    Comparison of dimensionless displacement under 7 boundary conditions
  

4    结　　论

本文在推广后的 Mian和 Spencer功能梯度板理论基础上，将材料由弹性材料推广到压电材料，获得了横
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Ū W̄

σ̄x τxz

向均布荷载作用下 FGPM板柱面弯曲问题的弹性力学解，其中，材料梯度、压电和介电参数沿板厚方向呈任

意连续变化.通过与均匀材料压电板的数值解比较证明了本文解答的有效性.数值算例结果表明，边界条件和

材料梯度因子对 FGPM板柱面弯曲时的响应有显著影响，特别是当梯度因子较大时，易在刚度较大的表面附

近产生相对较大应力.因此，在工程实践中，通过调控边界条件和材料梯度因子，可进一步控制和优化

FGPM板静力弯曲的力学行为.另外，将 FGPM板与 FGM板进行对比可发现，受压电效应影响，FGPM板的无

量纲位移 比 FGM板降低了 17.37%~91.92%；无量纲挠度 比功能梯度板降低了 23.62%~27.40%；无量纲正

应力 降低了 0.52%~6.99%；无量纲剪应力 降幅较小，可忽略不计.以上结果表明通过压电效应可以调控

FGPM板的柱面弯曲响应.

本文的理论求解体系精确满足弹性理论的基本方程和板上下表面的边界条件，只是采用 Saint Venant原
理对板柱面边界进行了处理.因此，远离板柱面边界，所得解析解可作为基准解，用以评价在同类问题分析中

采用各种近似板理论和数值解法获得的解答.

致谢　本文作者衷心感谢浙江理工大学科研启动基金 (19052460-Y)对本文的资助.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　附　　录

ϕ1 (z) ϕ2 (z) ϕ0 (z)A(z)，B(z)，C(z)，D(z)，F(z)，G(z)， ， ,  的表达式为

A (z) = −z+A0, G (z) = −
w z

−h/2

ε33c13 + e33e31

c33ε33 + e2
33

dξ+G0,

C (z) = −
w z

−h/2

ε33c13 + e33e31

c33ε33 + e2
33

Adξ+C0, F (z) =
w z

−h/2

[
(F10 − e15ϕ1)/c55 −G

]
dξ+F0,

B (z) =
w z

−h/2

[
(B10 − e15ϕ2)/c55 −C

]
dξ+B0,

D (z) = −
w z

−h/2

ϵ33 (D10 +D00)+ e33 (D20 +D01)
c33ϵ33 + e2

33

dξ+D0,

（A1）


ϕ1 (z) =

w z

−h/2

c33e31 − c13e33

c33ε33 + e2
33

dξ+Φ1, ϕ2 (z) =
w z

−h/2
− c33e31 − c13e33

c33ε33 + e2
33

ξdξ+Φ2,

ϕ0 (z) =
w z

−h/2

c33 (D20 +D01)− e33 (D10 +D00)
c33ε33 + e2

33

dξ+Φ0,

（A2）

其中

A0 = 0, G0 =
w 0

−h/2

ε33c13 + e33e31

c33ε33 + e2
33

dξ, C0 =
w 0

−h/2
−ε33c13 + e33e31

c33ε33 + e2
33

ξdξ,

F10 (z) =
w z

−h/2

(
c55κ1 − c11 − c13G′ − e31ϕ

′
1

)
dξ,

F0 =
w 0

−h/2

1
c55

w 0

−h/2

c11 − c13
ε33c13 + e33e31

c33ε33 + e2
33

dξdz+
h
2

w 0

−h/2

ε33c13 + e33e31

c33ε33 + e2
33

dξ+

w 0

−h/2

1
c55

w 0

−h/2
e31

c33e31 − c13e33

c33ε33 + e2
33

dξ+ e15ϕ1 (0)

dz− k1

w 0

−h/2

(w 0

−h/2
c55dξ

)/
c55 ·dz−

w 0

−h/2

c13ε33 + e31e33

c33ε33 + e2
33

ξdξ,

B10 (z) =
w z

−h/2

(
c55κ2 − c11A− c13C′ − e31ϕ

′
2
)
dξ,

B0 = −
w 0

−h/2

1
c55

w 0

−h/2

c11 − c13
ε33c13 + e33e31

c33ε33 + e2
33

ξdξdz− h
2

w 0

−h/2

ε33c13 + e33e31

c33ε33 + e2
33

ξdξ+

w z

−h/2

1
c55

e15ϕ2 (0)−
w 0

−h/2
e31

c33e31 − c13e33

c33ε33 + e2
33

ξdξ

dz− k2

w 0

−h/2

(w 0

−h/2
c55dξ

)/
c55 ·dz−

w 0

−h/2

ε33c13 + e33e31

c33ε33 + e2
33

ξ2dξ,

D10 (z) =
w z

−h/2

[
c55
(
F′ +G

)
+ (Fc13)′ + e15ϕ1

]
κ3 +
[
c55
(
B′ +C

)
+ (c13B)′ + e15ϕ2

]
κ4dξ,

D00 = q1 + c13 (−h/2)[κ3F (−h/2)+ κ4B (−h/2)] ,

D20 (z) =
w z

−h/2

[
e15
(
F′ +G

)
+ (Fe31)′ −ε11ϕ1

]
κ3 +
[
e15
(
B′ +C

)
+ (e31B)′ −ε11ϕ2

]
κ4dξ,
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D01 = e31 (−h/2) F (−h/2)κ3 + e31 (−h/2) B (−h/2)κ4,

D0 =
w h/2

−h/2

ε33 (D10 +D00)+ e33 (D20 +D01)
c33ε33 + e2

33

dξ,

Φ1 =
w h/2

−h/2

e15
(
F′ +G

)−ε11

w h/2

−h/2

c33e31 − c13e33

c33ε33 + e2
33

dξ

dz
/w h/2

−h/2
ε11dz,

Φ2 =
w h/2

−h/2

e15
(
B′ +C

)
+ε11

w h/2

−h/2

c33e31 − c13e33

c33ε33 + e2
33

ξdξ

dz
/w h/2

−h/2
ε11dz,

Φ0 =
w 0

−h/2

e33 (D10 +D00)− c33 (D20 +D01)
c33ε33 + e2

33

dξ.

ki (i = 1,2,3,4)的表达式为

k1 =
w h/2

−h/2

c11 − c13
ε33c13 + e33e31

c33ε33 + e2
33

dξ+w h/2

−h/2
e31

c33e31 − c13e33

c33ε33 + e2
33

dξ
/w h/2

−h/2
c55dξ,

k2 = −
w h/2

−h/2

c11 − c13
ε33c13 + e33e31

c33ε33 + e2
33

ξdξ+w h/2

−h/2
e31

c33e31 − c13e33

c33ε33 + e2
33

ξdξ

/w h/2

−h/2
c55dξ,

k3 =
k42

k31k42 − k32k41
(q2 −q1) , k4 = −

k1k3

k2
，

（A3）

其中

k31 =
w h/2

−h/2

k1

w h/2

−h/2
c55dξ−

w h/2

−h/2

c11 − c13
ε33c13 + e33e31

c33ε33 + e2
33

dξ−w h/2

−h/2
e31

c33e31 − c13e33

c33ε33 + e2
33

dξ

dz,

k32 =
w h/2

−h/2

e15

c55

k1

w h/2

−h/2
c55dξ−

w h/2

−h/2

c11 − c13
ε33c13 + e33e31

c33ε33 + e2
33

dξ−w h/2

−h/2
e31

c33e31 − c13e33

c33ε33 + e2
33

dξ− e15ϕ1(h/2)

−
ε11ϕ1(h/2)dz,

k41 =
w h/2

−h/2

k2

w h/2

−h/2
c55dξ+

w h/2

−h/2

c11 − c13
ε33c13 + e33e31

c33ε33 + e2
33

ξdξ+w h/2

−h/2
e31

c33e31 − c13e33

c33ε33 + e2
33

ξdξ

dz,

k42 =
w h/2

−h/2

e15

c55

k2

w h/2

−h/2
c55dξ+

w h/2

−h/2

c11 − c13
ε33c13 + e33e31

c33ε33 + e2
33

ξdξ+w h/2

−h/2
e31

c33e31 − c13e33

c33ε33 + e2
33

ξdξ− e15ϕ2(h/2)

−
ε11ϕ2(h/2)dz.
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