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摘要：　 该文研究了一类异质分数阶非线性多智能体系统的预设时间一致性问题．设计了一类基于时变函数的预设

时间分数阶积分控制器， 将分数阶非线性多智能体系统转化为一阶非线性多智能体系统．然后综合利用整数阶

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法和预设时间控制技术， 分别实现了具有连通无向图和具有含生成树有向图的多智能体系统的精确

预设时间一致性控制．该预设时间可以通过时变函数预先设定， 且不依赖于系统初始值和参数．最后， 用实例验证

了理论结果的有效性．
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０　 引　 　 言

近年来，基于多智能体系统的分布式协同控制方法被应用于移动机器人［１］、无人机［２］、分布式传感器网

络［３］和交通运输系统［４］等不同应用领域．这种控制方法的广泛应用是因为其克服了集中控制体系结构的某
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些能力的限制，如设备和传感器的空间分布，短距离通信和计算负担［５］ ．分布式一致性问题［６⁃７］作为分布式协

同控制的一个基本问题和热点问题，它要求每个智能体仅使用或获得有限局部信息，使得所有智能体的状态

在任意初始条件下达成一致．文献［８⁃９］对多智能体系统一致性问题进行了综述，从中可知多智能体系统的

分布式一致性问题研究成果丰富，但也存在一些未解决的问题．
分数阶微积分是传统整数阶微积分的扩展，它为描述各种材料和过程的记忆和遗传特性提供了一个极

好的工具．近几十年来，分数阶微积分引起广泛关注并被应用于信号学、黏弹性理论、流体力学、计算机网络、
电路和控制理论等领域［１０⁃１１］ ．分数阶微积分数学模型的应用可以提高对实际动态系统的表征、设计以及控制

能力，分数阶微积分在控制领域的应用成为一个研究热点．根据智能体工作环境的复杂性，许多自然现象的

动力学特性不能应用整数阶方程描述，更适合用分数阶（非整数阶）动力学的智能个体合作行为来解释．例如

在有大量微生物和黏性物质的海底工作的水下机器人和在复杂太空环境运行的无人驾驶飞行器等［１２］ ．基于

此，分数阶多智能体系统分布式一致性问题研究已经得到了相当多的关注，如无领导者的分布式一致性问

题［１３⁃１７］和有一个领导者的分布式一致性跟踪问题［１８⁃２２］ ．
收敛速率是多智能体系统一致性算法设计的一个重要性能指标．存在的一致性算法大多是渐近收敛算

法［８］，这意味着智能体状态只能在无限时间内趋于一致．若需要及时完成某项控制任务，渐近收敛算法显然

无法满足需求，这就需要设计有限时间内收敛的算法．针对分数阶多智能体系统，文献［１６，２１］设计了含分数

次幂的有限时间收敛算法，并得到了依赖于系统参数和初始值的算法收敛时间上确界估计．有限时间收敛算

法通过调节系统参数可以满足某一有限收敛时间的要求．基于固定时间稳定性理论［９，２３］，文献［２４⁃３０］针对

不同阶数动态的多智能体系统设计了含分数次幂的固定时间一致性算法，并得到了仅依赖系统参数的算法

收敛时间上确界估计．值得注意的是，固定时间控制算法和有限时间控制算法一样，只能得到依赖于系统参

数的收敛时间上确界估计，因此具有保守性．另一方面，为了减小收敛时间估计值往往需要增加控制参数值，
从而需要更大的控制能量或成本．为了实现不依赖于任何系统参数和初始值的收敛时间，文献［３１⁃３２］分别

针对高阶单积分系统和二阶线性多智能体系统发展了基于时变函数的预设时间控制方法．此外，文献［３３］针
对一阶线性多智能体系统提出了一种基于时变函数的预先指定有限时间控制算法，实现了智能体在无需依

赖系统参数和初值的指定有限时间达到一致．进一步地，文献［３４］研究了具有饱和执行器的多智能体系统的

指定时间一致性跟踪问题．我们注意到，已有的预设（或指定）时间控制方法要求所有智能体都具有线性或同

质动态，但通常异质非线性动态广泛存在于现实场景［２１］ ．此外，由于传感器的感知范围不均匀，智能体之间

的通信拓扑通常由非对称有向图而不是对称无向图来描述［２０］ ．基于预设（或指定）时间控制方法的已有研究

成果大多基于无向拓扑下的线性动态多智能体系统，具有较大局限性．据笔者所知，目前还没有文献考虑具

有异质非线性动态和有向拓扑的多智能体系统的预设时间一致性问题，虽然异质非线性动态和有向拓扑都

增加了问题的研究难度，但更符合实际工程应用背景，具有重要而广泛的工程应用价值．
基于以上观察，本文研究了一类异质分数阶非线性多智能体系统在连通无向图和含生成树有向图情况

下的预设时间一致性问题．一个主要问题是一些用于同质线性多智能体系统框架的工具不能用于异质非线

性多智能体系统框架； 此外，异质分数阶非线性多智能体系统的复杂性与有向网络图的非对称性和局部性，
都增加了解决本文研究问题的难度．为了处理具有复杂动态的异质分数阶非线性多智能体系统，在控制器的

设计中同时引入了具有分数阶动态的滤波变量，一类非负时变函数和符号函数，将异质分数阶非线性多智能

体系统在某个预设时刻转化成了易处理的一阶线性多智能体系统．通过矩阵变换方法来处理含生成树有向

图中非对称的 Ｌａｐｌａｃｅ 矩阵．
本文的主要贡献如下： １） 与文献［１６，２１，２４⁃３０］中设计的含分数次幂的有限时间或固定时间控制算法

比较，本文设计的预设时间控制算法设计简单，控制成本低，收敛时间可以预先指定且不依赖于系统参数和

初值．此外，文献［２４⁃２５，２７⁃２９］中仅考虑无向图，而本文考虑了含生成树的有向图．２） 已有的预设时间一致

性问题成果仅限于具有整数阶动态的多智能体系统，本文考虑了具有异质分数阶非线性动态的多智能体系

统．本文将已有的预设时间一致性问题研究成果推广到更一般的，具有异质分数阶非线性动态的多智能体系

统，丰富和发展了多智能体系统分布式协同控制理论和方法．
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１　 预 备 知 识

本节将给出符号说明、分数阶算子、符号图论和一些引理等预备知识．
１．１　 符号说明

一些符号说明如下： ＲＲ ｎ×ｍ表示 ｎ × ｍ实矩阵，ＲＲ ｎ表示 ｎ 维 Ｅｕｃｌｉｄ 空间， ｄｉａｇ（ａ１，…，ａｎ） 表示对角项为 ａ１

到 ａｎ 的对角矩阵，‖·‖１ 表示 １⁃ 范数，ｂｎ ＝ ［ｂ，…，ｂ］ Ｔ 表示每一项都为 ｂ 的 ｎ 维列向量，‖·‖ 表示 ２⁃ 范数

或 Ｅｕｃｌｉｄ 范数，Ｉｎ ∈ ＲＲ ｎ×ｎ表示 ｎ × ｎ 单位矩阵，表示 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 乘积， ｓｇｎ（ｘ） ＝ ［ｓｇｎ（ｘ１），ｓｇｎ（ｘ２），…，
ｓｇｎ（ｘｎ）］ Ｔ，其中 ｘ ＝ ［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］ Ｔ ∈ ＲＲ ｎ，ｓｇｎ（·） 表示符号函数．
１．２　 分数阶算子

定义 １、定义 ２ 和引理 １ 如下，可参见文献［１１］．
定义 １　 函数 ｆ（ ｔ） ∈ Ｃ（［０，∞ ），ＲＲ ） 的 α 阶积分为

　 　 Ｉα ｆ（ ｔ） ＝ Ｉα［ ｆ（·）］（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０

（ ｔ － τ） α－１

Γ（α）
ｆ（τ）ｄτ，

其中 ０ ＜ α ≤ １，Γ（α） ＝ ∫∞
０
ｔα－１ｅ －ｔｄｔ 为 Ｇａｍｍａ 函数．

定义 ２　 函数 ｆ（ ｔ） ∈ Ｃ（［０，∞ ），ＲＲ ） 的 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶（α 阶，０ ＜ α ≤ １） 导数为

　 　 Ｄα ｆ（ ｔ） ＝ Ｉ１－α［ ｆ　 （ ｔ）］ ＝ ∫ｔ
０

（ ｔ － τ） －α

Γ（１ － α）
ｆ　 （τ）ｄτ ．

引理 １　 当 ０ ＜ α ≤ １ 和 ｆ（ ｔ） ∈ Ｃ（［０，∞ ），ＲＲ ） 时，有 Ｄα［Ｄ１－α ｆ（ ｔ）］ ＝ ｆ　 （ ｔ） 和 Ｄα［Ｉα ｆ（ ｔ）］ ＝ ｆ（ ｔ） ．
１．３　 代数图理论

令 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ，Ａ） 为 Ｎ 个智能体组成的一个加权网络拓扑图，其中 Ｖ ＝ { ｖ１，…，ｖＮ } 和 Ｅ ⊆ Ｖ × Ｖ 分别表

示节点和有向边的集合，Ａ ＝ ［ａｉｊ］ Ｎ×Ｎ 表示一个邻接矩阵，其权重 ａｉｊ ≠０当且仅当（ｖｊ，ｖｉ） ∈ Ｅ，即节点 ｖｊ 是节

点 ｖｉ 的邻居，否则 ａｉｊ ＝ ０，且令 ａｉｉ ＝ ０，ｉ∈ { １，２，…，Ｎ } ．图 Ｇ 的 Ｌａｐｌａｃｅ 矩阵Ｌ ＝ ［ ｌｉｊ］ Ｎ×Ｎ，ｌｉｉ ＝∑Ｎ

ｋ ＝ １
｜ ａｉｋ ｜ ，

ｌｉｊ ＝ － ａｉｊ 当 ｉ ≠ ｊ ．如果 ａｉｊ ＝ ａ ｊｉ，∀ｉ， ｊ ∈ { １，２，…，Ｎ } ，则图 Ｇ 是无向图．如果图 Ｇ 中任意一个节点都有一条

路径到达其他任意节点，则图 Ｇ 是连通的．如果存在一条从一个节点（记为根节点） 到其他节点的有向路径，
则称图 Ｇ 为包含一条有向生成树的有向图．
１．４　 重要引理

引理 ２［３３］ 　 令 ｈ（ ｔ，Ｔ） ∈ ＲＲ 为一个非负时变函数，如果存在一个常数 γ ＞ ０ 使得

　 　 Ｖ（ ｔ） ＝ － γ ＋ ２ ｈ（ ｔ，Ｔ）
ｈ（ ｔ，Ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｖ（ ｔ），　 　 ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ，

其中

　 　 ｈ（ ｔ，Ｔ） ＝
Ｔ

Ｔ － ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

， 　 　 ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ，

１， ｔ ≥ Ｔ，

ì

î

í
ïï

ïï
（１）

　 　 ｈ（ ｔ，Ｔ） ＝
ｍ
Ｔ
（ｈ（ ｔ，Ｔ）） １＋１ ／ ｍ，　 　 ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ，

０， ｔ ≥ Ｔ，

ì

î

í
ïï

ïï
（２）

ｍ ＞ ２ 为一个实数，Ｔ ＞ ０ 为预设时刻．则当 ｔ ≥ Ｔ 时，有 ｌｉｍｔ→Ｔ －Ｖ（ ｔ） ＝ ０ 和 Ｖ（ ｔ） ≡ ０，这意味着 Ｖ（ ｔ） 的原点

是全局预设时间稳定．此外

　 　 Ｖ（ ｔ） ≤ ｅ －γｔ

（ｈ（ ｔ，Ｔ）） ２ Ｖ（０），　 　 ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ ． （３）

引理 ３［３５］ 　 如果图 Ｇ 为包含有向生成树的有向图，Ｌ 为图 Ｇ 的 Ｌａｐｌａｃｅ 矩阵，
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　 　 Ｅ ＝

１ － １ ０ … ０ ０
０ １ － １ … ０ ０
︙ ︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ ０ … １ － １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

∈ ＲＲ （Ｎ－１） ×Ｎ， （４）

则存在某个全列矩阵 Ｍ ∈ ＲＲ Ｎ×（Ｎ－１）和某个正定矩阵 Ｑ ∈ ＲＲ （Ｎ－１） ×（Ｎ－１）使得Ｌ ＝ ＭＥ 和

　 　 ＱＥＭ ＋ （ＱＥＭ） Ｔ ＞ δＱ
成立，其中 ０ ＜ δ ＜ ２ｍｉｎｉ∈｛１，２，…，Ｎ－１｝Ｒｅ（λ ｉ（ＥＭ）），Ｒｅ（λ ｉ（ＥＭ）） 表示矩阵 ＥＭ 的第 ｉ 个特征值的实部．

２　 系统模型和问题描述

考虑由 Ｎ 个智能体组成一个多智能体系统．令 Ｇ 为 Ｎ 个智能体之间的网络拓扑图．考虑如下异质分数阶

非线性多智能体系统的预设时间一致性问题：
　 　 Ｄαｘｉ（ ｔ） ＝ ｕｉ（ ｔ） ＋ ｆｉ（ｘｉ，ｔ），　 　 ０ ＜ α ≤ １， ｉ ∈ Ｉ ＝ { １，２，…，Ｎ } ， （５）

其中 Ｄαｘｉ（ ｔ） ＝ ［Ｄαｘｉ１（ ｔ），Ｄαｘｉ２（ ｔ），…，Ｄαｘｉｎ（ ｔ）］ Ｔ ∈ ＲＲ ｎ，ｘｉ（ ｔ） ＝ ［ｘｉ１（ ｔ），ｘｉ２（ ｔ），…，ｘｉｎ（ ｔ）］ Ｔ ∈ ＲＲ ｎ，ｘｉ（ ｔ） 和

ｕｉ（ ｔ） ∈ ＲＲ ｎ分别表示智能体 ｉ 的状态和控制输入，异质非线性函数 ｆｉ（ｘｉ，ｔ） ∈ ＲＲｎ表示智能体 ｉ 的异质非线性

动态或异质时变扰动．
定义 ３（预设时间一致性［３２⁃３３］）　 异质分数阶非线性多智能体系统（５）达到预设时间一致性，如果对于

任意的初始状态 ｘｉ（０） 都有

　 　
ｌｉｍ
ｔ→Ｔ

‖ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）‖ ＝ ０，

ｘｉ（ ｔ） ＝ ｘ ｊ（ ｔ），　 　 ｔ ＞ Ｔ， ∀ｉ， ｊ ∈ Ｉ{ （６）

成立，其中 Ｔ ＞ ０ 为一个预先设定的时间点或时刻．
本文要解决的问题是： 为每个智能体 ｉ∈ Ｉ 设计一个分布式控制器 ｕｉ， 使得异质分数阶非线性多智能体

系统（５）达到预设时间一致性，即实现控制目标（６）．
下文中，为了简便将省去 （ ｔ），如将 ｘｉ（ ｔ） 简写为 ｘｉ 等．

３　 主 要 结 论

在本节中，通过设计基于时变函数的预设时间一致性算法，先解决分数阶非线性多智能体系统在连通无

向图情况下的预设时间一致性问题，然后把上述结论拓展到含生成树的有向图情况．
３．１　 连通无向网络图的预设时间一致性

本小节研究异质分数阶非线性多智能体系统（５）的网络拓扑图和异质非线性函数满足如下假设．
假设 １［３３］ 　 网络拓扑图 Ｇ 为连通的无向图．
假设 ２［１３］ 　 存在某些非负常数 ｆ　

－
ｉ，使得异质非线性函数满足 ‖ｆｉ（ｘｉ，ｔ）‖ ≤ ｆ　

－
ｉ，∀ｉ ∈ Ｉ ．

注 １　 假设 １ 中连通无向图的假设条件在无向网络中是一个基本的假设条件，如文献［３３］； 此外，在下一小节中，考虑了

更一般的含生成树有向图情况，进一步弱化了条件假设 １．本文中为了保证控制输入信号全局有界，假设异质非线性函数

ｆｉ（ｘｉ，ｔ） 满足假设 ２．当 ｆｉ（ｘｉ，ｔ） 有界时显然满足假设 ２，存在很多有界函数 ｆｉ（ｘｉ，ｔ），如 ｆｉ（ｘｉ，ｔ） ＝ （ａｉａｒｃｔａｎ（ｘｉ） ＋ ｇｉ） ３，其中 ａｉ

为常数；ｇｉ ＝ ［ｇｉ１，ｇｉ２，…，ｇｉｎ］ Ｔ ∈ ＲＲ ｎ，ｇｉｋ 为 ｉｃｏｓ（ ｔ），ｅｉ－ｔｓｉｎ（ ｔ），（ ｉ ＋ ｔ） －２ 或 ｉ２ ｔａｎｈ（ ｔ） 等有界的时变函数，ｋ ＝ １，２，…，ｎ ．注意

到，当 ｆｉ（ｘｉ，ｔ） 表示异质时变扰动时，其有界性假设是一个常见的假设条件，见文献［３２］．

当假设 １ 成立时，则图 Ｇ 的 Ｌａｐｌａｃｅ 矩阵 Ｌ 对称，且对称的 Ｌａｐｌａｃｅ 矩阵 Ｌ 有Ｎ个特征值 λ ｉ满足 ０ ＝ λ １ ＜
λ ２ ≤ … ≤ λＮ， 详见文献［６］．

首先，引入两类滤波变量 ｙｉ 和 ｚｉ 分别满足如下分数阶微分方程：
　 　 Ｄ１－αｙｉ ＝ ｘｉ － ｚｉ， （７）
　 　 Ｄαｚｉ ＝ ｕ∗

ｉ ，　 　 ｉ ∈ Ｉ， （８）
其中 ｕ∗

ｉ 为需要设计的虚拟控制器．
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令

　 　 ｅｘｉ
＝ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｘｉ － ｘ ｊ），　 　 ｉ ∈ Ｉ ． （９）

若图 Ｇ 为连通的无向图，考虑如下基于时变函数的预设时间分布式一致性控制算法（ ｉ ∈ Ｉ）：

　 　 ｕｉ ＝ ｕ∗
ｉ － γ １ ＋

ｈ（ ｔ，Ｔ１）
ｈ（ ｔ，Ｔ１）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｙｉ － β ｉｓｇｎ（ｙｉ）， （１０）

其中 β ｉ ≥ ｆ　
－
ｉ， 虚拟控制器设计为

　 　
ｕ∗

ｉ ＝ Ｉ１－αｖｉ，

ｖｉ ＝ － γ ２ ＋ ｂ
ｈ（ ｔ，Ｔ２）
ｈ（ ｔ，Ｔ２）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｉ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１１）

γ ｊ ＞ ０， ｊ ＝ １，２，ｂ≥１ ／ λ ２，时变函数 ｈ（ ｔ，Ｔ ｊ） 和 ｅｘｉ 分别由式（１）和（９）定义， Ｔ２ ＞ Ｔ１ ＞ ０ 为预先设定时间点

（时刻）．

注 ２　 实际上，由引理 ２ 中定义的非负时变函数 ｈ（ ｔ，Ｔ） 可知

　 　 ｇ（ ｔ，Ｔ） ＝ ｈ（ ｔ，Ｔ）
ｈ（ ｔ，Ｔ）

＝
ｍ

Ｔ － ｔ
，　 　 ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ，

０， ｔ ≥ Ｔ ．
{ （１２）

注 ３　 为了更清楚地显示控制器（１０）的设计流程，图 １ 给出了闭环分数阶多智能体系统的框架．从图 １ 或控制器（１０）中
可以看出，控制器（１０） 使用了滤波变量 ｙｉ 和局部状态变量 ｅｘｉ（ ｉ ∈ Ｉ）， 因此所设计的控制器（１０）是分布式的．分布式控制器

（１０）由虚拟控制器 ｕ∗
ｉ 和含滤波变量 ｙｉ 的部分组成，其中引入滤波变量的作用是消除异质非线性函数 ｆｉ 对系统稳定性的影

响，引入虚拟控制器的作用是实现系统状态的一致性．

图 １　 闭环分数阶多智能体系统的框架

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｆｏｒ ｃｌｏｓｅｄ⁃ｌｏｏｐ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ

定理 １　 如果假设 １ 和假设 ２ 成立，考虑分布式控制器（１０），滤波变量（７）、（８）和虚拟控制器（１１），则
异质分数阶非线性多智能体系统（５）在时刻 ｔ ＝ Ｔ２ 时达到预设时间一致性．此外，控制输入信号全局有界．

证明　 本定理的证明分为如下 ３ 步： 第一步， 证明滤波变量 ｙｉ 在原点是全局预设时间稳定； 第二步，
证明多智能体系统（５）的状态 ｘｉ 达到预设时间一致性， 即实现控制目标（６）； 第三步， 证明控制输入 ｕｉ 全局

有界．
第 １步　 证明滤波变量 ｙｉ 在原点是全局预设时间稳定．
利用引理 １，分数阶微分方程（７）和（８），有
　 　 ｙｉ ＝ Ｄα（Ｄ１－αｙｉ） ＝ Ｄα ｘｉ － Ｄαｚｉ ＝ ｕｉ ＋ ｆｉ（ｘｉ，ｔ） － ｕ∗

ｉ ． （１３）
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将控制器（１０）代入式（１３）得

　 　 ｙｉ ＝ － γ １ ＋
ｈ（ ｔ，Ｔ１）
ｈ（ ｔ，Ｔ１）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｙｉ － β ｉｓｇｎ（ｙｉ） ＋ ｆｉ（ｘｉ，ｔ） ． （１４）

考虑 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数

　 　 Ｖ１（ ｔ） ＝ １
２ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｙＴ
ｉ ｙｉ ． （１５）

由式（１４）和假设 ２ 可得到 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 Ｖ１（ ｔ） 的导数满足

　 　 Ｖ１（ ｔ） ＝ － γ １ ＋
ｈ（ ｔ，Ｔ１）
ｈ（ ｔ，Ｔ１）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｙＴ
ｉ ｙｉ ＋ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
（ － β ｉ‖ｙｉ‖１ ＋ ｙＴ

ｉ ｆｉ（ｘｉ，ｔ）） ≤

　 　 　 　 － ２γ １ ＋ ２
ｈ（ ｔ，Ｔ１）
ｈ（ ｔ，Ｔ１）

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｖ１（ ｔ）， （１６）

其中最后一个不等式成立是由于 ｙＴ
ｉ ｆｉ（ｘｉ，ｔ） ≤ ｆ　

－
ｉ‖ｙｉ‖ ≤ β ｉ‖ｙｉ‖ ≤ β ｉ‖ｙｉ‖１ ．然后利用引理 ２ 可得

　 　 Ｖ１（ ｔ） ≤ ｅ －２γ１ｔ

（ｈ（ ｔ，Ｔ１）） ２ Ｖ１（０），　 　 ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ１ ． （１７）

令 ｙ ＝ ［ｙＴ
１，ｙＴ

２，…，ｙＴ
Ｎ］ Ｔ ．由式（１５）和（１７）可得

　 　 ‖ｙ（ ｔ）‖ ≤ ｅ －γ１ｔ

ｈ（ ｔ，Ｔ１）
‖ｙ（０）‖，　 　 ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ１ ． （１８）

注意到 ｌｉｍｔ→Ｔ －１
（ｈ（ ｔ，Ｔ１））

－１ ＝ ０， 再由式（１８）易知

　 　 ｌｉｍ
ｔ→Ｔ －１

‖ｙ（ ｔ）‖ ＝ ０， ‖ｙ（ ｔ）‖ ≡ ０，　 　 ｔ ≥ Ｔ１，

这意味着当 ｔ ≥ Ｔ１ 时 ｙｉ（ ｔ） ＝ ｙｉ（ ｔ） ＝ ０ｎ ．再由式（１３）可知，分数阶非线性多智能体系统（５）在 ｔ≥ Ｔ１时等价于

Ｄαｘｉ ＝ ｕ∗
ｉ ．然后利用引理 １ 有

　 　 ｘｉ ＝ Ｄ１－α［Ｉ１－αｘｉ］ ＝ Ｄ１－α［Ｄαｘｉ］ ＝ Ｄ１－αｕ∗
ｉ ． （１９）

将虚拟控制器（１１）代入式（１９）有

　 　 ｘｉ ＝ Ｄ１－α［Ｉ１－αｖｉ］ ＝ ｖｉ ＝ － γ ２ ＋ ｂ
ｈ（ ｔ，Ｔ２）
ｈ（ ｔ，Ｔ２）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｉ ． （２０）

第 ２步　 证明多智能体系统状态 ｘｉ 达到预设时间一致性．
由假设 １ 可知，Ｌａｐｌａｃｅ 矩阵 Ｌ 有 Ｎ 个特征值 λ １，λ ２，…，λＮ 满足 ０ ＝ λ １ ＜ λ ２ ≤ … ≤ λＮ ．令
　 　 ｘ ＝ ［ｘＴ

１，ｘＴ
２，…，ｘＴ

Ｎ］ Ｔ， ｅｘ ＝ ［ｅＴ
ｘ１，ｅ

Ｔ
ｘ２，…，ｅＴ

ｘＮ］
Ｔ，

　 　 Λ ＝ ｄｉａｇ（λ ０，λ ２，…，λＮ）， Λ０ ＝ ｄｉａｇ（０，λ ２，…，λＮ），
其中 λ ０ ＞ ０ 为某一常数．易知 ｅｘ ＝ （Ｌ  Ｉｎ）ｘ ．假设 １ 成立，则存在一个酉矩阵 Ｕ ∈ ＲＲ Ｎ×Ｎ满足 ＵＴＵ ＝ ＵＵＴ ＝
ＩＮ，使得Ｌ ＝ ＵＴΛ０Ｕ ．考虑如下 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖ２（ ｔ） ＝ １
２

ｅＴ
ｘ（ＵＴΛ －１Ｕ  Ｉｎ）ｅｘ ． （２１）

注意到 ＵＴΛ －１Ｕ为一个正定矩阵．由文献［６］ 可知 Ｖ２（ ｔ） ＝ ０当且仅当 ｘｉ ＝ ｘ ｊ，∀ｉ， ｊ∈ Ｉ ．取 Ｌｙａｕｎｏｖ 函数（２１）
的导数，有

　 　 Ｖ２（ ｔ） ＝ ｅＴ
ｘ（ＵＴΛ －１Ｕ  Ｉｎ）ｅｘ ＝ ｘＴ（Ｌ ＴＵＴΛ －１ＵＬ  Ｉｎ）ｘ ＝

　 　 　 　 ｘＴ［（ＵＴΛ０Ｕ） ＴＵＴΛ －１ＵＵＴΛ０Ｕ  Ｉｎ］ｘ ＝ ｘＴ（ＵＴΛ０Λ
－１Λ０Ｕ  Ｉｎ）ｘ ＝

　 　 　 　 ｘＴ（ＵＴΛ０Ｕ  Ｉｎ）ｘ ＝ ｘＴ（Ｌ  Ｉｎ）ｘ ＝ ｅＴ
ｘｘ ． （２２）

事实上，由式（２２）可知 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数（２１）等价于 Ｖ２（ ｔ） ＝ （１ ／ ２）ｘＴ（Ｌ  Ｉｎ）ｘ ．将式（２０）代入式（２２），可得

　 　 Ｖ２（ ｔ） ＝ － γ ２ ＋ ｂ
ｈ（ ｔ，Ｔ２）
ｈ（ ｔ，Ｔ２）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅＴ

ｘｅｘ ≤
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　 　 　 　 － ２λ ２ γ ２ ＋ ｂ
ｈ（ ｔ，Ｔ２）
ｈ（ ｔ，Ｔ２）

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｖ２（ ｔ） ≤－ ２λ ２γ ２ ＋ ２

ｈ（ ｔ，Ｔ２）
ｈ（ ｔ，Ｔ２）

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｖ２（ ｔ）， （２３）

其中第一个不等式成立是因为 ｅＴ
ｘｅｘ ＝ ‖（Ｌ  Ｉｎ）ｘ‖２ ＝ （（Ｌ １ ／ ２ Ｉｎ）ｘ） Ｔ（Ｌ  Ｉｎ）（Ｌ １ ／ ２ Ｉｎ）ｘ≥ λ ２ｘＴ（Ｌ 

Ｉｎ）ｘ ＝ ２λ ２Ｖ２（ ｔ），最后一个不等式成立是因为 ｂ ≥ １ ／ λ ２ ．然后利用引理 ２ 知

　 　 Ｖ２（ ｔ） ≤ ｅ －２λ２γ２ｔ

（ｈ（ ｔ，Ｔ２）） ２ Ｖ２（０），　 　 Ｔ１ ≤ ｔ ＜ Ｔ２ ． （２４）

因为 ｌｉｍｔ→Ｔ －２
Ｖ２（ ｔ） ＝ ０ 和 Ｖ２（ ｔ） ＝ ０，ｔ ≥ Ｔ２ ．故当 ｔ ≥ Ｔ２ 时 ｘｉ ＝ ｘ ｊ，∀ｉ， ｊ ∈ Ｉ ．因此条件（６）满足．

第 ３步　 证明控制输入 ｕｉ 全局有界．
下面分 ３ 种情况证明．
情况 １　 当 ｔ ∈ ［０，Ｔ１） 时，Ｄαｘｉ ＝ ｙｉ ＋ ｕ∗

ｉ ， 然后利用引理 １ 有

　 　 ｘｉ ＝ Ｄ１－α［Ｉ１－αｘｉ］ ＝ Ｄ１－α［Ｄαｘｉ］ ＝ Ｄ１－α（ｙｉ ＋ ｕ∗
ｉ ） ＝ Ｄ１－αｙｉ ＋ ｖｉ ． （２５）

联立式（１４）和（１８）可得

　 　 ｙｉ ≤ γ １ ＋
ｈ（ ｔ，Ｔ１）
ｈ（ ｔ，Ｔ１）

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｅ －γ１ｔ

ｈ（ ｔ，Ｔ１）
‖ｙ（０）‖ ＋ ２β ｉ ＝

　 　 　 　 γ １

Ｔ１ － ｔ
Ｔ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

＋ ｍ
Ｔ１

Ｔ１ － ｔ
Ｔ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ－１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ －γ１ｔ‖ｙ（０）‖ ＋ ２β ｉ ≤

　 　 　 　 γ １ ＋ ｍ
Ｔ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｙ（０）‖ ＋ ２β ｉ ． （２６）

故当 ｔ ∈ ［０，Ｔ１） 时 Ｄ１－αｙｉ 有界，即存在某个正常数 ϱ 使得 ‖Ｄ１－αｙｉ‖ ≤ ϱ ．取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数（２１）的导数有

　 　 Ｖ２（ ｔ） ＝ ｅＴ
ｘ（Ｄ１－αｙｉ ＋ ｖｉ） ≤ ϱ‖ｅｘ‖ － γ ２ ＋ ｂ

ｈ（ ｔ，Ｔ２）
ｈ（ ｔ，Ｔ２）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅＴ

ｘｅｘ ≤

　 　 　 　 ϱ ２λＮＶ２（ ｔ） ≤ ϱ ２λＮ Ｖ２（ ｔ） ＋ １
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２７）

其中第二个不等式成立是因为 ‖ｅｘ‖２ ＝ ｅＴ
ｘｅｘ ＝ ‖（Ｌ  Ｉｎ）ｘ‖２ ＝ （（Ｌ １ ／ ２ Ｉｎ）ｘ） Ｔ（Ｌ  Ｉｎ）（Ｌ １ ／ ２ Ｉｎ）ｘ ≤

λＮｘＴ（Ｌ  Ｉｎ）ｘ ＝ ２λＮＶ２（ ｔ），最后一个不等式成立是因为（ Ｖ２（ ｔ） － １ ／ ２） ２ ≥０．因此，当 ｔ∈［０，Ｔ１） 时 Ｖ２（ ｔ）
有界，从而 ｅｘ 有界，即存在某个正常数 ρ 使得 ‖ｅｘ‖ ≤ ρ ．再由式（１１）和（１３）可得

　 　 ‖ｕｉ‖ ＝ ‖ｙｉ － ｆｉ（ｘｉ，ｔ） ＋ ｕ∗
ｉ ‖ ≤

　 　 　 　 ‖ｙｉ‖ ＋ β ｉ ＋ ∫ｔ
０

（γ ２ ＋ ｂｍ ／ （Ｔ２ － τ））ｅｘｉ

Γ（１ － α）（ ｔ － τ） α ｄτ ≤

　 　 　 　 γ １ ＋ ｍ
Ｔ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｙ（０）‖ ＋ ３β ｉ ＋ γ ２ ＋ ｂｍ

Ｔ２ － Ｔ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρＴ１
１－α

Γ（２ － α）
＜ ∞ ． （２８）

情况 ２　 当 ｔ∈［Ｔ１，Ｔ２） 时，ｙｉ（ ｔ） ＝ ｙｉ（ ｔ） ＝ ０ｎ， 从而由控制算法（１０）可知 ｕｉ ＝ ｕ∗
ｉ ．由式（１１）和（２４）可得

　 　 ‖ｕ∗
ｉ ‖ ＝ ∫ｔ

Ｔ１

（γ ２ ＋ ｂｍ ／ （Ｔ２ － τ））ｅｘｉ

Γ（１ － α）（ ｔ － τ） α ｄτ ≤ γ ２ ＋ ｂｍ
Ｔ２ － ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２λＮＶ２（０） ｅ －λ２γ２ｔ

ｈ（ ｔ，Ｔ２）
（ ｔ － Ｔ１） １－α

Γ（２ － α）
＝

　 　 　 　 γ ２

Ｔ２ － ｔ
Ｔ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

＋ ｂｍ
Ｔ２

Ｔ２ － ｔ
Ｔ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ－１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ２λＮＶ２（０） ｅ －λ２γ２ｔ

（ ｔ － Ｔ１） １－α

Γ（２ － α）
≤

　 　 　 　 γ ２

Ｔ２ － Ｔ１

Ｔ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

＋ ｂｍ
Ｔ２

Ｔ２ － Ｔ１

Ｔ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ－１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ２λＮＶ２（０）

（Ｔ２ － Ｔ１） １－α

Γ（２ － α）
＜ ∞ ． （２９）

情况 ３　 当 ｔ ≥ Ｔ２ 时， ｙｉ（ ｔ） ＝ ｕ∗
ｉ ＝ ０ｎ，故 ｕｉ ＝ ０ｎ，∀ｉ ∈ Ｉ ．综合上述 ３ 种情况，控制输入信号全局有界．

证毕． □

注 ４　 本文设计的预设时间分布式一致性控制算法（１０）包含如下 ３ 项： 虚拟控制器项 ｕ∗
ｉ 、预设时间镇定控制项 － （γ １ ＋

ｈ（ ｔ，Ｔ１） ／ ｈ（ ｔ，Ｔ１））ｙｉ 和符号函数项 － β ｉｓｇｎ（ｙｉ），其中符号函数项用于补偿异质非线性函数 ｆｉ（ｘｉ，ｔ），预设时间镇定控制项用于
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实现滤波变量 ｙｉ 的预设时间稳定，虚拟控制器项用于实现智能体状态的预设时间一致性．以上 ３ 部分在控制器（１０）的设计中

缺一不可．

本文通过转化思想和预设时间控制技术，将不易处理的分数阶非线性多智能体系统（５）在预设时刻转

化成易处理的一阶线性多智能体系统 ｘｉ ＝ ｖｉ ．这样分数阶非线性多智能体系统（５）的预设时间一致性问题就

转变成一阶线性多智能体系统 ｘｉ ＝ ｖｉ 的预设时间一致性问题．以定理 １ 中设计的控制算法为例，其详细设计

步骤如下：
（Ｓ１） 设计滤波变量（７）和（８），将分数阶非线性多智能体系统（５）转化成含滤波变量的分数阶多智能

体系统：
　 　 Ｄαｘｉ ＝ ｙｉ ＋ ｕ∗

ｉ ，　 　 ｔ ≥ ０． （３０）
（Ｓ２） 设计预设时间分布式一致性控制器（１０）， 使得一阶非线性系统（１３）（分数阶系统（３０）的等价形

式）在 ｔ ≥ Ｔ１ 时稳定， 从而当 ｔ≥ Ｔ１ 时， ｙｉ ＝ ０ｎ， 同时系统（３０）等价于含虚拟控制器的分数阶线性多智能体

系统：
　 　 Ｄαｘｉ ＝ ｕ∗

ｉ ，　 　 ｔ ≥ Ｔ１ ． （３１）
（Ｓ３） 令 ｕ∗

ｉ ＝ Ｉ１－αｖｉ， 则分数阶线性多智能体系统（３１）等价于一阶线性多智能体系统：
　 　 ｘｉ ＝ ｖｉ，　 　 ｔ ≥ Ｔ１ ． （３２）
（Ｓ４） 设计 ｖｉ， 即设计预设时间虚拟控制器（１１）使得一阶线性多智能体系统（３２）达到预设时间一致性．

３．２　 含生成树有向网络图的预设时间一致性

本小节把上一小节中的连通无向网络图推广到更一般的含生成树有向网络图，即研究分数阶非线性多

智能体系统（５）的网络拓扑图满足如下假设．
假设 ３　 假设网络拓扑图 Ｇ 为含一条有向生成树的有向图．
若假设 ３ 成立，则由定理 ３ 可知，存在全列矩阵Ｍ∈ＲＲＮ×（Ｎ－１）和正定矩阵Ｑ∈ＲＲ（Ｎ－１） ×（Ｎ－１）使得Ｌ ＝ＭＥ和

　 　 ＱＥＭ ＋ （ＱＥＭ） Ｔ ＞ δＱ （３３）
成立，其中 ０ ＜ δ ＜ ２ｍｉｎｉ∈{ １，２，…，Ｎ－１} Ｒｅ（λ ｉ（ＥＭ）），Ｒｅ（λ ｉ（ＥＭ）） 表示矩阵 ＥＭ 的第 ｉ 个特征值的实部．

若图 Ｇ 为含有向生成树的有向图，考虑如下基于时变函数的预设时间分布式一致性控制算法（ ｉ ∈ Ｉ）：

　 　 ｕｉ ＝ ｕ∗
ｉ － γ ３ ＋

ｈ（ ｔ，Ｔ３）
ｈ（ ｔ，Ｔ３）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｙｉ － β ｉｓｇｎ（ｙｉ）， （３４）

其中 β ｉ ≥ ｆ　
－
ｉ，滤波变量 ｙｉ 由式（７）定义，虚拟控制器设计为

　 　
ｕ∗

ｉ ＝ Ｉ１－αｖｉ，

ｖｉ ＝ － γ ４ ＋ ｃ
ｈ（ ｔ，Ｔ４）
ｈ（ ｔ，Ｔ４）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｉ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３５）

γ ｌ ＞ ０，ｌ ＝ ３，４，ｃ≥２ ／ δ，时变函数 ｈ（ ｔ，Ｔｌ） 和 ｅｘｉ 分别由式（１）和（９）定义， Ｔ４ ＞ Ｔ３ ＞ ０ 为预先设定的时间点

（时刻）．
定理 ２　 如果假设 ２ 和假设 ３ 成立，考虑分布式控制器（３４），滤波变量（７）、（８）和虚拟控制器（３５），则

异质分数阶非线性多智能体系统（５）在时刻 ｔ ＝ Ｔ４ 时达到预设时间一致性．此外，控制输入信号全局有界．
证明　 本定理的证明分为如下 ３ 步： 第一步，证明滤波变量 ｙｉ 在原点是全局预设时间稳定；第二步，证

明多智能体系统（５）达到预设时间一致性；第三步，证明控制输入信号全局有界．
本定理的第一步证明类似于定理 １ 中的第一步，考虑 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数（１５）可以得到分数阶非线性多智能

体系统（５）在 ｔ ≥ Ｔ３ 时等价于 Ｄαｘｉ ＝ ｕ∗
ｉ ， 然后利用引理 １ 和虚拟控制器（３５）有

　 　 ｘｉ ＝ － γ ４ ＋ ｃ
ｈ（ ｔ，Ｔ４）
ｈ（ ｔ，Ｔ４）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｉ ． （３６）

下面证明多智能体系统（５）达到预设时间一致性．令
　 　 ｘｋ（ ｔ） ＝ ｘｋ（ ｔ） － ｘｋ＋１（ ｔ），　 　 ｋ ＝ { １，２，…，Ｎ － １ } ，

２１６ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



　 　 ｘ（ ｔ） ＝ ［ｘＴ
１（ ｔ），ｘＴ

２（ ｔ），…，ｘＴ
Ｎ－１（ ｔ）］ Ｔ ．

选取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数为

　 　 Ｖ３（ ｔ） ＝ ｘＴ（ ｔ）（Ｑ  Ｉｎ）ｘ（ ｔ）， （３７）
其中 Ｑ ＞ ０ 满足不等式（３３）．易知 Ｖ３（ ｔ） ＝ ０ 当且仅当 ｘ ＝ ０Ｎｎ，而 ｘ ＝ ０Ｎｎ 当且仅当 ｘｉ ＝ ｘ ｊ，∀ｉ， ｊ ∈ Ｉ ．由式

（４）定义的矩阵 Ｅ 和式（３６）可知

　 　 ｘ ＝ （Ｅ  Ｉｎ）ｘ ＝

　 　 　 　 － γ ４ ＋ ｃ
ｈ（ ｔ，Ｔ４）
ｈ（ ｔ，Ｔ４）

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ＥＬ  Ｉｎ）ｘ ＝ － γ ４ ＋ ｃ

ｈ（ ｔ，Ｔ４）
ｈ（ ｔ，Ｔ４）

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ＥＭ  Ｉｎ）ｘ ． （３８）

沿着轨迹（３８），可得 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数（３７）的导数满足

　 　 Ｖ３（ ｔ） ＝ ２ｘＴ（Ｑ  Ｉｎ）ｘ ＝

　 　 　 　 － ２ γ ４ ＋ ｃ
ｈ（ ｔ，Ｔ４）
ｈ（ ｔ，Ｔ４）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘＴ（ＱＥＭ  Ｉｎ）ｘ ≤－ δ γ ４ ＋ ｃ

ｈ（ ｔ，Ｔ４）
ｈ（ ｔ，Ｔ４）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘＴ（Ｑ  Ｉｎ）ｘ ＝

　 　 　 　 － δ γ ４ ＋ ｃ
ｈ（ ｔ，Ｔ４）
ｈ（ ｔ，Ｔ４）

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｖ３（ ｔ） ≤－ γ ４δ ＋ ２

ｈ（ ｔ，Ｔ４）
ｈ（ ｔ，Ｔ４）

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｖ３（ ｔ）， （３９）

其中最后一个不等式成立因为 ｃ ≥ ２ ／ δ ．然后利用引理 ２ 知

　 　 Ｖ３（ ｔ） ≤ ｅ －γ４δ ｔ

（ｈ（ ｔ，Ｔ４）） ２ Ｖ３（０），　 　 Ｔ３ ≤ ｔ ＜ Ｔ４ ． （４０）

故 ｌｉｍｔ→Ｔ －４
Ｖ３（ ｔ） ＝ ０ 和 Ｖ３（ ｔ） ＝ ０，ｔ ≥ Ｔ４ ．这意味着当 ｔ ≥ Ｔ４ 时 ｘｉ ＝ ｘ ｊ，∀ｉ， ｊ ∈ Ｉ ．因此条件（６）满足．类似于定

理 １ 中的第三步证明可知控制输入信号全局有界．证毕． □
特别地，当 α ＝ １ 时，分数阶非线性多智能体系统（５）简化为如下一阶非线性多智能体系统：
　 　 ｘｉ（ ｔ） ＝ ｕｉ（ ｔ） ＋ ｆｉ（ｘｉ，ｔ），　 　 ｉ ∈ Ｉ ． （４１）

由定理 ２ 可直接得到如下定理．
定理 ３　 如果假设 ２ 和假设 ３ 成立，则一阶非线性多智能体系统（４１）在时刻 ｔ ＝ Ｔ６ 时达到预设时间一致

性，当

　 　 ｕｉ ＝ ｕ∗
ｉ － γ ５ ＋

ｈ（ ｔ，Ｔ５）
ｈ（ ｔ，Ｔ５）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｙｉ － β ｉｓｇｎ（ｙｉ）， （４２）

其中 β ｉ ≥ ｆ　
－
ｉ，ｉ ∈ Ｉ，滤波变量 ｙｉ 满足

　 　 ｙｉ ＝ ｘｉ － ｚｉ， （４３）

　 　 ｚｉ ＝ ｕ∗
ｉ ＝ － γ ６ ＋ ｄ

ｈ（ ｔ，Ｔ６）
ｈ（ ｔ，Ｔ６）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｉ， （４４）

γ ｐ ＞ ０，ｐ ＝ ５，６，ｄ ＞ ２ ／ δ，时变函数 ｈ（ ｔ，Ｔｐ） 和 ｅｘｉ 分别由式（１）和（９）定义， Ｔ６ ＞ Ｔ５ ＞ ０ 为预先设定时间点

（时刻）．此外，控制输入信号全局有界．

注 ５　 当 α ＝ １时 ｕ∗
ｉ ＝ ｖｉ， 从式（４３）和（４４）中可知，滤波变量 ｙｉ 和 ｚｉ 为滑模变量，设计基于时变函数的预设时间滑模控

制器使得一阶非线性多智能体系统（４１）在预设时刻到达滑模流形 ｙｉ ＝ ０ｎ 上，此刻系统动态可描述为一阶线性多智能体系统

ｘｉ ＝ ｕ∗
ｉ ．

注 ６　 注意到文献［１６，２１，２４⁃３０］中设计了含分数次幂的有限或固定时间控制器，并得到了依赖于系统初值或参数的收

敛时间的上确界值估计．因收敛时间上确界值估计依赖于系统初值或参数而具有保守性，当无法预先观测到系统初值或系统

参数不可测时就无法保证规定的收敛时间，从而无法及时完成某项控制任务．本文设计的基于时变函数的分布式控制算法

（１０）和（３４） 能在某一时刻实现一致性控制，该收敛时刻由时变函数预先给定且不依赖于系统初值和参数．因此本文设计的基

于时变函数的分布式控制算法（１０）和（３４）能够保证预设收敛时间，从而及时完成某项控制任务．
注 ７　 虽然本文设计的控制算法（１０）和（３４）能够以分布式的方式在预先给定的独立于系统参数和初值的时刻实现低成

本和零误差的一致性控制，但算法（１０）和（３４）的控制增益依赖于全局信息，如 ｂ ≥１ ／ λ２ 和 ｃ ≥２ ／ δ ．因此算法（１０）和（３４） 都

不是完全分布式的．如何消除本文设计的预设时间一致性算法中控制增益对全局信息的依赖性，是未来的一个重要研究课题．
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４　 仿 真 实 例

例 １　 注意到定理 １ 和定理 ３ 都是定理 ２ 的一种特殊情况， 本例只验证定理 ２ 的理论结果．为了验证定

理 ２ 中理论结果的有效性， 考虑如图 ２ 所示的 ６ 个智能体之间的含生成树有向图 Ｇ， 其中权重已在图中给

出．令

图 ２　 含生成树有向图 Ｇ

Ｆｉｇ． ２　 Ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｇｒａｐｈ Ｇ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｓｐａｎｎｉｎｇ ｔｒｅｅ

　 　 ｆｉ ＝

ｉ
８
［ｓｉｎ（πｔ） － ｅ －｜ ｘｉ｜ ］，　 　 　 　 ｉ ＝ １，２，３，

８ － ｉ
８

［ｓｉｎ（ － πｔ） ＋ ｅ －｜ ｘｉ｜ ］， ｉ ＝ ４，５，６ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

易知假设 ２ 和假设 ３ 都成立．此外，为了比较分数阶参数 α 对系统

控制性能的影响，我们考虑具有不同阶数而其他参数和初值都相

同的控制算法（３４）和控制算法（４２）（即考虑定理 ２ 和定理 ３ 中的

控制算法）．定理 ２ 中设计的控制算法的参数和初值分别选取为： α
＝ ０．８，γ ３ ＝ γ ４ ＝ １，ｍ ＝ ３，Ｔ３ ＝ ０．８ ｓ，Ｔ４ ＝ ２ ｓ，

　 　 β ｉ ＝

ｉ
４
，　 　 　 　 ｉ ＝ １，２，３，

８ － ｉ
４

， ｉ ＝ ４，５，６，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

通过计算可得 ｍｉｎｉ∈{ １，２，…，５} Ｒｅ（λ ｉ（ＥＭ）） ＝ ０．５，故取 δ ＝ ０．５ 和 ｃ ＝ ５ ＞ ２ ／ δ，
　 　 ［ｘ１（０），ｘ２（０），…，ｘ６（０）］ ＝ ［１，５，－３，－４，３，２］，
　 　 ［ｙ１（０），ｙ２（０），…，ｙ６（０）］ ＝ ［５，－１，３，－５，１，－３］，
　 　 ［ ｚ１（０），ｚ２（０），…，ｚ６（０）］ ＝ ［－１，１，２，－２，－３，３］．
当 α ＝ ０．８ 和 α ＝ １ 时，滤波变量 ｙｉ 和一致性误差 ｘｋ 的轨迹分别如图 ３ 和图 ４ 所示，分布式控制器 ｕｉ 和

虚拟控制器 ｕ∗
ｉ 的轨迹分别如图 ５ 和图 ６ 所示，其中 ｉ ∈ { １，２，…，６ } ，ｋ ∈ { １，２，…，５ } ．观察图 ３ 和图 ４ 可

知，当 ｔ≥０．８ ｓ 时 ｙｉ ＝ ０，当 ｔ≥２ ｓ 时 ｘｋ ＝ ０， 这说明分数阶多智能体系统实现了控制目标（６）．观察图 ５ 和图

６ 可知，分布式控制器 ｕｉ 和虚拟控制器 ｕ∗
ｉ 都有界．

图 ３　 当 α ＝ ０．８ 时，滤波变量 ｙｉ 和一致性误差 ｘ ｋ 的轨迹

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｆｉｌｔｅｒ ｖａｒｉａｂｌｅ ｙｉ ａｎｄ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｅｒｒｏｒ ｘ ｋ ｆｏｒ α ＝ ０．８

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

进一步观察比较图 ５ 和图 ６ 可知，分数阶多智能体系统 （α ＝ ０．８） 比一阶多智能体系统（α ＝ １） 在达到
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预设时间一致性时所需消耗的控制能量更少，这说明分数阶控制算法能够获得比传统整数阶控制算法更好

的控制性能．此外，我们注意到图 ５ 和图 ６ 中控制器 ｕｉ 在零附近线条比较粗，这是因为控制器 ｕｉ 含有在零点

不连续的符号函数，而不连续符号函数易引起抖振现象，从而导致控制器 ｕｉ 在零附近线条比较粗．

图 ４　 当 α ＝ １ 时，滤波变量 ｙｉ 和一致性误差 ｘ ｋ 的轨迹

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｆｉｌｔｅｒ ｖａｒｉａｂｌｅ ｙｉ ａｎｄ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｅｒｒｏｒ ｘ ｋ ｆｏｒ α ＝ １

图 ５　 当 α ＝ ０．８ 时，控制器 ｕ∗
ｉ 和 ｕｉ 的轨迹

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｓ ｕ∗
ｉ ａｎｄ ｕｉ ｆｏｒ α ＝ ０．８

为了验证定理 ２ 中预设时间控制算法的收敛时间与控制参数和初值无关，我们分别选取了 ４ 组不同的

参数 γ ３，γ ４ 和 ４ 组不同的初值 ｘ（０） ．图 ７ 给出了算法（３４）取这 ４ 种不同参数和 ４ 种不同初值（其他参数和

初值都相同）时的一致性误差‖ｘ‖ 的轨迹．从图７中可以看出，一致性误差‖ｘ‖的收敛时间不受控制参数

和初值的影响．因此，本文设计的预设时间控制算法的收敛时间不依赖于系统参数和初值．

注 ８　 值得注意的是，文献［１６，２１，２４⁃３０］中设计了含分数次幂的有限时间或固定时间控制器，并得到了算法收敛时间的

上确界估计值，该上确界估计值依赖于系统参数且估计具有保守性．为了得到较小的上确界估计值需要选取较大的控制增益，
从而需要更大的控制能量或控制成本．与文献［１６，２１，２４⁃３０］中设计的有限时间或固定时间控制器比较， 本文设计的预设时

间控制器具有如下优点： １） 收敛时间与系统参数和初值无关； ２） 能够预先保证精确的收敛时间； ３） 低控制成本； ４） 设计

简单．
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图 ６　 当 α ＝ １ 时，控制器 ｕ∗
ｉ 和 ｕｉ 的轨迹

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｓ ｕ∗
ｉ ａｎｄ ｕｉ ｆｏｒ α ＝ １

图 ７　 取不同参数 γ ３，γ ４ 和初值 ｘ（０） 时，一致性误差 ‖ｘ‖ 的轨迹

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｅｒｒｏｒ ‖ｘ‖ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ γ ３，γ ４ ａｎｄ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｘ（０）

５　 结　 　 论

本文研究了一类异质分数阶非线性多智能体系统的预设时间一致性问题．当多智能体网络图是连通无

向图和含生成树的有向图时，通过引入滤波变量和一类非负时变函数，分别设计了实现闭环系统精确预设时

间一致性控制的分布式控制器．最后，通过仿真实例验证了所提出的预设时间控制算法的有效性．把本文的

结果推广到更高阶的异质分数阶非线性多智能体系统中，是未来一个有趣的研究方向．此外，如何设计连续

的控制算法，以消除本文设计的不连续算法容易引起的抖振现象，亦是未来的一个研究方向．
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［３５］　 ＬＩＵ Ｗ， ＺＨＯＵ Ｓ， ＱＩ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｌｅａｄｅｒｌｅｓｓ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ
ａｎｄ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｔｏｐｏｌｏｇｉｅｓ［Ｊ］ ． Ｎｅｕｒｏｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０１６， １７３ ： １３２２⁃１３２９．

８１６ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷


