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摘要：  该文以端部旋转的圆柱形容器内的 Stokes 流为研究对象，根据流动的特点，将轴向坐标模拟为时间，则问题

归结为 Hamilton 对偶方程的本征值和本征解问题.利用本征解空间的完备性和本征解之间的共轭辛正交关系，给出

了问题解的展开形式，并建立了展开系数的数值求解方法.采用该方法研究了单端旋转、两端以相同或相反角速度

旋转时不同外形比 (容器的高度与半径之比) 时圆柱形容器内流动速度和应力的分布情况，展示了不同边界条件下流

场的一些特点.
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Stokes Flow in Cylindrical Containers With Rotating Ends

WANG Gaping，  LIU Jinghui
（School of Civil Engineering, Dalian Jiaotong University, Dalian, Liaoning 116028, P.R.China）

（Recommended by WU Chuijie, M. AMM Editorial Board）

 
Abstract：The Stokes flow in cylindrical containers with rotating ends was studied. Based on the characteristics of the flow,

the  problem  was  reduced  to  the  eigenvalue  and  eigensolution  problem  of  Hamiltonian  dual  equations  with  the  axial

coordinate simulated as the time scale. By means of the completeness of the symplectic eigensolution space and the adjoint

symplectic  orthogonality  relationship between  the  eigensolutions,  the  expansion  of  the  solution  to  the  problem  was

obtained, and the numerical method for calculating the expansion coefficients was given. In the cases of one-end rotating,

two-end rotating at the same or opposite angular velocity, the velocity and stress distributions of the flow in the cylindrical

containers with different aspect ratios (of the length to the radius), were investigated. The velocity and stress distributions,

and the characteristics of the flows under different boundary conditions were revealed.

Key words：Stokes flow；Hamilton；rotating end；cylindrical container

 

引　　言

端部旋转所引起的容器内的流动问题是流体力学的经典内容之一，它被关注的原因在于两个方面：理论

上，它使得能够在有限形状规则的求解域中得到 N-S方程的精确解，从而能够解析地研究流场的一些变化规

律；工程上，它所产生的二次流对于工业过程的实现具有重要的作用，如涡轮机、化学反应器和磁盘存储工业
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Re = ΩR2/ν A = h/R
h ν

等.许多学者在中等 Reynolds数范围内研究了这个问题.Pao[1]、Bertelà和 Gori[2]、Duck[3] 采用有限差分法研究

了单端、两端部旋转的圆柱形容器内的流线、速度场、压强场等随 Reynolds数 、外形比 (R 为

端部半径，Ω 为端部旋转的角速度， 为圆柱容器的高度， 为流体的运动黏性系数）的变化规律.Dijkstra和 Van
Heijst[4] 从数值和实验两方面研究了小外形比条件下端部反向旋转的容器内流场的漩涡结构和驻点随两端部

速度比的变化规律.Vogel[5] 采用系统的实验研究了单端旋转圆柱容器内的涡破裂现象.Escudier[6] 验证并发展

了 Vogel的实验，在其基础上研究了容器外形比和 Reynolds数对涡破裂的影响规律.Valentine 和 Jahnke[7] 研
究了两端部以相同角速度旋转时容器内涡破裂与单端旋转的不同规律.Gelfgat等[8] 研究了被限制的旋转流中

的漩涡分离流的触发机理，他们认为局部离心力的最大值是流场中循环区域形成的主要原因.此外，Kahouadji
和 Witkowski[9] 通过数值和实验探讨了底部旋转、上部为自由液面的圆柱形容器内流动的稳定性、流场中二

次漩涡产生和消失的机理.Mukherjee 和 Steinberg[10] 通过实验研究了上部转盘驱动的圆柱形容器中的流场结

构和转盘上的摩擦因数随 Reynolds数的变化规律.

z

以上研究揭示了中等 Reynolds数范围内端部旋转容器中的一些流动规律，关于 Stokes流的研究却较少

见.近年来，对偶方法在力学领域得到了许多应用，如弹性力学、结构力学、动力学、最优控制、流体力学等[11-16]，

展示了该方法的广泛适用性，同时也得到了许多有意义的成果.本文将 坐标模拟为时间，将对偶方法引入到端

部旋转的圆柱形容器内的流动问题，并对容器内的流动进行了研究.研究结果展示了不同外形比和不同端部

旋转条件下，流场的速度分布、应力分布，揭示了 Stokes流的一些特点. 

1    对 偶 方 法
 

1.1   柱坐标系下Stokes 流问题的基本描述和对偶方程

Re≪ 1当流动的特征尺度和特征速度很小或者运动黏度很大时，相应的 Reynolds数很小（即 ），此时流体

的惯性力与黏性力相比可以忽略不计，这种流动称为 Stokes流.

(r, θ,z) (∂/∂θ = 0) ur uθ
uz

u = {0, uθ, 0}T a h O

端部旋转驱动的圆柱形容器内流体的流动可视为空间柱坐标系 下的轴对称 问题. ， 和

分别表示径向速度分量、环向速度分量和轴向速度分量.根据流动的特点，径向和轴向流动速度均为零，则

速度可表示为 .流动区域如图 1所示，圆柱形容器的半径为 ，高度为 ，原点 位于圆柱形容器的

左端圆心处，容器的侧边固定，则有
ur |r=a = 0 , uθ|r=a = 0 , uz|r=a = 0. （1）

Ω当容器的单端或两端部旋转时，将驱动容器内的流体运动.图 1所示为圆柱形容器的左端部以角速度 旋

转.若容器的左端和右端均旋转，则为两端旋转的容器内的流动问题.
  

图 1    圆柱形容器的几何示意图

Fig. 1    The geometry of the cylindrical container
 

流体的本构方程为

σr = σθ = σz = −pres , τrθ = µ

(
∂uθ
∂r
− uθ

r

)
, τzθ = µ

∂uθ
∂z

, τzr = 0, （2）

µ pres式中 为动力黏性系数， 为压强.由于该流动的特殊性，不可压流体的连续方程自动满足，流体的控制方程为
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∂(rτθr)
∂r

+
∂(rτθz)
∂z

+τrθ = 0. （3）

z (̇) = ∂()/∂z将 坐标模拟为时间, 并引入记号 ，则相应的 Lagrange函数为

L =
µr
2

(∂uθ
∂r

)2

+ (u̇θ)2+

(uθ
r

)2
−2

uθ
r
∂uθ
∂r

. （4）

引入对偶变量

p =
δL
δ u̇θ
= rµu̇θ = rτzθ. （5）

q = {uθ} p= {p }
由上式可以看出对偶变量是同应力相关的物理量，称其为广义应力.记速度和其对偶变量的矢量形式为

， , 则可引入 Hamilton函数：

H(q, p) = pT q̇−L(q, q̇). （6）

对上式应用变分，有

δ
w w w

Ω
[pT q̇−H(q, p)] drdθdz = 0, （7）

则可得到 Hamilton对偶方程

q̇ =
δH
δ p

, ṗ= −δH
δ q

（8）

和齐次侧边界条件 (1).方程 (8)的具体形式为{ u̇θ
ṗ

}
=

 0
1
µr

−µrD2
r −µDr +

µ

r
0


{uθ

p

}
, （9）

Dr = ∂/∂r Dθ = ∂/∂θ式中微分算子 ， .可以看出，方程 (9)由柱坐标系下流体的本构方程和控制方程组成. 

1.2   共轭辛正交归一关系

w = { q, p}T定义 为全状态向量, 则对偶方程 (9)可以写为

ẇ = Hw, （10）

H式中 为 Hamilton算子阵.分离变量，方程 (10)的解可写成如下形式：

w(θ, z) = ψ(θ)eλz, （11）

λ ψ ψ = {ψuθ , ψp}T式中 和 分别为本征值及其对应的本征解，且 满足方程

Hψ = λψ. （12）

定义辛内积：

⟨ψn, ψm⟩ =
w
Ωr
ψTn Jψmdr, （13）

J =
0 I
−I 0

 I λn −λn λ̄n

H

式中 是单位辛矩阵， 是单位矩阵.可以证明[12]：如果 是本征值，则 和复共轭 也都是本征值，

因此 Hamilton算子阵 的本征解可以被划分成两个集合，即(α) λ(α )
n : Re(λn) < 0, Re(λn) = 0 ∩ Im(λn) > 0,

(β) λ
(β )
n : λ

(β )
n = −λ(α )

n ,
n = 1,2, · · ·. （14）

并且本征解之间存在着共轭辛正交归一关系：
⟨ψ(α)n , ψ(β)

m ⟩ = δnm ,

⟨ψ(β)n , ψ(α)
m ⟩ = −δnm ,

⟨ψ(α)n , ψ(α)
m ⟩ = ⟨ψ

(β)
n , ψ(β)

m ⟩ = 0,

n = 1,2, · · · ; m = 1,2, · · ·. （15）

w由于解空间的完备性[17]，任意空间状态向量 总是可以展开成本征解的线性组合：
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w =
l∑

n=1

cnw0
n+

∞∑
m=1

(amψ
(α)
m eλ

(α)
m z+bmψ

(β)
m eλ

(β)
m z), （16）

w0
n cn am bm l式中 为零本征解， ， 和 为待定系数， 为零本征解的个数. 

1.3   零本征解

λ = 0如果本征解 ，则方程 (12)为
Hψ = 0. （17）

方程 (17)的具体形式为
1
µr
ψp = 0,

− rµ
∂2ψuθ

∂r2 −µ
∂ψuθ

∂r
+
µ

r
ψuθ = 0.

（18）

在边界条件 (1)下求解上式，可得到零本征解：

w0
1 = ψ

(0)
1 =

{
−C

r
a2+Cr, 0

}T

. （19）

r = 0 C = 0

ψ(0)
2 Hψ(0)

2 = ψ
(0)
1

然而，当 时，容器轴线上流体的速度应为有限值，因此上式中的常数 ，即式 (19)是零解.并且由此可

知，不存在一阶约当形式的本征解 满足 .因此问题不存在零本征解.
 

1.4   非零本征解及问题解的形式

λ , 0本征值 时，
Hψ = λψ. （20）

上式展开为
1
µr
ψp = λψuθ ,

−µr
∂2ψuθ

∂r2 −µ
∂ψuθ

∂r
+
µ

r
ψuθ = λψp.

（21）

其对应的非零本征解为

ψm(r) =
{
ψuθ
ψp

}
=

{ C1J1(λmr)
C1µrλmJ1(λmr)

}
. （22）

将上式代入边界条件 (1)，则可得到
C1J1(λma) = 0. （23）

λm由上式可解得 .

λm由于 为实数，且非零本征解总是以辛共轭的形式出现，因此由非零本征解的线性组合表示的非零本征

值解的具体形式为

wn z =

∞∑
m=1

(ameλmzψ(α)
m +bme−λmzψ(β)

m ). （24）
 

1.5   端部条件和展开系数

a µ
√

b/g R Z r

z Uθ θ τ̄zθ A = h/a

ηm = aλm λm

取容器的半径 为特征长度， 为特征动力黏度， 为特征时间，将各物理量无量纲化.以 ， 分别表示 ，

方向的无量纲坐标； 表示 方向的无量纲速度； 表示无量纲切应力.容器的外形比 也是容器的无量

纲高度，无量纲非零本征值为 .为了方便，做如下约定：下文中以 表示无量纲非零本征值.

(Z = 0, Z = A )端部旋转问题的解应满足容器两端 的两个端部速度条件：
q0(R) = q(R)|Z=0, qA(R) = q(R)|Z=A. （25）

将方程 (24)代入边界条件 (25)中得
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q0 =

∞∑
m=1

(amq(α)
m +bmq(β)

m ),

qA =

∞∑
m=1

(amq(α)
m eλ

(α)
m A+bmq(β)

m eλ
(β)
m A),

（26）

q(α)
m q(β)

m ψ(α)
m ψ(β)

m am bm

am bm

式中 ， 分别为 ， 中的速度对应项.为了求解展开系数 ， ，对上式运用式 (15)中的辛正交共轭关

系.可以得到一个由无限多个方程构成的线性方程组，求解此方程组，可得到展开系数 ,   (m=0,1,2,···) , 即∑
m

A(k)
m jam+

∑
m

B(k)
m jbm = Q(k)

j , k = 1,2; j = 1,2, · · · ; m = 1,2, · · ·. （27）

式 (27)中的系数表达式为

A(1)
m j =

w 1

0
p(α)

j · q
(α)
m dr, A(2)

m j =
w 1

0
p(β)

j · q
(α)
m eλ

(α)
m Adr, B(1)

m j =
w 1

0
p(α)

j · q
(β)
n dr,B(2)

m j =
w 1

0
p(β)

j · q
(β)
n eλ

(β)
m Adr,

Q(1)
j =

w 1

0
p(α)

j · q0dr, Q(2)
j =

w 1

0
p(β)

j · qAdr.

N 2N 2N

am bm(m = 1, 2, · · · , N)

e =
(∑M

k=1

∣∣∣Uθ(Rk)|Z=0−Uθ|Z=0
∣∣∣)/M Uθ(Rk) |Z=0 Uθ |Z=0

M = 100 R ∈ [0, 1) N = 50

N = 50.

将展开式 (26)在 项后截断，得到一个由 个方程组成的方程组 (27).求解该方程组，可解出 个展开系

数 ,  ，从而得到问题的近似解.在实际计算中，N 越大，所得近似解的精度越高.定义平均误

差为 ，式中 表示计算得到的速度， 表示给定的边界速度.取

，这表示在 区间上取 100个等分点（R=1点除外是因为该点速度自动为零）.当 时，本文

中所给算例的平均误差均小于 0.02，因此在计算中取 

2    计算结果及分析
 

2.1   单端旋转的无限长容器内的流动

考虑单端旋转的无限长圆柱形容器内的流动，容器左端旋转，则端部条件为

qZ=0(R) = {0,R,0 }T , qZ=∞(R) = {0,0,0 }T. （28）
  

Uθ τ̄zθ图 2    无限长容器内的流动：(a) 速度 等高线；(b) 应力 等高线

Uθ τ̄zθFig. 2    The flow in the semi-infinite cylindrical container: (a) the contours of velocity  ; (b) the contours of stress 

Z = 6

Uθ Uθ = R R

R = 0

0 < R < 1

Z = 1 R ≈ 1/2 Z > 1

a1eλ1zψ(α)
1

图 2给出了距离旋转端 的距离范围内，容器内流体的速度、应力等高线.从图中可以看出，在旋转端

与容器壁面交界处附近区域，流体的速度较大，而在远离旋转端区域，流体的速度迅速减小，这说明了

Stokes流问题中边界的影响不能及远的特点.端部旋转时，虽然端部的速度 （ ）随着 的增加而增大，但

在 处速度为零，且由于圆柱形容器的壁面是静止的，因此在容器内，横截面上流体速度的最大值在

区域中的某一位置.从图 2可以看出，横截面上流体速度最大值的位置随着距离旋转端距离的增大而

逐渐向容器内部移动，在 位置，流体速度的最大值移动到 位置，并且在 区域，一直稳定在此位

置.事实上，由式 (24)可以看出，容器内远离端部边界处，流动是由低阶项决定的，即 的最大值位置位

56 应 用 数 学 和 力 学 2023 年  第 44 卷

 



R ≈ 1/2 τ̄zθ

R ≈ 1/2 Uθ|R=1 = 1

Uθ|R=1 = 1

τ̄zθ

于 处. 应力 的整体分布与速度类似，最大值位于旋转端部与容器壁面交界处，在远离旋转端部区域，

横截面上最大应力位于 附近.这是因为在交界处，旋转端部的速度为 ，静容器的壁面速度为

零，流体的速度由 快速降为零，从而使交界处的速度梯度最大；随着距离交界处的距离增大，流体的

速度梯度越来越小，应力 也随之减小，并且横截面上应力的最大值也稳定在固定位置. 

2.2   两端部同向同速旋转的容器内的流动

ΩZ=0 = ΩZ=A = 1考虑两端部同向旋转的圆柱形容器内的流动，两端部旋转的角速度为 ，则端部条件为

qZ=0(R) = {0,R,0 }T , qZ=A(R) = {0,R,0 }T. （29）

A = 1, 2, 6 A
Uθ Uθ

Uθ

R ≈ 0.5

Z = A/2

分别取容器的外形比（无量纲高度） ，计算流场的速度分布情况.图 3给出了不同外形比 时，流

场速度 的等高线图.从图中可以看出，与一端旋转的无限长圆柱形容器内的流动相似，速度 随着距离端部

距离的增加而迅速减小，当容器外形比 A 增加时，旋转端部对距离端部较远处的流动影响较小，并且在距离端

部单位距离内，速度 均衰减到 2%左右.值得注意的是：虽然流场中的流动是由于两端部同步同速旋转而引

起的，但是，流场内的流动并不是与端部边界的运动相一致的，而是沿着轴向衰减，远离端部处，速度沿着径向

呈类似于抛物线分布；在流场内部，速度均不为零；在半径 的环形面附近位置，流体的速度最大.此外，容

器两端部同向旋转时，容器内流体的速度分布关于 对称分布.
  

Ω = 1 Uθ图 3    两端部以角速度 同向旋转时，不同外形比的容器内流动速度 的等高线：(a) A=1；(b) A=2；(c) A=6
Uθ Ω = 1Fig. 3    The contours of velocity   in cylindrical containers with two ends rotating at the same angular velocity   and

different geometric aspect ratios: (a) A =1; (b) A=2; (c) A=6
  

2.3   两端部反向同速旋转的容器内的流动

−ΩZ=0 = ΩZ=A = 1考虑两端部反向旋转的圆柱形容器内的流动.两端部旋转角速度 ，问题的端部条件为
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qZ=0(R) = {0,−R,0 }T , qZ=A(R) = {0,R,0 }T. （30）

A = 1, 2, 6

A = 1, 2, 6 Uθ

Uθ

R ≈ 0.5

Z = A/2 Uθ = 0

Z = A/2

Z = A/2

与两端部同向同速旋转的容器内的流动问题相同，分别取容器的外形比（无量纲高度） ，计算流

场的速度分布情况.图 4给出了 时，流场中速度 的等高线图.由图 3和图 4可以看出，两端部反向

旋转与同向旋转两种情况下，流场的速度分布既有相似之处，也有明显的不同.相似之处在于速度 随距离边

界距离的增加而迅速减小，并且在远离端部的地方，流体的速度最大值的位置在半径 环形面位置.不同

之处在于：首先，两端部反向旋转问题中，在 截面上，流体速度 ，此截面也是左右两部分流体运动

方向不同的分界面，而在两端部同向运动问题中，不存在这样一个截面.其次，在两端部反向旋转问题中，整个

流场中的流体运动速度是关于 截面反对称分布；而在两端部同向旋转问题中，整个流场速度关于

截面对称分布.

  

Ω = 1 Uθ图 4    两端部以角速度 反向旋转时，不同外形比的容器内流动速度 的等高线： (a) A=1；(b) A=2；(c) A=6
Uθ Ω = 1Fig. 4    The contours of velocity   in cylindrical containers with two ends counter rotating at angular velocity   and

different geometric aspect ratios: (a) A=1; (b) A=2; (c) A=6
  

2.4   端部为应力条件时容器内的流动

考虑一端旋转的无限长圆柱形容器内的流动.容器左端旋转、右端静止.问题的端部条件以应力形式给出：

pZ=0(R) = {0, (−4(R−0.5)2+1)R, 0 }T , qZ=∞(R) = {0,0,0 }T. （31）

图 5给出了端部剪切应力以抛物线形式给出时，流场的速度和应力分布情况.由图中可以看出，端部为应

力条件时，流场的速度和应力的衰减特性、远离端部边界处的速度和应力分布特性与端部为速度条件时非常

相似.事实上，对于容器中的低 Reynolds数流而言，无论端部为速度条件还是应力条件，它们均是为流体的运
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动提供动力，而 Stokes流本身的特性决定了流场速度和应力的分布特性.
  

A = 6 Uθ τ̄zθ图 5    端部应力条件时，外形比为 的容器内的流动：(a) 速度 等高线；(b) 应力 等高线

A = 6 Uθ τ̄zθFig. 5    With stress condition at the end, the flow in the cylindrical container for  : (a) the contours of velocity ; (b) the contours of stress 
  

3    结　　论

z本文通过将 坐标模拟为时间，建立 Hamilton对偶方程.利用本征解空间的完备性和本征解之间的共轭辛

正交关系，给出了问题解的展开形式、并求得问题的解.对不同端部旋转条件下的圆柱形容器内流体的流动情

况的研究结果显示：

A1） 边界对容器内流体速度和应力的影响随着距离边界距离的增加而减弱.容器的外形比 越大，旋转端部

对容器内部流体的影响就越小，反之则越大.

Z = A/2

Z = A/2 Z = A/2

2） 容器两端部同向旋转时，容器内流体的速度分布关于 对称分布，且容器内流体的速度均不为

零；而容器两端部反向旋转时，流场的速度关于 反对称分布，且在横截面 上，流体的流动速度

为零.

R ≈ 0.5

3） 容器端部旋转时，流场内部的流动并不是与端部边界的运动同步，流体最大速度在径向的位置随着距

离端部距离的增加而逐渐向流场内部移动，远离端部边界处，流动速度的最大值位于半径 处.

4） 当端部条件以应力形式给出时，流场的速度和应力分布与端部为速度条件时相似.
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