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摘要：　 反应扩散模型的行波解的稳定性是一个很重要的研究课题．该文主要研究了一类具有时滞的离散 Ｌｏｔｋａ⁃
Ｖｏｌｔｅｒｒａ 合作系统波前解的全局非线性稳定性．具体来讲，当初值在无穷远处指数衰减到有较大波速的波前解而在

其他位置可以任意大时，运用 Ｌ２ ⁃ 加权能量方法、比较原理和挤压技术可以得到该系统的此类波前解是指数渐近稳

定的，并解决了离散扩散算子及时滞共同作用下建立能量估计的问题．总之，将加权能量方法推广到带有时滞的离

散系统中，丰富了相关的研究内容．
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０　 引　 　 言

由专著［１］可知在实际应用中，许多物理学、化学、生物学、传染病学等问题都可以归结为反应扩散方程．
所以，研究反应扩散方程的相关内容对生产实践和科学理论具有重要的意义．近年来，关于具有时滞的反应

扩散系统的研究是一个重要的课题．因此，本文主要研究如下具有时滞的离散 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 合作系统：

　 　
ｕｔ（ｘ，ｔ） ＝ ｄ１Ｄ［ｕ（ｘ，ｔ）］ ＋ ｒ１ｕ（ｘ，ｔ）［１ － ａ１ｕ（ｘ，ｔ） ＋ ｂ１ｖ（ｘ，ｔ － τ）］，
ｖｔ（ｘ，ｔ） ＝ ｄ２Ｄ［ｖ（ｘ，ｔ）］ ＋ ｒ２ｖ（ｘ，ｔ）［１ ＋ ｂ２ｕ（ｘ，ｔ － τ） － ａ２ｖ（ｘ，ｔ）］，

{ （１）

其中 ｘ ∈ ＲＲ ，ｔ ∈ ＲＲ ＋，Ｄ［ｗ（ｘ，ｔ）］ ＝ ｗ（ｘ ＋ １，ｔ） ＋ ｗ（ｘ － １，ｔ） － ２ｗ（ｘ，ｔ），ｗ ＝ ｕ，ｖ，所有系数都是正的且时滞

τ ＞ ０．这里 ｕ（ｘ，ｔ） 和 ｖ（ｘ，ｔ） 分别代表 ｘ 位置和 ｔ 时刻的人口密度．其初值条件为

　 　
ｕ（ｘ，ｓ） ＝ ｕ０（ｘ，ｓ），　 　 （ｘ，ｓ） ∈ ＲＲ × ［ － τ，０］，
ｖ（ｘ，ｓ） ＝ ｖ０（ｘ，ｓ），　 　 （ｘ，ｓ） ∈ ＲＲ × ［ － τ，０］ ．{ （２）

事实上，系统（１）可以认为是如下系统的空间离散化形式：

　 　
ｕｔ（ｘ，ｔ） ＝ ｄ１ｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｒ１ｕ（ｘ，ｔ）［１ － ａ１ｕ（ｘ，ｔ） ＋ ｂ１ｖ（ｘ，ｔ － τ）］，
ｖｔ（ｘ，ｔ） ＝ ｄ２ｖｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｒ２ｖ（ｘ，ｔ）［１ ＋ ｂ２ｕ（ｘ，ｔ － τ） － ａ２ｖ（ｘ，ｔ）］ ．{ （３）

显然，系统（１）有 ４ 个可能的平衡点
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易知，当 ａ１ａ２ － ｂ１ｂ２ ＞ ０ 时，ｋｉ ＞ ０（ ｉ ＝ １，２）， 在系统（３）对应的无扩散系统中，平衡点（０，０）是不稳定的，而
平衡点 （ｋ１，ｋ２） 是稳定的．

在离散方程和系统的研究中，行波解的相关研究也是热点问题之一．对于系统（１） 的连接（０，０）与 （ｋ１，
ｋ２） 的行波解指的是具有如下形式：

　 　 （ｕ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ）） ＝ （ϕ（ξ），ψ（ξ））， ξ ｘ ＋ ｃｔ，
且满足

　 　
ｃϕ′（ξ） ＝ ｄ１Ｄ［ϕ（ξ）］ ＋ ｒ１ϕ（ξ）［１ － ａ１ϕ（ξ） ＋ ｂ１ψ（ξ － ｃτ）］，
ｃψ′（ξ） ＝ ｄ２Ｄ［ψ（ξ）］ ＋ ｒ２ψ（ξ）［１ ＋ ｂ２ϕ（ξ － ｃτ） － ａ２ψ（ξ）］，
（ϕ，ψ）（ － ∞） ＝ （０，０）， （ϕ，ψ）（ ＋ ∞） ＝ （ｋ１，ｋ２）

ì
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ïï

的解，其中 Ｄ［φ（ξ）］ φ（ξ ＋ １） ＋ φ（ξ － １） － ２φ（ξ），φ ＝ ϕ，ψ ．另外，如果 ϕ 和 ψ 是单调的，称（ϕ（ξ），
ψ（ξ）） 为一个波前解．

关于不同类型的扩散系统的行波解存在性研究已有了大量的结论，可参考文献［２⁃８］．在关于行波解的

研究中，除存在性外，行波解稳定性也是一个比较有趣和困难的问题．关于这方面的研究可参考文献［９⁃１５］．
对于带有时滞的反应扩散方程，Ｓｃｈａａｆ 首先通过谱分析方法研究了该类方程的行波解的线性稳定性［１６］ ．Ｍｅｉ
等［１７］则利用加权 Ｌ２ 能量估计的方法证明了具有时滞的 Ｎｉｃｈｏｌｓｏｎ 方程波前解的非线性稳定性．接着，Ｍｅｉ 等
在文献［１８⁃２０］中应用加权能量法和比较原理，研究了一般的带有时滞的单稳反应扩散方程行波解的全局稳

定性．之后，Ｙｕ 等［２１］和 Ｚｈａｎｇ 等［２２］将加权能量法证明波前解稳定性的方法推广到不同的非局部扩散系统．
此外，对于离散扩散方程的行波解的稳定性的研究可以参考文献［２３⁃２６］．对于离散扩散系统，最近，Ｃｈｅｎ
等［２７］及 Ｓｕ 等［２８］分别运用加权能量结合比较原则证明了一个三种群离散扩散竞争系统的单稳波前解的非

线性稳定性．而在文献［２９］中，Ｈｓｕ 等运用不同的比较定理，研究了一些离散反应扩散系统行波解的稳定性，
这些结论可以广泛应用到诸如多种群 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 合作模型、流行病模型、三种群 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 竞争模型
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等．但是，目前关于系统（１）的波前解稳定性并没有任何的结论，因此，受文献［１７⁃２０］的启发，本文将通过加

权能量的方法研究该系统波前解的全局稳定性．
本文的主要内容安排如下： 第 １ 节给出了一些预备知识和符号，并给出了波前解稳定性的主要结果；第

２ 节给出了稳定性的证明；最后给出了本文的结论．

１　 预备知识和主要结果

在本节中，我们将引入一些记号以方便叙述并给出主要结论．首先，在本文中， Ｃ ＞ ０ 代表一个一般的常

数，Ｃ ｉ ＞ ０代表具体的常数，Ｉ是一个区间，通常 Ｉ ＝ ＲＲ ．其次，Ｌ２（ Ｉ） 表示 Ｉ上的平方可积函数构成的空间，若函

数 ｆ（ｘ） 且其导数ｄｉ ｆ ／ ｄｘｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｋ） 都属于 Ｌ２（ Ｉ）， 则这些函数构成 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间 Ｈｋ（ Ｉ）（ｋ≥０） ．进一步，
Ｌ２
ω（ Ｉ） 表示加权的 Ｌ２ 空间（ω（ｘ） ＞ ０）， 其范数为

　 　 ‖ｆ‖Ｌ２ω
＝ (∫

Ｉ
ω（ｘ） ｜ ｆ（ｘ） ｜ ２ｄｘ )

１ ／ ２
，

而 Ｈｋ
ω（ Ｉ） 为加权 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间，其范数为

　 　 ‖ｆ‖Ｈｋω（ Ｉ）
＝ ∑

ｋ

ｉ ＝ ０
∫
Ｉ
ω（ｘ）

ｄｉ

ｄｘｉ ｆ（ｘ）
２

ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

．

令 Ｔ 为一个正常数，Ｂ 是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间．Ｃ（［０，Ｔ］；Ｂ） 表示由［０，Ｔ］ 上的 Ｂ⁃ 值连续函数构成的空间．
Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｂ） 表示由［０，Ｔ］ 上的 Ｂ⁃ 值 Ｌ２⁃ 函数构成的空间．［０，∞ ） 上的空间可以类似地给出．

接下来，对于 λ ＞ ０，ｃ ＞ ０， 定义

　 　 Δ ｉ（ｃ，λ） ＝ ｄｉ（ｅλ ＋ ｅ －λ － ２） － ｃλ ＋ ｒｉ，　 　 ｉ ＝ １，２．
引理 １［３０］ 　 存在唯一常数 ｃ∗ ＞ ０ 使得

１） 对于任意 ｃ ＞ ｃ∗，Δ１（ｃ，λ） ＝ ０ 有两个实根 ０ ＜ λ １（ｃ） ＜ λ ２（ｃ），且当 λ ∈ （λ １（ｃ），λ ２（ｃ）） 时，Δ１（ｃ，
λ） ＜ ０，当 λ ∈ ＲＲ ＋ ＼［λ １（ｃ），λ ２（ｃ）］ 时，Δ１（ｃ，λ） ＞ ０；

２） 对于任意 ｃ ＞ ｃ∗，Δ２（ｃ，λ） ＝ ０ 有两个实根 ０ ＜ λ ３（ｃ） ＜ λ ４（ｃ），且当 λ ∈ （λ ３（ｃ），λ ４（ｃ）） 时，Δ２（ｃ，
λ） ＜ ０，当 λ ∈ ＲＲ ＋ ＼［λ ３（ｃ），λ ４（ｃ）］ 时，Δ２（ｃ，λ） ＞ ０；

３） 对于任意 ０ ≤ ｃ ＜ ｃ∗ 及所有 λ ＞ ０，Δ ｉ（ｃ，λ） ＞ ０，ｉ ＝ １，２．
另外，当 ａ１ａ２ － ｂ１ｂ２ ＞ ０， ｄ１ ≤ ｄ２， ｒ１ ≤ ｒ２ 时， 对于 ｃ ＞ ｃ∗， 系统（１） 存在连接（０，０） 和（ｋ１，ｋ２） 的波

前解．对于 ０ ＜ ｃ ＜ ｃ∗，连接（０，０） 和（ｋ１，ｋ２） 的波前解不存在．
在文献［３０］的基础之上，本文将进一步研究系统（１）波前解的稳定性．首先给出如下假设：
（Ａ１） ａ１ａ２ － ｂ１ｂ２ ＞ ０， ｄ１ ≤ ｄ２， ｒ１ ≤ ｒ２， ２ｒ１ － ｄ１ ＞ ０， ２ｒ２ － ｄ２ ＞ ０；
（Ａ２） ４ａ１ｒ１ｋ１ ＞ ２ｒ１（１ ＋ ２ｂ１ｋ２） ＋ ｂ１ｒ１ｋ１ ＋ ｂ２ｒ２ｋ２ ＋ ｄ１，

４ａ２ｒ２ｋ２ ＞ ２ｒ２（１ ＋ ２ｂ２ｋ１） ＋ ｂ１ｒ１ｋ１ ＋ ｂ２ｒ２ｋ２ ＋ ｄ２ ．

注 １　 令 ａ１ ＝ ２， ａ２ ＝ ２．５， ｂ１ ＝ １， ｂ２ ＝ １， ｒ１ ＝ １．５， ｒ２ ＝ ２， ｄ１ ＝ ０．１， ｄ２ ＝ ０．２， 通过计算可知假设（Ａ２）是成立的．

为了给出加权能量函数及适当的估计，在此我们定义如下两个关于 β 的函数：
　 　 ｆ１（β） ＝ ４ａ１ｒ１ｋ１ － ２ｒ１（１ ＋ ２ｂ１ｋ２） － ｂ１ｒ１ｋ１ － ｂ２ｒ２ｋ２ － ｄ１（ｅβ ＋ ｅ －β － １），
　 　 ｆ２（β） ＝ ４ａ２ｒ２ｋ２ － ２ｒ２（１ ＋ ２ｂ２ｋ１） － ｂ１ｒ１ｋ１ － ｂ２ｒ２ｋ２ － ｄ２（ｅβ ＋ ｅ －β － １） ．

由假设（Ａ２），易得

　 　 ｆ１（０） ＝ ４ａ１ｒ１ｋ１ － ２ｒ１（１ ＋ ２ｂ１ｋ２） － ｂ１ｒ１ｋ１ － ｂ２ｒ２ｋ２ － ｄ１ ＞ ０，
　 　 ｆ２（０） ＝ ４ａ２ｒ２ｋ２ － ２ｒ２（１ ＋ ２ｂ２ｋ１） － ｂ１ｒ１ｋ１ － ｂ２ｒ２ｋ２ － ｄ２ ＞ ０．

再由 ｆｉ（β）（ ｉ ＝ １，２） 的连续性，知存在 β ０ ＞ ０，使得 ｆ１（β ０） ＞ ０和 ｆ２（β ０） ＞ ０．之后再定义另外两个关于 ξ 的

函数：
　 　 ｇ１（ξ） ＝ － ２ｒ１（１ ＋ ２ｂ１ｋ２） － ｂ１ｒ１ｋ１ － ｂ２ｒ２ｋ２ ＋ ４ａ１ｒ１ϕ（ξ） － ｄ１（ｅβ０ ＋ ｅ －β０ － １），
　 　 ｇ２（ξ） ＝ － ２ｒ２（１ ＋ ２ｂ２ｋ１） － ｂ１ｒ１ｋ１ － ｂ２ｒ２ｋ２ ＋ ４ａ２ｒ２ψ（ξ） － ｄ２（ｅβ０ ＋ ｅ －β０ － １），
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其中 （ϕ（ξ），ψ（ξ）） 是系统（１）的波前解．易得

　 　 ｌｉｍ
ξ→＋∞

ｇ１（ξ） ＝ ｆ１（β ０） ＞ ０， ｌｉｍ
ξ→＋∞

ｇ２（ξ） ＝ ｆ２（β ０） ＞ ０．
于是存在足够大的 ξ ０ ＞ ０， 使得

　 　 ｇｉ（ξ ０） ＞ ０，　 　 ｉ ＝ １，２． （４）
由上文，我们进一步定义如下的关于 β ０ 和 ξ ０ 的加权函数：

　 　 ω（ξ） ＝
ｅ －β０（ξ －ξ０），　 　 ξ ≤ ξ ０，
１， ξ ＞ ξ ０ ．

{
最后，我们给出本文的主要结论，即系统（１）的波前解的指数稳定性．

定理 １　 假设（Ａ１）和（Ａ２）成立．令
　 　 ｃ ＝ ｍａｘ { ｃ∗， β －１

０ ｃ１， β －１
０ ｃ２ } ，

其中

　 　 ｃ１ ＝ ２ｒ１（１ ＋ ２ｂ１ｋ２） ＋ ｂ１ｒ１ｋ１ ＋ ｂ２ｒ２ｋ２ ＋ ｄ１（ｅβ０ ＋ ｅ －β０ － １），
　 　 ｃ２ ＝ ２ｒ２（１ ＋ ２ｂ２ｋ１） ＋ ｂ１ｒ１ｋ１ ＋ ｂ２ｒ２ｋ２ ＋ ｄ２（ｅβ０ ＋ ｅ －β０ － １） ．

当 ｃ ＞ ｃ 时，对于系统（１）给定的波前解 （ϕ（ｘ ＋ ｃｔ），ψ（ｘ ＋ ｃｔ））， 如果初始值及其扰动满足

　 　 ０ ≤ ｕ０（ｘ，ｓ） ≤ ｋ１， ０ ≤ ｖ０（ｘ，ｓ） ≤ ｋ２，　 　 （ｘ，ｓ） ∈ ＲＲ × ［ － τ，０］，
ｕ０（ｘ，ｓ） － ϕ（ｘ ＋ ｃｓ） ∈ Ｃ（［ － τ，０］； Ｈ１

ω（ＲＲ ）） 和 ｖ０（ｘ，ｓ） － ψ（ｘ ＋ ｃｓ） ∈ Ｃ（［ － τ，０］； Ｈ１
ω（ＲＲ ））， 那么 Ｃａｕｃｈｙ

问题（１）、（２）的解满足

　 　 ０ ≤ ｕ（ｘ，ｔ） ≤ ｋ１， ０ ≤ ｖ（ｘ，ｔ） ≤ ｋ２，　 　 （ｘ，ｔ） ∈ ＲＲ × ＲＲ ＋，
　 　 ｕ（ｘ，ｔ） － ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ∈ Ｃ（［０， ＋ ∞）； Ｈ１

ω（ＲＲ ））， ｖ（ｘ，ｔ） － ψ（ｘ ＋ ｃｔ） ∈ Ｃ（［０， ＋ ∞）； Ｈ１
ω（ＲＲ ）） ．

另外，解 （ｕ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ）） 指数收敛到（ϕ（ｘ ＋ ｃｔ），ψ（ｘ ＋ ｃｔ））， 即

　 　 ｓｕｐ
ｘ∈ＲＲ

ｕ（ｘ，ｔ） － ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ≤ Ｃｅ －μｔ，　 　 ｔ ≥ ０，

　 　 ｓｕｐ
ｘ∈ＲＲ

ｖ（ｘ，ｔ） － ψ（ｘ ＋ ｃｔ） ≤ Ｃｅ －μｔ，　 　 ｔ ≥ ０，

其中常数 μ ＞ ０．

２　 稳定性的证明

本节将通过加权能量的方法证明本文的主要结论．首先，类似文献［２２，２７］中的证明，我们可以给出系统

（１）的存在性定理和比较原理．
引理 ２　 假设 ａ１ａ２ － ｂ１ｂ２ ＞ ０， ２ｒ１ － ｄ１ ＞ ０， ２ｒ２ － ｄ２ ＞ ０ 成立，若初始条件满足
　 　 （０，０） ≤ （ｕ０（ｘ，ｓ），ｖ０（ｘ，ｓ）） ≤ （ｋ１，ｋ２），　 　 （ｘ，ｓ） ∈ ＲＲ × ［ － τ，０］，

那么 Ｃａｕｃｈｙ 问题（１）、（２）的解存在唯一且满足

　 　 （０，０） ≤ （ｕ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ）） ≤ （ｋ１，ｋ２），　 　 （ｘ，ｔ） ∈ ＲＲ × ＲＲ ＋ ．
令 （ｕ－（ｘ，ｔ），ｖ－（ｘ，ｔ）） 和（ｕ－（ｘ，ｔ），ｖ－（ｘ，ｔ）） 分别是系统（１）带有初值 （ｕ－ ０（ｘ，ｓ），ｖ－ ０（ｘ，ｓ）） 和（ｕ－ ０（ｘ，ｓ），ｖ

－
０（ｘ，

ｓ）） 的解．如果

　 　 （０，０） ≤ （ｕ－ ０（ｘ，ｓ），ｖ－ ０（ｘ，ｓ）） ≤ （ｕ－ ０（ｘ，ｓ），ｖ
－
０（ｘ，ｓ）） ≤ （ｋ１，ｋ２），　 　 （ｘ，ｓ） ∈ ＲＲ × ［ － τ，０］，

那么

　 　 （０，０） ≤ （ｕ－（ｘ，ｔ），ｖ－（ｘ，ｔ）） ≤ （ｕ－（ｘ，ｔ），ｖ－（ｘ，ｔ）） ≤ （ｋ１，ｋ２），　 　 （ｘ，ｔ） ∈ ＲＲ × ＲＲ ＋ ．
若 （ｕ０（ｘ，ｓ），ｖ０（ｘ，ｓ）） 满足
　 　 （０，０） ≤ （ｕ０（ｘ，ｓ），ｖ０（ｘ，ｓ）） ≤ （ｋ１，ｋ２），　 　 （ｘ，ｓ） ∈ ＲＲ × ［ － τ，０］，

令

　 　

ｕ ＋
０（ｘ，ｓ） ＝ ｍａｘ { ｕ０（ｘ，ｓ），ϕ（ｘ ＋ ｃｓ） } ，

ｕ －
０（ｘ，ｓ） ＝ ｍｉｎ { ｕ０（ｘ，ｓ），ϕ（ｘ ＋ ｃｓ） } ，

ｖ ＋
０（ｘ，ｓ） ＝ ｍａｘ { ｖ０（ｘ，ｓ），ψ（ｘ ＋ ｃｓ） } ，

ｖ －
０（ｘ，ｓ） ＝ ｍｉｎ { ｖ０（ｘ，ｓ），ψ（ｘ ＋ ｃｓ） } ，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

　 　 （ｘ，ｓ） ∈ ＲＲ × ［ － τ，０］， （５）
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那么

　 　

０ ≤ ｕ －
０（ｘ，ｓ） ≤ ｕ０（ｘ，ｓ） ≤ ｕ ＋

０（ｘ，ｓ） ≤ ｋ１，

０ ≤ ｕ －
０（ｘ，ｓ） ≤ ϕ（ｘ ＋ ｃｓ） ≤ ｕ ＋

０（ｘ，ｓ） ≤ ｋ１，

０ ≤ ｖ －
０（ｘ，ｓ） ≤ ｖ０（ｘ，ｓ） ≤ ｖ ＋

０（ｘ，ｓ） ≤ ｋ２，

０ ≤ ｖ －
０（ｘ，ｓ） ≤ ψ（ｘ ＋ ｃｓ） ≤ ｖ ＋

０（ｘ，ｓ） ≤ ｋ２，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

　 　 （ｘ，ｓ） ∈ ＲＲ × ［ － τ，０］ ． （６）

设 （ｕ － （ｘ，ｔ），ｖ － （ｘ，ｔ）） 和（ｕ ＋ （ｘ，ｔ），ｖ ＋ （ｘ，ｔ）） 分别是系统（１）的初值为 （ｕ －
０（ｘ，ｓ），ｖ

－
０（ｘ，ｓ）） 和（ｕ ＋

０（ｘ，ｓ），
ｖ ＋
０（ｘ，ｓ）） 相对应的解，由引理 ２ 可得

　 　

０ ≤ ｕ － （ｘ，ｔ） ≤ ｕ（ｘ，ｔ） ≤ ｕ ＋ （ｘ，ｔ） ≤ ｋ１，

０ ≤ ｕ － （ｘ，ｔ） ≤ ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ≤ ｕ ＋ （ｘ，ｔ） ≤ ｋ１，

０ ≤ ｖ － （ｘ，ｔ） ≤ ｖ（ｘ，ｔ） ≤ ｖ ＋ （ｘ，ｔ） ≤ ｋ２，

０ ≤ ｖ － （ｘ，ｔ） ≤ ψ（ｘ ＋ ｃｔ） ≤ ｖ ＋ （ｘ，ｔ） ≤ ｋ２，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

　 　 （ｘ，ｔ） ∈ ＲＲ × ＲＲ ＋ ． （７）

接下来将分三步来证明主要的结果．
首先，证明 ｕ ＋ （ｘ，ｔ） 收敛到 ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ．令
　 　 Ｕ（ξ，ｔ） ＝ ｕ ＋ （ｘ，ｔ） － ϕ（ｘ ＋ ｃｔ）， Ｕ０（ξ，ｓ） ＝ ｕ ＋

０（ｘ，ｓ） － ϕ（ｘ ＋ ｃｓ），
　 　 Ｖ（ξ，ｔ） ＝ ｖ ＋ （ｘ，ｔ） － ψ（ｘ ＋ ｃｔ）， Ｖ０（ξ，ｓ） ＝ ｖ ＋

０（ｘ，ｓ） － ψ（ｘ ＋ ｃｓ），
其中 ξ ＝ ｘ ＋ ｃｔ ．由式（５）和（６），有

　 　 （０，０） ≤ （Ｕ（ξ，ｔ），Ｖ（ξ，ｔ）） ≤ （ｋ１，ｋ２）， （０，０） ≤ （Ｕ０（ξ，ｓ），Ｖ０（ξ，ｓ）） ≤ （ｋ１，ｋ２） ．
通过计算易得 Ｕ（ξ，ｔ），Ｖ（ξ，ｔ） 满足

　 　

Ｕｔ ＋ ｃＵξ ＝ ｄ１Ｄ［Ｕ（ξ，ｔ）］ － ｒ１Ｕ［２ａ１ϕ － １ － ｂ１ψ（ξ － ｃτ） － ｂ１Ｖ（ξ － ｃτ，ｔ － τ）］ －

　 　 ａ１ｒ１Ｕ２ ＋ ｂ１ｒ１ϕＶ（ξ － ｃτ，ｔ － τ），
Ｖｔ ＋ ｃＶξ ＝ ｄ２Ｄ［Ｖ（ξ，ｔ）］ － ｒ２Ｖ［２ａ２ψ － １ － ｂ２ϕ（ξ － ｃτ） － ｂ２Ｕ（ξ － ｃτ，ｔ － τ）］ －

　 　 ａ２ｒ２Ｖ２ ＋ ｂ２ｒ２ψＵ（ξ － ｃτ，ｔ － τ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（８）

式（８）的方程两端分别乘以 ｅ２μｔω（ξ）Ｕ（ξ，ｔ） 和 ｅ２μｔω（ξ）Ｖ（ξ，ｔ），其中 μ ＞ ０ 待定，可得

　 　 １
２

ｅ２μｔωＵ２æ

è
ç

ö

ø
÷

ｔ
＋ ｃ

２
ｅ２μｔωＵ２æ

è
ç

ö

ø
÷

ξ
－ ｅ２μｔωＵｄ１［Ｕ（ξ ＋ １，ｔ） ＋ Ｕ（ξ － １，ｔ）］ ＋

　 　 　 　 ｅ２μｔωＵ２ ２ｄ１ － μ － ｃ
２

ω′
ω

＋ ｒ１［２ａ１ϕ － １ － ｂ１ψ（ξ － ｃτ） － ｂ１Ｖ（ξ － ｃτ，ｔ － τ）］{ } ＝

　 　 　 　 － ａ１ｒ１ｅ２μｔωＵ３ ＋ ｂ１ｒ１ϕｅ２μｔωＵＶ（ξ － ｃτ，ｔ － τ）， （９）

　 　 １
２

ｅ２μｔωＶ２æ

è
ç

ö

ø
÷

ｔ
＋ ｃ

２
ｅ２μｔωＶ２æ

è
ç

ö

ø
÷

ξ
－ ｅ２μｔωＶｄ２［Ｖ（ξ ＋ １，ｔ） ＋ Ｖ（ξ － １，ｔ）］ ＋

　 　 　 　 ｅ２μｔωＶ２ ２ｄ２ － μ － ｃ
２

ω′
ω

＋ ｒ２［２ａ２ψ － １ － ｂ２ϕ（ξ － ｃτ） － ｂ２Ｕ（ξ － ｃτ，ｔ － τ）］{ } ＝

　 　 　 　 － ａ２ｒ２ｅ２μｔωＶ３ ＋ ｂ２ｒ２ψ ｅ２μｔωＶＵ（ξ － ｃτ，ｔ － τ） ． （１０）
注意到 Ｕ ∈ Ｈ１

ω 和 Ｖ ∈ Ｈ１
ω， 那么由文献［２７］可得

　 　 { ｅ２μｔω（ξ）Ｕ２（ξ，ｔ） } ｜ ∞
ξ ＝ －∞ ＝ ０， { ｅ２μｔω（ξ）Ｖ２（ξ，ｔ） } ｜ ∞

ξ ＝ －∞ ＝ ０．
因此，对式（９）和式（１０）分别关于 ξ 和 ｔ 在ＲＲ × ［０，ｔ］ 上积分可得

　 　 ｅ２μｔ‖Ｕ（ ｔ）‖２
Ｌ２ω

－ ２ｄ１∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓωＵ（ξ，ｓ）［Ｕ（ξ ＋ １，ｓ） ＋ Ｕ（ξ － １，ｓ）］ｄξｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓωＵ２ ４ｄ１ － ２μ － ｃ ω′

ω
＋ ２ｒ１［２ａ１ϕ － １ － ｂ１ψ（ξ － ｃτ） － ｂ１Ｖ（ξ － ｃτ，ｓ － τ）］{ } ｄξｄｓ ≤

　 　 　 　 ‖Ｕ０（０）‖２
Ｌ２ω

＋ ２ｂ１ｒ１∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ϕｅ２μｓωＵＶ（ξ － ｃτ，ｓ － τ）ｄξｄｓ， （１１）
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　 　 ｅ２μｔ‖Ｖ（ ｔ）‖２
Ｌ２ω

－ ２ｄ２∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓωＶ（ξ，ｓ）［Ｖ（ξ ＋ １，ｓ） ＋ Ｖ（ξ － １，ｓ）］ｄξｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓωＶ２ ４ｄ２ － ２μ － ｃ ω′

ω
＋ ２ｒ２［２ａ２ψ － １ － ｂ２ϕ（ξ － ｃτ） － ｂ２Ｕ（ξ － ｃτ，ｓ － τ）］{ } ｄξｄｓ ≤

　 　 　 　 ‖Ｖ０（０）‖２
Ｌ２ω

＋ ２ｂ２ｒ２∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ψ ｅ２μｓωＶＵ（ξ － ｃτ，ｓ － τ）ｄξｄｓ ． （１２）

由 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式可得

　 　 ２∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓωＷ（ξ，ｓ）Ｗ（ξ ± １，ｓ）ｄξｄｓ ≤

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓω［Ｗ２（ξ，ｓ） ＋ Ｗ２（ξ ± １，ｓ）］ｄξｄｓ ＝

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓωＷ２（ξ，ｓ）ｄξｄｓ ＋ ∫ｔ

０
∫
ＲＲ

ω（ξ ∓ １）
ω（ξ）

ｅ２μｓωＷ２（ξ，ｓ）ｄξｄｓ， （１３）

其中 Ｗ ＝ Ｕ，Ｖ ．类似地，对于式（１１）和式（１２）右端的第二项，有

　 　 ２ｂ１ｒ１∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓωϕＵＶ（ξ － ｃτ，ｓ － τ）ｄξｄｓ ≤

　 　 　 　 ｂ１ｒ１∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓωϕＵ２（ξ，ｓ）ｄξｄｓ ＋ ｂ１ｒ１ｅ２μτ∫ｔ

０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓω（ξ ＋ ｃτ）ϕ（ξ ＋ ｃτ）Ｖ２（ξ，ｓ）ｄξｄｓ ＋

　 　 　 　 ｂ１ｒ１ｅ２μτ∫０
－τ
∫
ＲＲ
ｅ２μｓω（ξ ＋ ｃτ）ϕ（ξ ＋ ｃτ）Ｖ０

２（ξ，ｓ）ｄξｄｓ， （１４）

　 　 ２ｂ２ｒ２∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓωψＶＵ（ξ － ｃτ，ｓ － τ）ｄξｄｓ ≤

　 　 　 　 ｂ２ｒ２∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓωψＶ２（ξ，ｓ）ｄξｄｓ ＋ ｂ２ｒ２ｅ２μτ∫ｔ

０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓω（ξ ＋ ｃτ）ψ（ξ ＋ ｃτ）Ｕ２（ξ，ｓ）ｄξｄｓ ＋

　 　 　 　 ｂ２ｒ２ｅ２μτ∫０
－τ
∫
ＲＲ
ｅ２μｓω（ξ ＋ ｃτ）ψ（ξ ＋ ｃτ）Ｕ２

０（ξ，ｓ）ｄξｄｓ ． （１５）

将式（１３）—（１５）代入到式（１１）和（１２）中，由于对于 ξ ∈ ＲＲ 有 ω（ξ ＋ ｃτ） ／ ω（ξ） ≤ １， 因此

　 　 ｅ２μｔ‖Ｕ（ ｔ）‖２
Ｌ２ω

＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓωＵ２ ４ｄ１ － ２μ － ｃ ω′

ω
－ ｂ１ｒ１ϕ － ｄ１ ２ ＋ ω（ξ － １）

ω（ξ）
＋ ω（ξ ＋ １）

ω（ξ）
é

ë
êê

ù

û
úú{ } ｄξｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
ＲＲ
２ｅ２μｓωＵ２ｒ１［２ａ１ϕ － １ － ｂ１ψ（ξ － ｃτ） － ｂ１Ｖ（ξ － ｃτ，ｓ － τ）］ｄξｄｓ ≤

　 　 　 　 ‖Ｕ０（０）‖２
Ｌ２ω

＋ ｂ１ｒ１ｋ１ｅ２μτ∫０
－τ
‖Ｖ０（ ｓ）‖２

Ｌ２ωｄｓ ＋

　 　 　 　 ｂ１ｒ１ｅ２μτ∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓω（ξ ＋ ｃτ）ϕ（ξ ＋ ｃτ）Ｖ２（ξ，ｓ）ｄξｄｓ， （１６）

　 　 ｅ２μｔ‖Ｖ（ ｔ）‖２
Ｌ２ω

＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓωＶ２ ４ｄ２ － ２μ － ｃ ω′

ω
－ ｂ２ｒ２ψ － ｄ２ ２ ＋ ω（ξ － １）

ω（ξ）
＋ ω（ξ ＋ １）

ω（ξ）
é

ë
êê

ù

û
úú{ } ｄξｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
ＲＲ
２ｅ２μｓωＶ２ｒ２［２ａ２ψ － １ － ｂ２ϕ（ξ － ｃτ） － ｂ２Ｕ（ξ － ｃτ，ｓ － τ）］ｄξｄｓ ≤

　 　 　 　 ‖Ｖ０（０）‖２
Ｌ２ω

＋ ｂ２ｒ２ｋ２ｅ２μτ∫０
－τ
‖Ｕ０（ ｓ）‖２

Ｌ２ωｄｓ ＋

　 　 　 　 ｂ２ｒ２ｅ２μτ∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓω（ξ ＋ ｃτ）ψ（ξ ＋ ｃτ）Ｕ２（ξ，ｓ）ｄξｄｓ ． （１７）

结合式（１６）与式（１７），可得

　 　 ｅ２μｔ（‖Ｕ（ ｔ）‖２
Ｌ２ω

＋ ‖Ｖ（ ｔ）‖２
Ｌ２ω） ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
ＲＲ
ｅ２μｓω（ξ）（Ｂ１

μ，ω（ξ，ｓ）Ｕ２（ξ，ｓ） ＋ Ｂ２
μ，ω（ξ，ｓ）Ｖ２（ξ，ｓ））ｄξｄｓ ≤
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　 　 　 　 Ｃ０ (‖Ｕ０（０）‖２
Ｌ２ω

＋ ‖Ｖ０（０）‖２
Ｌ２ω

＋ ∫０
－τ
‖Ｕ０（ ｓ）‖２

Ｌ２ωｄｓ ＋ ∫
０

－τ
‖Ｖ０（ ｓ）‖２

Ｌ２ωｄｓ )， （１８）

其中

　 　 Ｂ１
μ，ω（ξ，ｔ） ＝ Ａ１

ω（ξ，ｔ） － ２μ － ｂ２ｒ２（ｅ２μτ － １）ψ（ξ ＋ ｃτ） ω（ξ ＋ ｃτ）
ω（ξ）

，

　 　 Ｂ２
μ，ω（ξ，ｔ） ＝ Ａ２

ω（ξ，ｔ） － ２μ － ｂ１ｒ１（ｅ２μτ － １）ϕ（ξ ＋ ｃτ） ω（ξ ＋ ｃτ）
ω（ξ）

，

　 　 Ａ１
ω（ξ，ｔ） ＝ ４ｄ１ － ｃ ω′

ω
＋ ２ｒ１［２ａ１ϕ － １ － ｂ１ψ（ξ － ｃτ） － ｂ１Ｖ（ξ － ｃτ，ｔ － τ）］ － ｂ１ｒ１ϕ －

　 　 　 　 ｂ２ｒ２ψ（ξ ＋ ｃτ） ω（ξ ＋ ｃτ）
ω（ξ）

－ ｄ１ ２ ＋ ω（ξ － １）
ω（ξ）

＋ ω（ξ ＋ １）
ω（ξ）

é

ë
êê

ù

û
úú ，

　 　 Ａ２
ω（ξ，ｔ） ＝ ４ｄ２ － ｃ ω′

ω
＋ ２ｒ２［２ａ２ψ － １ － ｂ２ϕ（ξ － ｃτ） － ｂ２Ｕ（ξ － ｃτ，ｔ － τ）］ － ｂ２ｒ２ψ －

　 　 　 　 ｂ１ｒ１ϕ（ξ ＋ ｃτ） ω（ξ ＋ ｃτ）
ω（ξ）

－ ｄ２ ２ ＋ ω（ξ － １）
ω（ξ）

＋ ω（ξ ＋ １）
ω（ξ）

é

ë
êê

ù

û
úú ．

接下来，我们通过下面的引理证明 Ａｉ
ω（ξ，ｔ）（ ｉ ＝ １，２） 大于某些正整数．

引理 ３　 假设（Ａ１）与（Ａ２）成立．当 ｃ ＞ ｃ 及 ξ ∈ ＲＲ ， ｔ ≥ ０ 时，存在正整数 Ｃ ｉ，ｉ ＝ １，２， 使得

　 　 Ａｉ
ω（ξ，ｔ） ≥ Ｃ ｉ，　 　 ｉ ＝ １，２．

证明　 首先，我们证明存在常数 Ｃ１ ＞ ０ 使得 Ａ１
ω（ξ，ｔ） ≥ Ｃ１ ．当 ξ ＜ ξ ０ － １ 时，此时 ω（ξ ＋ ｃτ） ／ ω（ξ） ≤

１ ．由前面的讨论及直接计算可得

　 　 Ａ１
ω（ξ，ｔ） ≥ ｃβ ０ － ２ｒ１（１ ＋ ２ｂ１ｋ２） － ｂ１ｒ１ｋ１ － ｂ２ｒ２ｋ２ － ｄ１（ｅβ０ ＋ ｅ －β０ － １） ＋ ｄ１ ．

类似地，当 ξ ０ － １ ≤ ξ ≤ ξ ０ 时，此时 ω（ξ ＋ ｃτ） ／ ω（ξ） ≤ １．然后可得

　 　 Ａ１
ω（ξ，ｔ） ≥ ｃβ ０ － ２ｒ１（１ ＋ ２ｂ１ｋ２） － ｂ１ｒ１ｋ１ － ｂ２ｒ２ｋ２ － ｄ１（ｅβ０ ＋ ｅ －β０ － １） ＋ ｄ１ｅ

－β０ ．
当 ξ ０ ＜ ξ ≤ ξ ０ ＋ １ 时，此时 ω（ξ ＋ ｃτ） ／ ω（ξ） ＝ １．然后可得

　 　 Ａ１
ω（ξ，ｔ） ≥ ２ｒ１［２ａ１ϕ（ξ ０） － １ － ２ｂ１ｋ２］ － ｂ１ｒ１ｋ１ － ｂ２ｒ２ｋ２ － ｄ１（ｅβ０ ＋ ｅ －β０ － １） ＋ ｄ１ｅ

－β０ ．
当 ξ ＞ ξ ０ ＋ １ 时，此时 ω（ξ ＋ ｃτ） ／ ω（ξ） ＝ １．然后可得

　 　 Ａ１
ω（ξ，ｔ） ≥ ２ｒ１［２ａ１ϕ（ξ ０） － １ － ２ｂ１ｋ２］ － ｂ１ｒ１ｋ１ － ｂ２ｒ２ｋ２ － ｄ１（ｅβ０ ＋ ｅ －β０ － １） ＋ ｄ１ ．

综上所述，令 Ｃ１ ＝ ｄ１ｅ
－β０，可得 Ａ１

ω（ξ，ｔ） ≥ Ｃ１ ．
类似地，可证存在常数 Ｃ２ ＞ ０ 使得 Ａ２

ω（ξ，ｔ） ≥ Ｃ２ ． □
在引理 ３ 基础之上，我们将进一步给出 Ｂ ｉ

μ，ω（ξ，ｔ）（ ｉ ＝ １，２） 的正下界．
引理 ４　 设 μ １ ＞ ０ 是如下方程

　 　 Ｃ
－ － ２μ － ｈ（ｅ２μτ － １） ＝ ０

的唯一实根，其中 Ｃ
－ ＝ ｍｉｎ {Ｃ１，Ｃ２ } 和 ｈ ＝ ｍａｘ { ｂ１ｒ１ｋ１，ｂ２ｒ２ｋ２ } ．取 ０ ＜ μ ＜ μ １，那么存在 Ｃ３ ＞ ０ 使得

　 　 Ｂ ｉ
μ，ω（ξ，ｔ） ≥ Ｃ３，　 　 ｉ ＝ １，２， ξ ∈ ＲＲ ， ｔ ≥ ０． （１９）

证明　 由于 （０，０） ≤ （ϕ（ξ），ψ（ξ）） ≤ （ｋ１，ｋ２） 及 ω（ξ ＋ ｃτ） ／ ω（ξ） ≤１（ξ ∈ＲＲ ），因此，当 ０ ＜ μ ＜ μ １

时，可得

　 　 Ｂ１
μ，ω（ξ，ｔ） ＝ Ａ１

ω（ξ，ｔ） － ２μ － ｂ２ｒ２（ｅ２μτ － １）ψ（ξ ＋ ｃτ） ω（ξ ＋ ｃτ）
ω（ξ）

≥

　 　 　 　 Ｃ
－ － ２μ － ｈ（ｅ２μτ － １） Ｃ３ ＞ ０．

类似地，可证 Ｂ２
μ，ω（ξ，ｔ） ≥ Ｃ３ ． □

然后，将式（１９）代入式（１８），我们可得如下估计．
引理 ５　 假设（Ａ１）和（Ａ２）成立．对于 ｃ ＞ ｃ，存在正常数 Ｃ４ 使得
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ｅ２μｔ‖Ｕ（ ｔ）‖２

Ｌ２ω ≤ Ｃ４ [‖Ｕ０（０）‖２
Ｌ２ω

＋ ‖Ｖ０（０）‖２
Ｌ２ω

＋ ∫０
－τ
（‖Ｕ０（ ｓ）‖２

Ｌ２ω
＋ ‖Ｖ０（ ｓ）‖２

Ｌ２ω）ｄｓ ]，

ｅ２μｔ‖Ｖ（ ｔ）‖２
Ｌ２ω ≤ Ｃ４ [‖Ｕ０（０）‖２

Ｌ２ω
＋ ‖Ｖ０（０）‖２

Ｌ２ω
＋ ∫０

－τ
（‖Ｕ０（ ｓ）‖２

Ｌ２ω
＋ ‖Ｖ０（ ｓ）‖２

Ｌ２ω）ｄｓ ] ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２０）
之后，我们给出 Ｕξ 和 Ｖξ 在加权空间中的 Ｌ２ 估计．类似地，对式（８）方程两端关于 ξ 求导并对所得方程的

两边分别乘以 ｅ２μｔω（ξ）Ｕξ（ξ，ｔ） 和 ｅ２μｔω（ξ）Ｖξ（ξ，ｔ）， 可得

　 　 １
２

ｅ２μｔωＵ２
ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｔ
＋ ｃ

２
ｅ２μｔωＵ２

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ξ
－ ｅ２μｔωＵξ ｄ１［Ｕξ（ξ ＋ １，ｔ） ＋ Ｕξ（ξ － １，ｔ）］ ＋

　 　 　 　 ｅ２μｔωＵ２
ξ ２ｄ１ － μ － ｃ

２
ω′
ω

＋ ｒ１［２ａ１ϕ － １ － ｂ１ψ（ξ － ｃτ） － ｂ１Ｖ（ξ － ｃτ，ｔ － τ）］{ } ＋

　 　 　 　 ｒ１ｅ２μｔωＵＵξ［２ａ１ϕ′ － ｂ１ψ′（ξ － ｃτ） － ｂ１Ｖξ（ξ － ｃτ，ｔ － τ）］ ＝

　 　 　 　 － ２ａ１ｒ１ｅ２μｔωＵＵ２
ξ ＋ ｂ１ｒ１ϕ′ｅ２μｔωＵξＶ（ξ － ｃτ，ｔ － τ） ＋ ｂ１ｒ１ϕｅ２μｔωＵξＶξ（ξ － ｃτ，ｔ － τ），

　 　 １
２

ｅ２μｔωＶ２
ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｔ
＋ ｃ

２
ｅ２μｔωＶ２

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ξ
－ ｅ２μｔωＶξ ｄ２［Ｖξ（ξ ＋ １，ｔ） ＋ Ｖξ（ξ － １，ｔ）］ ＋

　 　 　 　 ｅ２μｔωＶ２
ξ ２ｄ２ － μ － ｃ

２
ω′
ω

＋ ｒ２［２ａ２ψ － １ － ｂ２ϕ（ξ － ｃτ） － ｂ２Ｕ（ξ － ｃτ，ｔ － τ）］{ } ＋

　 　 　 　 ｒ２ｅ２μｔωＶＶξ［２ａ２ψ′ － ｂ２ϕ′（ξ － ｃτ） － ｂ２Ｕξ（ξ － ｃτ，ｔ － τ）］ ＝

　 　 　 　 － ２ａ２ｒ２ｅ２μｔωＶＶ２
ξ ＋ ｂ２ｒ２ψ′ ｅ２μｔωＶξＵ（ξ － ｃτ，ｔ － τ） ＋ ｂ２ｒ２ψｅ２μｔωＶξＵξ（ξ － ｃτ，ｔ － τ） ．

重复上述证明过程可得引理 ６．
引理 ６　 假设（Ａ１）与（Ａ２）成立．对于 ｃ ＞ ｃ，存在正常数 Ｃ５ 使得

　 　
ｅ２μｔ‖Ｕξ（ ｔ）‖２

Ｌ２ω ≤ Ｃ５ [‖Ｕ０（０）‖２
Ｈ１ω

＋ ‖Ｖ０（０）‖２
Ｈ１ω

＋ ∫０
－τ
（‖Ｕ０（ ｓ）‖２

Ｈ１ω
＋ ‖Ｖ０（ ｓ）‖２

Ｈ１ω
）ｄｓ ]，

ｅ２μｔ‖Ｖξ（ ｔ）‖２
Ｌ２ω ≤ Ｃ５ [‖Ｕ０（０）‖２

Ｈ１ω
＋ ‖Ｖ０（０）‖２

Ｈ１ω
＋ ∫０

－τ
（‖Ｕ０（ ｓ）‖２

Ｈ１ω
＋ ‖Ｖ０（ ｓ）‖２

Ｈ１ω
）ｄｓ ] ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

由引理 ５ 和 ６，可得到如下估计．
引理 ７　 假设（Ａ１）与（Ａ２）成立．对于 ｃ ＞ ｃ， 有

　 　
‖Ｕ（ ｔ）‖Ｈ１ω

≤ Ｃｅ －μｔ [‖Ｕ０（０）‖２
Ｈ１ω

＋ ‖Ｖ０（０）‖２
Ｈ１ω

＋ ∫０
－τ
（‖Ｕ０（ ｓ）‖２

Ｈ１ω
＋ ‖Ｖ０（ ｓ）‖２

Ｈ１ω
）ｄｓ ]

１ ／ ２
，

‖Ｖ（ ｔ）‖Ｈ１ω
≤ Ｃｅ －μｔ [‖Ｕ０（０）‖２

Ｈ１ω
＋ ‖Ｖ０（０）‖２

Ｈ１ω
＋ ∫０

－τ
（‖Ｕ０（ ｓ）‖２

Ｈ１ω
＋ ‖Ｖ０（ ｓ）‖２

Ｈ１ω
）ｄｓ ]

１ ／ ２
．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

由于 ω（ξ） ≥ １， 运用 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入定理 Ｈ１（ＲＲ ） Ｃ（ＲＲ ）， 我们得到如下衰减结论．
引理 ８　 假设（Ａ１）与（Ａ２）成立．对于 ｃ ＞ ｃ， 有

　 　

ｓｕｐ
ｘ∈ＲＲ

｜ ｕ ＋ （ｘ，ｔ） － ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ｜ ＝

　 　 ｓｕｐ
ξ∈ＲＲ

｜ Ｕ（ξ，ｔ） ｜ ≤ ‖Ｕ（ ｔ）‖Ｈ１ ≤ ‖Ｕ（ ｔ）‖Ｈ１ω
≤ Ｃｅ －μｔ，　 　 ｔ ≥ ０，

ｓｕｐ
ｘ∈ＲＲ

｜ ｖ ＋ （ｘ，ｔ） － ψ（ｘ ＋ ｃｔ） ｜ ＝

　 　 ｓｕｐ
ξ∈ＲＲ

｜ Ｖ（ξ，ｔ） ｜ ≤ ‖Ｖ（ ｔ）‖Ｈ１ ≤ ‖Ｖ（ ｔ）‖Ｈ１ω
≤ Ｃｅ －μｔ，　 　 ｔ ≥ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

其次，重复上述证明过程可得引理 ９．
引理 ９　 假设（Ａ１）与（Ａ２）成立．对于 ｃ ＞ ｃ， 有

　 　
ｓｕｐ
ｘ∈ＲＲ

｜ ｕ － （ｘ，ｔ） － ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ｜ ≤ Ｃｅ －μｔ，　 　 ｔ ≥ ０，

ｓｕｐ
ｘ∈ＲＲ

｜ ｖ － （ｘ，ｔ） － ψ（ｘ ＋ ｃｔ） ｜ ≤ Ｃｅ －μｔ，　 　 ｔ ≥ ０ ．{
最后，运用挤压定理并结合引理 ８ 与 ９，可证明定理 １ 成立．
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３　 结　 　 论

本文运用 Ｌ２⁃ 加权能量方法、比较原理和挤压技术得到了具有时滞的离散 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 合作系统波前

解的全局指数稳定性，并解决了离散扩散算子及时滞共同作用下建立能量估计的问题．此稳定性结果可以有

助于理解解 （ｕ，ｖ） 渐近地表现为以正速度 ｃ 传播的行波解，并且随着时间 ｔ 的推移，这两个物种趋于合作水平．
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