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摘要：　 该文考虑了一类由分式 Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机微分方程的随机源反演方法及其性质，其中分式 Ｂｒｏｗｎ 运动

对应的 Ｈｕｒｓｔ 参数 Ｈ ∈ （０，１） ．该问题可由很多随机模型转化而得，是一种比较广泛的随机问题．对于正问题，通过

常数变易法得到方程的温和解，根据温和解的统计性质讨论其适定性．对于反问题，根据终止时刻的随机数据的统

计量反演随机源项的部分统计量，证明了反演的唯一性，并讨论了当 ａ（ｘ） 在不同范围时反问题的稳定性情况．

关　 键　 词：　 随机微分方程；　 分数阶 Ｂｒｏｗｎ 运动；　 反源问题；　 唯一性；　 不适定性
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０　 引　 　 言

众所周知，反问题的应用非常广泛，相应的研究成果也越来越多［１⁃５］ ．然而，绝大多数反问题都是不适定

的，尤其是稳定性往往不成立，这也是研究反问题的困难和意义所在．不仅如此，实际应用中会有很多随机因
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素的影响，比如测量数据带有噪声，数学模型的建立含有模型误差等．这些因素对于不适定反问题的研究不

容小觑，否则求得的数值结果会出现灾难性的问题．一种自然而又巧妙的处理方法是将这些因素视为随机

的，相应的问题就看作随机问题．此外，随机技术的引入可以很好地耦合不同度量尺度之间的干扰［６⁃９］ ．综上

可知，关于随机反问题的研究既非常重要又很有实际意义．
本文关心的是如下一类随机微分方程：

　 　

∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＋ ａ（ｘ）ｕ（ｘ，ｔ） ＝ φ（ｘ）ｈ（ ｔ） ＋ ψ（ｘ）ＢＨ（ ｔ），　 　 （ｘ，ｔ） ∈ Ｄ × （０，Ｔ），

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ０， （ｘ，ｔ） ∈ ∂Ｄ × ［０，Ｔ］，

ｕ（ｘ，０） ＝ ０， ｘ ∈ Ｄ
－
，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１）

其中 ａ（ｘ），ｈ（ ｔ） 已知，且 ａ（ｘ） ≢ ０， ｈ（ ｔ） ≥ ｈ０ ＞ ０， Ｄ ＝ （０，１），ＢＨ（ ｔ） 为概率空间（Ω，Ｆ， { Ｆｔ } ｔ≥０，ＰＰ ） 上的

分式 Ｂｒｏｗｎ 运动， Ｈ ∈ （０，１） 为 Ｈｕｒｓｔ 参数， ＢＨ（ ｔ） 为彩噪声．为了简便，后文将 ｕ（ｘ，ｔ，ω） 简记为 ｕ（ｘ，ｔ） ．本
文主要探讨：

（Ｐ１） 正问题　 已知 φ（ｘ），ψ（ｘ），求温和解 ｕ（ｘ，ｔ）；
（Ｐ２） 反问题　 给定 Ｔ 时刻的样本数据 ｕ（ｘ，Ｔ，ω）， 反演问题（１） 中随机源项的部分统计量 φ（ｘ） 和

ψ ２（ｘ） ．
对于正问题（Ｐ１），由于随机源项 Ｆ（ｘ，ｔ） φ（ｘ）ｈ（ ｔ） ＋ ψ（ｘ）ＢＨ（ ｔ） 的低正则性［１０］，该方程不是几乎处

处存在的，所以方程的适定性与经典意义下截然不同，相应的解在什么样的空间存在是值得研究的．而关于

反问题（Ｐ２）， Ｆ（ｘ，ｔ） 为随机场，如何由 ｕ（ｘ，ｔ，ω） 的统计量来反演 Ｆ（ｘ，ｔ） 的统计量 φ（ｘ） 与 ψ ２（ｘ） 是很困

难且有意义的，而其不适定性又将使得该反问题的求解难上加难．
由于以上的众多原由，近年来反随机源问题倍受学者们的重视［１１⁃１２］，关于分式 Ｂｒｏｗｎ 运动驱动下的随

机微分方程的反源问题，例如，随机的时空分数阶方程［１３］，随机波动方程［１４］，一个随机的时间分数阶扩散方

程［１５］，一维随机对流扩散方程［１６］等已有一些研究结果．这些工作均先是利用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换或 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换或

广义 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开得到相应的温和解，然后再进一步讨论．本文所要讨论的问题（１），是一种更为广泛的

随机问题，比如随机热方程：

　 　

∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＋ Ｌｕ（ｘ，ｔ） ＝ φ（ｘ）ｈ（ ｔ） ＋ ψ（ｘ）ＢＨ（ ｔ），　 　 （ｘ，ｔ） ∈ Ｄ × （０，Ｔ），

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ０， （ｘ，ｔ） ∈ ∂Ｄ × ［０，Ｔ］，

ｕ（ｘ，０） ＝ ０， ｘ ∈ Ｄ
－
，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２）

其中 Ｌ 为一致椭圆算子．借助于广义 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开，问题（２）可转化为

　 　
ｄｕｎ（ ｔ）

ｄｔ
＋ λ ｎｕｎ（ ｔ） ＝ φ ｎｈ（ ｔ） ＋ ψ ｎＢＨ（ ｔ），　 　 ｔ ∈ （０，Ｔ），

ｕｎ（０） ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（３）

这里 ｕｎ（ ｔ），φ ｎ，ψ ｎ 分别为 ｕ（ｘ，ｔ），φ（ｘ），ψ（ｘ） 在椭圆算子 Ｌ 的特征函数所形成的正交系 { ｅｎ（ｘ） } 下展开

的，λ ｎ 为相应的特征值．通过比较不难发现问题（３）是问题（１）的一种特殊情况，其中 ａ（ｘ） ＝ λ ｎ ≥ λ １ ＞ ０．又
如对流方程 ｕｔ ＋ ｂｕｘ ＝ φ（ｘ）ｈ（ ｔ） ＋ ψ（ｘ）ＢＨ（ ｔ）， Ａｉｒｙ 方程 ｕｔ ＋ ｕｘｘｘ ＝ φ（ｘ）ｈ（ ｔ） ＋ ψ（ｘ）ＢＨ（ ｔ）， Ｂｅａｍ 方程 ｕｔ

＋ ｕｘｘｘｘ ＝ φ（ｘ）ｈ（ ｔ） ＋ ψ（ｘ）ＢＨ（ ｔ） 等均可转化为问题（１）去研究．注意问题（１）中的 ａ（ｘ） ≢ ０， 但是正负号不

定，是一种非常广泛的情形．

１　 理 论 基 础

定义 １［１５，１７］ 　 设 ０ ＜ Ｈ ＜ １， 若存在一个连续的 Ｇａｕｓｓ 过程 {ＢＨ（ ｔ），ｔ ≥ ０ } 满足如下条件：

　 　 ＢＨ（０） ＝ ０， Ｅ［ＢＨ（ ｔ）ＢＨ（ ｓ）］ ＝ １
２

{ ｜ ｔ ｜ ２Ｈ ＋｜ ｓ ｜ ２Ｈ －｜ ｔ － ｓ ｜ ２Ｈ } ，

则称 ＢＨ（ ｔ） 为分式 Ｂｒｏｗｎ 运动，其中 Ｈ是 Ｈｕｒｓｔ 参数， Ｅ［·］ 表示期望．特别地，当 Ｈ ＝ １ ／ ２ 时，即为标准 Ｂｒｏｗｎ
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运动 Ｂ（ ｔ） ．
对于分式 Ｂｒｏｗｎ 运动 ＢＨ（ ｔ），其中 Ｈ ∈ （０，１）， 相应的随机积分有如下公式［１５］：

１） Ｅ [∫ｔ
０
ψ（ ｓ）ｄＢＨ（ ｓ） ] ＝ ０，　 　 Ｈ ∈ （０，１） ．

２） 当 Ｈ ∈ （０，１ ／ ２） 时，

　 　 Ｅ [∫ｔ
０
ψ（ ｓ）ｄＢＨ（ ｓ）∫ｔ

０
ϕ（ ｓ）ｄＢＨ（ ｓ） ] ＝

　 　 　 　 ∫ｔ
０
ＫＨ（ ｔ，ｓ）ψ（ ｓ） ＋ ∫ｔ

ｓ
（ψ（ｕ） － ψ（ ｓ））

∂ＫＨ（ｕ，ｓ）
∂ｕ

ｄｕ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
×

　 　 　 　 ＫＨ（ ｔ，ｓ）ϕ（ ｓ） ＋ ∫ｔ
ｓ
（ϕ（ｕ） － ϕ（ ｓ））

∂ＫＨ（ｕ，ｓ）
∂ｕ

ｄｕ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｓ， （４）

其中

　 　 ＫＨ（ ｔ，ｓ） ＝ ＣＨ
ｔ
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｈ－１ ／ ２

（ ｔ － ｓ） Ｈ－１ ／ ２ － Ｈ － １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓ１ ／ ２－Ｈ∫ｔ

ｓ
ｕＨ－３ ／ ２（ｕ － ｓ） Ｈ－１ ／ ２ｄｕé

ë
êê

ù

û
úú ，

　 　
∂ＫＨ（ｕ，ｓ）

∂ｕ
＝ ＣＨ

ｕ
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｈ－１ ／ ２

（ｕ － ｓ） Ｈ－３ ／ ２， ＣＨ ＝ ２Ｈ
（１ － ２Ｈ）β（１ － ２Ｈ，Ｈ ＋ １ ／ ２）

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

．

３） 当 Ｈ ＝ １ ／ ２ 时，

　 　 Ｅ [∫ｔ
０
ψ（ ｓ）ｄＢＨ（ ｓ）∫ｔ

０
ϕ（ ｓ）ｄＢＨ（ ｓ） ] ＝

　 　 　 　 Ｅ [∫ｔ
０
ψ（ ｓ）ｄＷ（ ｓ）∫ｔ

０
ϕ（ ｓ）ｄＷ（ ｓ） ] ＝ ∫ｔ

０
ψ（ ｓ）ϕ（ ｓ）ｄｓ ． （５）

４） 当 Ｈ ∈ （１ ／ ２，１） 时，

　 　 Ｅ [∫ｔ
０
ψ（ ｓ）ｄＢＨ（ ｓ）∫ｔ

０
ϕ（ ｓ）ｄＢＨ（ ｓ） ] ＝ αＨ∫ｔ

０
∫ｔ

０
ψ（ ｒ）ϕ（ｕ） ｜ ｒ － ｕ ｜ ２Ｈ－２ｄｕｄｒ， （６）

其中　 　 αＨ ＝ Ｈ（２Ｈ － １） ．

２　 正 问 题

不难得到问题（１）的温和解如下．
定义 ２　 一个随机过程 ｕ ∈ Ｌ２（Ｄ） 称为问题（１）的温和解，如果

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ∫ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ）φ（ｘ）ｈ（τ）ｄτ ＋ ∫ｔ

０
ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ）ψ（ｘ）ｈ（τ）ｄＢＨ（τ） （７）

几乎处处成立．
下面进一步说明在一定条件下，温和解 ｕ（ｘ，ｔ） 是适定的．为了推导的方便，先给出如下引理．
引理 １［１５］ 　 当 Ｈ ∈ （０，１ ／ ２） 时，对 ∀ｔ ＞ τ 有

　 　 ∫ｔ
τ
ｕＨ－３ ／ ２（ｕ － τ） Ｈ－１ ／ ２ｄｕ ≲ τ ２Ｈ－１ － ｔ２Ｈ－１ ．

由式（７）知，
　 　 Ｅ‖ｕ（·，ｔ）‖２

Ｌ２（Ｄ） ＝

　 　 　 　 Ｅ [∫１
０

(∫ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ）φ（ｘ）ｈ（τ）ｄτ ＋ ∫ｔ

０
ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ）ψ（ｘ）ｈ（τ）ｄＢＨ（τ） )

２
ｄｘ ] ≤

　 　 　 　 ２∫１
０

(∫ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ）ｈ（τ）ｄτ )

２
φ２（ｘ）ｄｘ ＋ ２∫１

０
Ｅ (∫ｔ

０
ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ）ｄＢＨ（τ） )

２
ψ ２（ｘ）ｄｘ ＝

　 　 　 　 ２Ｉ１（ ｔ） ＋ ２Ｉ２（ ｔ） ． （８）
由 ｈ（ ｔ） ≥ ｈ０ ＞ ０ 及积分中值定理可知，存在某个 ξ ∈ （０，ｔ）， 有

　 　 Ｉ１（ ｔ） ＝ ∫１
０
φ２（ｘ）ｈ２（ξ） (∫ｔ

０
ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ）ｄτ )

２
ｄｘ，

其中
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　 　 ０ ＜ ∫ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ）ｄτ ≤

ｔ，　 　 　 　 ａ（ｘ） ≥ ０，
ｅ －ａ（ｘ）Ｔ ｔ， ａ（ｘ） ＜ ０ ．{

若令 Ｍ（ｘ） ｍａｘ { １，ｅ －ａ（ｘ）Ｔ } ， 则

　 　 Ｉ１（ ｔ） ≤ ‖φ‖２
Ｌ２（Ｄ）‖ｈ‖２

Ｌ∞ （０，Ｔ）‖Ｍ‖２
Ｌ∞ （Ｄ） ｔ２ ．

关于 Ｉ２（ ｔ）， 有

　 　 Ｉ２（ ｔ） ＝ ∫１
０
ψ ２（ｘ）·Ｅ (∫ｔ

０
ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ）ｄＢＨ（τ） )

２
ｄｘ ．

情形 １　 当 Ｈ ∈ （０，１ ／ ２） 时，由式（４）可知

　 　 Ｅ (∫ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ）ｄＢＨ（τ） )

２
≲ ∫ｔ

０

ｔ
τ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｈ－１ ／ ２

（ ｔ － τ） Ｈ－１ ／ ２ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ）é

ë
êê

ù

û
úú

２

ｄτ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
τ １－２Ｈ [ (∫ｔ

τ
ｕＨ－３ ／ ２（ｕ － τ） Ｈ－１ ／ ２ｄｕ ) ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ） ]

２
ｄτ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫ｔ
τ
（ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －ｕ） － ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ））

∂ＫＨ（ｕ，τ）
∂ｕ

ｄｕ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

ｄτ ＝

　 　 　 　 Ｊ１（ ｔ） ＋ Ｊ２（ ｔ） ＋ Ｊ３（ ｔ）， （９）
这里 “ａ ≲ ｂ” 表示 ａ ≤ Ｃｂ，其中 Ｃ 为某个正常数．显然有

　 　 Ｊ１（ ｔ） ≤ ∫ｔ
０
（ ｔ － τ） ２Ｈ－１ｄτ·Ｍ２（ｘ） ≲ ｔ２ＨＭ２（ｘ）， （１０）

　 　 Ｊ２（ ｔ） ≤ ∫ｔ
０
τ １－２Ｈ (∫ｔ

τ
ｕＨ－３ ／ ２（ｕ － τ） Ｈ－１ ／ ２ｄｕ )

２
ｄτ·Ｍ２（ｘ） ． （１１）

由引理 １ 可知

　 　 Ｊ２（ ｔ） ≲ ∫ｔ
０
τ １－２Ｈ（ ｔ４Ｈ－２ ＋ τ ４Ｈ－２）ｄτ·Ｍ２（ｘ） ≲ ｔ２ＨＭ２（ｘ） ．

关于 Ｊ３（ ｔ）， 由于

１） 当 ｜ ａ（ｘ） ｜ ≤ １ 时，
　 　 ｜ ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －ｕ） － ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ） ｜ ≤｜ ａ（ｘ） ｜ Ｍ（ｘ） ｜ ｕ － τ ｜ ≤ Ｍ（ｘ） ｜ ｕ － τ ｜ ；
２） 当 ｜ ａ（ｘ） ｜ ＞ １ 时，

　 　 ｜ ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －ｕ） － ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ） ｜ ＝ ∫
ｔ －τ

ｔ－ｕ ｅ －ａ（ｘ） ｓ

－ ａ（ｘ）
ｄｓ ≤ １

｜ ａ（ｘ） ｜
Ｍ（ｘ） ｜ ｕ － τ ｜ ≤ Ｍ（ｘ） ｜ ｕ － τ ｜ ．

根据 ∂ＫＨ（ｕ，τ） ／ ∂ｕ 的表达式，易得

　 　 Ｊ３（ ｔ） ≲ Ｍ２（ｘ）∫ｔ
０

(∫ｔ
τ
ｕＨ－１ ／ ２ ｕ

τ
－ １æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｈ－１ ／ ２

ｄｕ )
２
ｄτ ≤

　 　 　 　 Ｍ２（ｘ）∫ｔ
０
τ ２Ｈ－１ (∫ｔ

τ

ｕ
τ

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｈ－１ ／ ２

ｄｕ )
２
ｄτ ≲ Ｍ２（ｘ） ｔ２Ｈ ． （１２）

将式（１０）—（１２）代入式（９），可得

　 　 Ｅ (∫ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ）ｄＢＨ（τ） )

２
≲ Ｍ２（ｘ） ｔ２Ｈ ．

此时有

　 　 Ｉ２（ ｔ） ≲ ‖Ｍ‖２
Ｌ∞ （Ｄ）‖ψ‖２

Ｌ２（Ｄ） ｔ２Ｈ ．
情形 ２　 当 Ｈ ＝ １ ／ ２ 时，由式（５）可知

　 　 Ｅ (∫ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ）ｄＢＨ（τ） )

２
＝ ∫ｔ

０
ｅ －２ａ（ｘ）（ ｔ －τ）ｄτ ≲ Ｍ２（ｘ） ｔ ．

所以

　 　 Ｉ２（ ｔ） ≲ ‖Ｍ‖２
Ｌ∞ （Ｄ）‖ψ‖２

Ｌ２（Ｄ） ｔ ．
情形 ３　 当 Ｈ ∈ （１ ／ ２，１） 时，由式（６）可知
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　 　 Ｅ (∫ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ）ｄＢＨ（τ） )

２
＝ αＨ∫ｔ

０
∫ｔ

０
ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －τ） ｅ －ａ（ｘ）（ ｔ －ｕ） ｜ τ － ｕ ｜ ２Ｈ－２ｄτｄｕ ≲

　 　 　 　 Ｍ２（ｘ）∫ｔ
０
∫ｔ

０
｜ τ － ｕ ｜ ２Ｈ－２ｄτｄｕ ＝ ２Ｍ２（ｘ）∫ｔ

０
∫
ｕ

ｔ
（τ － ｕ） ２Ｈ－２ｄτｄｕ ≲ Ｍ２（ｘ） ｔ２Ｈ ． （１３）

因此

　 　 Ｉ２（ ｔ） ≲ ‖Ｍ‖２
Ｌ∞ （Ｄ）‖ψ‖２

Ｌ２（Ｄ） ｔ２Ｈ ．
综上可知如下定理成立．
定理 １　 如果函数 ｆ（ｘ），ｇ（ｘ） ∈ Ｌ２（Ｄ）， 则有估计式

　 　 ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

‖ｕ（·，ｔ）‖Ｌ２（Ｄ） ≲ ‖ｈ‖Ｌ∞ （０，Ｔ）‖Ｍ‖Ｌ∞ （Ｄ）‖φ‖Ｌ２（Ｄ） ＋ ‖Ｍ‖Ｌ∞ （Ｄ）‖ψ‖Ｌ２（Ｄ） ．

注 １　 由定理 １ 可知：１） 若 ａ（ｘ） 有界，则‖Ｍ‖Ｌ∞（Ｄ） 也有界；２） 若 ａ（ｘ） ≥０，则‖Ｍ‖Ｌ∞（Ｄ） 亦有界；３） 若 ａ（ｘ） →－ ∞，
则 ‖Ｍ‖Ｌ∞（Ｄ） 无界．因此第 １）、２）两种情况下问题（１）的解是稳定的，但第 ３）种情况下问题（１）的解不稳定．

３　 反 问 题

本节我们考虑通过 ｕ（ｘ，Ｔ，ω） 的统计量来反演问题（１）随机源项中的统计量 φ（ｘ） 和 ψ ２（ｘ） ．若 ｈ（ ｔ） ≡
１ 时，φ（ｘ） 和 ψ ２（ｘ） 就是随机源项的期望和方差．由式（７）可知

　 　 Ｅ［ｕ（ｘ，Ｔ）］ ＝ φ（ｘ）∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｈ（τ）ｄτ， （１４）

　 　 ｖａｒ［ｕ（ｘ，Ｔ）］ ＝ ψ ２（ｘ）Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
， （１５）

其中 ｖａｒ（·） 表示方差．
进一步可得

　 　 φ（ｘ） ＝ Ｅ［ｕ（ｘ，Ｔ）］

∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｈ（τ）ｄτ

， ψ ２（ｘ） ＝ ｖａｒ［ｕ（ｘ，Ｔ）］

Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２ ． （１６）

下面分析由式（１４）和（１５）来反演 φ（ｘ） 与 ψ ２（ｘ） 的唯一性与稳定性如何．
３．１　 唯一性

从式（１６）可知，要反演 φ（ｘ） 和 ψ ２（ｘ）， 则式（１６）中两式分母都不能为 ０，同时注意到 Ｅ［ｕ（ｘ，Ｔ）］，

ｖａｒ［ｕ（ｘ，Ｔ）］， ∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｈ（τ）ｄτ， Ｅ ( ∫Ｔ

０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
的 值 都 是 唯 一 的． 因 此， 如 果 能 证 得

∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｈ（τ）ｄτ ＞ ０ 和 Ｅ (∫Ｔ

０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
＞ ０， 那么由式（１６）可以唯一地确定 φ（ｘ） 和 ψ ２（ｘ） ．

由 ｈ（τ） ≥ ｈ０ ＞ ０ 易知，对于固定的 ｘ， 总有

　 　 ∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｈ（τ）ｄτ ≥ ∫Ｔ

０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄτ·ｈ０ ＞ ０，

所以 φ（ｘ） ＝ Ｅ［ｕ（ｘ，Ｔ）］

∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｈ（τ）ｄτ

存在且唯一．

下面针对不同的 Ｈ，讨论 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
的情况．

情形 １　 当 Ｈ ∈ （０，１ ／ ２） 时，

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
＝

　 　 　 　 ∫Ｔ
０

ＫＨ（Ｔ，τ）ｅ
－ａ（ｘ）（Ｔ－τ） ＋ ∫Ｔ

τ
（ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－ｕ） － ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ））

∂ＫＨ（ｕ，τ）
∂ｕ

ｄｕ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

ｄτ ．

对于固定的 ｘ，当 ａ（ｘ） ≥ ０ 时，ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－ｓ） 关于 ｓ 是递增的，所以

　 　 ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－ｕ） － ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ） ≥ ０．
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又由 ＫＨ（ｕ，τ） 的表达式可知 ＫＨ（Ｔ，τ） 与 ∂ＫＨ（ｕ，τ） ／ ∂ｕ 均大于 ０ 且连续，所以一定存在一个 ｃ１（ｘ） ＞ ０， 有

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
≥ ｃ１（ｘ） ＞ ０．

当 ａ（ｘ） ＜ ０ 时，ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－ｓ） 关于 ｓ 是递减的，所以（ｄ ／ ｄｓ）ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－ｓ） ＜ ０， 此时

　 　 ＫＨ（Ｔ，τ）ｅ
－ａ（ｘ）（Ｔ－τ） ＋ ∫Ｔ

τ
（ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－ｕ） － ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ））

∂ＫＨ（ｕ，τ）
∂ｕ

ｄｕ ＝

　 　 　 　 ｌｉｍε→０ ＋ ＫＨ（Ｔ，τ）ｅ
－ａ（ｘ）（Ｔ－τ） ＋ ∫Ｔ

τ ＋ε
（ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－ｕ） － ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ））

∂ＫＨ（ｕ，τ）
∂ｕ

ｄｕ{ } ．

根据分部积分，可知

　 　 ＫＨ（Ｔ，τ）ｅ
－ａ（ｘ）（Ｔ－τ） ＋ ∫Ｔ

τ ＋ε
（ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－ｕ） － ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ））

∂ＫＨ（ｕ，τ）
∂ｕ

ｄｕ ＝

　 　 　 　 ［ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ） － ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－（τ ＋ε））］ＫＨ（τ ＋ ε，τ） ＋ ＫＨ（ｕ，Ｔ） － ∫Ｔ
τ ＋ε

ｄ
ｄｕ

ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－ｕ）ＫＨ（ｕ，τ）ｄｕ ．

由 ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－ｓ） 关于 ｓ 是递减的，且 ＫＨ（ｕ，τ） ＞ ０， 可知

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
≥ ∫Ｔ

０
Ｋ２

Ｈ（ｕ，τ）ｄτ ＝ ｃ１ ＞ ０． （１７）

情形 ２　 当 Ｈ ＝ １ ／ ２ 时，由 Ｉｔô 等距公式（５）可知：当 ａ（ｘ） ≥ ０ 时，有

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
≥ ｅ －２ａ（ｘ）ＴＴ ＝ ｃ２（ｘ） ＞ ０．

当 ａ（ｘ） ＜ ０ 时，有

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
≥ Ｔ ＞ ０． （１８）

情形 ３　 当 Ｈ ∈ （１ ／ ２，１） 时，有

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
＝ αＨ∫Ｔ

０
∫Ｔ

０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ） ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－ｕ） ｜ τ － ｕ ｜ ２Ｈ－２ｄτｄｕ ．

当 ａ（ｘ） ≥ ０ 时，有

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
≥ αＨｅ

－２ａ（ｘ）Ｔ∫Ｔ
０
∫Ｔ

０
｜ τ － ｕ ｜ ２Ｈ－２ｄτｄｕ ．

注意到式（１３），有

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
≥ αＨ

Ｔ２Ｈ

Ｈ（２Ｈ － １）
ｅ －２ａ（ｘ）Ｔ ＝ ｃ３（ｘ） ＞ ０．

当 ａ（ｘ） ≤ ０， 类似地有

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
≥ αＨ

Ｔ２Ｈ

Ｈ（２Ｈ － １）
＞ ０． （１９）

综上分析可知，如下定理成立．
定理 ２　 若 φ（ｘ），ψ（ｘ） ∈ Ｌ２（Ｄ） 且 ‖ψ‖Ｌ２（Ｄ） ≠０，ｈ（ｘ） ≥ ｈ０ ＞ ０，ｈ（ｘ） ∈ Ｌ∞（０，Ｔ），则源项中 φ（ｘ）

与 ψ ２（ｘ） 能由 ｕ（ｘ，Ｔ，ω） 的期望和方差唯一确定．
３．２　 稳定性分析

反源问题在医学、地质勘探等方面都有非常广泛的应用，然而反源问题往往是不稳定的．本小节将分析

反演 φ（ｘ） 与 ψ ２（ｘ） 时的稳定性．先分析 ａ（ｘ） ＞ ０ 时的稳定性．
一方面，我们有

　 　 ∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｈ（τ）ｄτ ＝ ｈ（ξ）∫Ｔ

０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄτ ＝ ｈ（ξ） １ － ｅ －ａ（ｘ）Ｔ

ａ（ｘ）
≲ １

ａ（ｘ）
．

另一方面，关于 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
， 我们分两种情形来讨论．

情形 １　 若 ａ（ｘ） ＞ １ ／ Ｔ２， 由式（９）可知

２５８ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
≲ Ｊ１（Ｔ） ＋ Ｊ２（Ｔ） ＋ Ｊ３（Ｔ） ．

对于 Ｈ ∈ （０，１ ／ ２）， 借助于不等式

　 　 ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ） ≤
１，　 　 　 　 　 　 　 ０ ＜ Ｔ － τ ＜ １

ａ（ｘ）
，

１
ａ（ｘ）（Ｔ － τ）

， Ｔ － τ ＞ １
ａ（ｘ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２０）

有

　 　 Ｊ１（Ｔ） ＝ (∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０
＋ ∫Ｔ

Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）
) Ｔ

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２Ｈ－１

（Ｔ － τ） ２Ｈ－１ｅ －２ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄτ ＝ Ｊ１１（Ｔ） ＋ Ｊ１２（Ｔ） ．

根据式（２０）易得

　 　 Ｊ１１（Ｔ） ≤ ∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０
Ｔ２Ｈ－１τ １－２Ｈ（Ｔ － τ） ２Ｈ－１ １

２ａ（ｘ）（Ｔ － τ）
ｄτ ≤

　 　 　 　 Ｔ２Ｈ－１ Ｔ － １
ａ（ｘ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

１－２Ｈ １
２ａ（ｘ）∫

Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０
（Ｔ － τ） ２Ｈ－２ｄτ ≲ １

ａＨ＋１ ／ ２（ｘ）
．

并且

　 　 Ｊ１２（Ｔ） ≤ Ｔ２Ｈ－１Ｔ１－２Ｈ∫Ｔ
Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

（Ｔ － τ） ２Ｈ－１ｄτ ≲ １
ａＨ（ｘ）

．

因此

　 　 Ｊ１（Ｔ） ≲ １
ａＨ＋１ ／ ２（ｘ）

＋ １
ａＨ（ｘ）

≲ １
ａＨ（ｘ）

．

此外，

　 　 Ｊ２（Ｔ） ≤ ∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０
τ １－２Ｈ (∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

τ
ｕＨ－３ ／ ２（ｕ － τ） Ｈ－１ ／ ２ｄｕ )

２
ｅ －２ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄτ ＋

　 　 　 　 ∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０
τ １－２Ｈ (∫Ｔ

Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）
ｕＨ－３ ／ ２（ｕ － τ） Ｈ－１ ／ ２ｄｕ )

２
ｅ －２ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄτ ＋

　 　 　 　 ∫Ｔ
Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

τ １－２Ｈ (∫Ｔ
τ
ｕＨ－３ ／ ２（ｕ － τ） Ｈ－１ ／ ２ｄｕ )

２
ｄτ ＝

　 　 　 　 Ｊ２１（Ｔ） ＋ Ｊ２２（Ｔ） ＋ Ｊ２３（Ｔ） ．
根据引理 １，有

　 　 Ｊ２１（Ｔ） ≲ ∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０
τ １－２Ｈ １

ａ（ｘ）（Ｔ － τ）
τ ２Ｈ－１ － Ｔ － １

ａ（ｘ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

２Ｈ－１
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２

ｄτ ≤

　 　 　 　 ∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０
τ １－２Ｈτ ４Ｈ－２ １

ａ（ｘ）（１ ／ ａ（ｘ） ）
ｄτ ≲ Ｔ２Ｈ

ａ１ ／ ２（ｘ）
．

利用证明引理 １ 相同的方法，我们得到

　 　 Ｊ２２（Ｔ） ≲ ∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０

１
ａ（ｘ）（Ｔ － τ）

τ １－２Ｈ ∫Ｔ
Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

ｕ２Ｈ－２ ∑
∞

ｎ ＝ ０

Ｈ － １ ／ ２
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － τ

ｕ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｕæ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄτ ≤

　 　 　 　 １
ａ（ｘ）（１ ／ ａ（ｘ） ）

∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０
τ １－２Ｈ ∑

∞

ｎ ＝ ０

Ｈ － １ ／ ２
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ － １） ｎ ×æ

è
ç

　 　 　 　 （Ｔ － １ ／ ａ（ｘ） ） ２Ｈ－１－ｎ － Ｔ２Ｈ－１－ｎ

ｎ ＋ １ － ２Ｈ
τ ｎ ö

ø
÷

２

ｄτ ≤

　 　 　 　 １
ａ１ ／ ２（ｘ）∫

Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０
τ １－２Ｈ ∑

∞

ｎ ＝ ０

Ｈ － １ ／ ２
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ － １） ｎ （Ｔ － １ ／ ａ（ｘ） ） ２Ｈ－１

ｎ ＋ １ － ２Ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄτ ≲ Ｔ２Ｈ

ａ１ ／ ２（ｘ）
．

同样地，利用引理 １，有
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　 　 Ｊ２３ ≲ ∫Ｔ
Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

τ １－２Ｈ（τ ４Ｈ－２ ＋ Ｔ４Ｈ－２）ｄτ ≲ ∫Ｔ
Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

τ ２Ｈ－１ｄτ ≲ Ｔ２Ｈ

ａ１ ／ ２（ｘ）
．

所以，对于 Ｊ２（Ｔ）， 我们有

　 　 Ｊ２（Ｔ） ≲ Ｔ２Ｈ

ａ１ ／ ２（ｘ）
．

此外，

　 　 Ｊ３（Ｔ） ＝ ∫Ｔ
０

[∫Ｔ
τ
∫Ｔ－ｕ
Ｔ－τ

ｅ －ａ（ｘ） ｓ

－ ａ（ｘ）
ｄｓ ｕ

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｈ－１ ／ ２

（ｕ － τ） Ｈ－３ ／ ２ｄｕ ]
２
ｄτ ≤

　 　 　 　 ∫Ｔ
０

[∫Ｔ
τ

１
ａ（ｘ）

ｕ
τ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｈ－１ ／ ２

（ｕ － τ） Ｈ－１ ／ ２ｄｕ ]
２
ｄτ ≲ Ｔ２Ｈ＋２

ａ２（ｘ）
．

因此

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
≲ １

ａＨ（ｘ）
＋ １
ａ１ ／ ２（ｘ）

＋ １
ａ２（ｘ）

≲ １
ａＨ（ｘ）

．

对于 Ｈ ＝ １ ／ ２， 利用 Ｉｔô 等距公式（５）并注意到 ａ（ｘ） ＞ １ ／ Ｔ２ 可得

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
＝ ∫Ｔ

０
ｅ －２ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄτ ≲ １

ａ（ｘ）
≲ Ｔ

ａ１ ／ ２（ｘ）
．

对于 Ｈ ∈ （１ ／ ２，１）， 利用式（６）并注意到估计式（２０），将其化为 ４ 个部分，每个部分分别借用估计式

（２０）进行计算，所以有

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
≲

　 　 　 　 (∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０
∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０
＋ ∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０
∫Ｔ
Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

＋ ∫Ｔ
Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０
＋

　 　 　 　 ∫Ｔ
Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

∫Ｔ
Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

) ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－ｕ） ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ） ｜ ｕ － τ ｜ ２Ｈ－２ｄｕｄτ ＝ Ｎ１ ＋ Ｎ２ ＋ Ｎ３ ＋ Ｎ４，

其中

　 　 Ｎ１ ≤ ∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０
∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０

１
ａ（ｘ）（Ｔ － ｕ）

１
ａ（ｘ）（Ｔ － τ）

｜ ｕ － τ ｜ ２Ｈ－２ｄｕｄτ ≤

　 　 　 　 ２
ａ（ｘ）∫

Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０
∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

τ
（ｕ － τ） ２Ｈ－２ｄｕｄτ ≲ Ｔ２Ｈ

ａ（ｘ）
．

由于对称性

　 　 Ｎ２ ＝ Ｎ３ ≤ ∫Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

０
∫Ｔ
Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

１
ａ（ｘ）（Ｔ － τ）

（ｕ － τ） ２Ｈ－２ｄｕｄτ ≲ Ｔ２Ｈ－１

ａ（ｘ）
．

根据估计式（２０）和积分中值定理可知， 存在 ｕ ∈ （Ｔ － １ ／ ａ（ｘ） ，Ｔ）， 有

　 　 Ｎ４ ≤ ∫Ｔ
Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

∫Ｔ
Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

｜ ｕ － τ ｜ ２Ｈ－２ｄｕｄτ ＝

　 　 　 　 １
ａ（ｘ）

∫Ｔ
Ｔ－１ ／ ａ（ｘ）

｜ ｕ － τ ｜ ２Ｈ－２ｄτ ≲ １
ａＨ（ｘ）

．

因此

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
≲ １

ａ（ｘ）
＋ １
ａＨ（ｘ）

≲ １
ａＨ（ｘ）

．

情形 ２　 若 ０ ＜ ａ（ｘ） ≤ １ ／ Ｔ２， 当 Ｈ ∈ （０，１ ／ ２） 时，根据式（４）及 ＫＨ（Ｔ，τ） 大于 ０，并注意到积分∫Ｔ
τ
（ｕ －

τ） Ｈ－３ ／ ２ｄｕ 的奇异性，计算可得

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
＝
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　 　 　 　 ∫Ｔ
０

ＫＨ（Ｔ，τ）ｅ
－ａ（ｘ）（Ｔ－τ） ＋ ∫Ｔ

τ
(∫

Ｔ－τ

Ｔ－ｕ ｅ －ａ（ｘ） ｓ

－ ａ（ｘ）
ｄｓ )ＣＨ

ｕ
τ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｈ－１ ／ ２

（ｕ － τ） Ｈ－３ ／ ２ｄｕé

ë
êê

ù

û
úú

２

ｄτ ≥

　 　 　 　 ∫Ｔ
０

ＫＨ（Ｔ，τ）ｅ
－１ ／ Ｔ ＋ ∫Ｔ

τ
Ｔ２ｅ －１ ／ ＴＣＨ

ｕ
τ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｈ－１ ／ ２

（ｕ － τ） Ｈ－１ ／ ２ｄｕé

ë
êê

ù

û
úú

２

ｄτ ＝ ｃ４ ＞ ０．

对于 Ｈ ＝ １ ／ ２， 利用 Ｉｔô 等距公式（５）易得

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
＝ ∫Ｔ

０
ｅ －２ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄτ ≥ Ｔｅ －２ ／ Ｔ ＝ ｃ５ ＞ ０．

对于 Ｈ ∈ （１ ／ ２，１）， 利用公式（６）并进行简单的计算可得

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
≥ αＨｅ

－２ ／ Ｔ∫Ｔ
０
∫Ｔ

０
｜ ｕ － τ ｜ ２Ｈ－２ｄｕｄτ ＝

　 　 　 　 ２αＨｅ
－２ ／ Ｔ∫Ｔ

０
∫
ｕ

Ｔ
（τ － ｕ） ２Ｈ－２ｄｕｄτ ＝

αＨ

Ｈ（２Ｈ － １）
ｅ －２ ／ ＴＴ２Ｈ ＝ ｃ６ ＞ ０．

综合本小节的推导以及 ３．１ 小节中的式（１７）—（１９），我们得到以下定理．
定理 ３　 对于任意的 ａ（ｘ）， 有估计式

　 　 ∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｈ（τ）ｄτ ≲ １

ａ（ｘ）
．

对于 ａ（ｘ） ≥ １ ／ Ｔ２， 有

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
≲ １

ａＨ（ｘ）
；

对于 ａ（ｘ） ＜ ０ 或 ０ ＜ ａ（ｘ） ≤ １ ／ Ｔ２，存在一个与 ｘ 无关的正常数 Ｃ， 使得

　 　 Ｅ (∫Ｔ
０
ｅ －ａ（ｘ）（Ｔ－τ）ｄＢＨ（τ） )

２
≥ Ｃ ．

注 ２　 由定理 ３ 可知，当 ａ（ｘ） ＜ ０ 或 ０ ＜ ａ（ｘ） ≤ １ ／ Ｔ２ 时，由式（１５）反演 ψ２（ｘ） 是稳定的；当 ａ（ｘ） 趋于 ∞ 时，由式（１４）
反演 φ（ｘ） 和由式（１５） 反演 ψ２（ｘ） 都是不稳定的．

４　 结　 　 论

本文讨论了一类随机微分方程的反源问题，根据方程的温和解，讨论了正问题的适定性．利用温和解的

统计性质，根据 Ｔ时刻的数据反演方程的源项，证明了源项反演的唯一性，并分析了关于源项 φ（ｘ） 和 ψ ２（ｘ）
反演的稳定性情况．后面我们将进一步考虑相应的数值结果．
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