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摘要：　 非规则颗粒材料广泛地存在于自然界和工业生产中，其复杂的几何形态对力学性质有显著的影响．为构建

更接近真实颗粒形态的理论模型，以扩展多面体为基本单元，发展了扩展多面体组合单元．为验证扩展多面体组合

单元的可靠性，分别对凸形三棱柱单元、凹形正倒锥体单元在平底漏斗中的卸料过程进行了离散元模拟，并与试验

结果进行比较分析，得到其具有较好的一致性．在此基础上，对不同形态的组合单元进行堆积和卸料离散元模拟，研
究了颗粒形状对堆积分数、卸料流量和休止角的影响．结果表明，颗粒形状越复杂，颗粒之间的互锁效应越显著，颗
粒系统更加稳定．扩展多面体组合单元的有效应用，为离散元数值模拟描述任意形态颗粒材料提供了一种新的构建

方法．
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０　 引　 　 言

离散单元法（ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ）能全面反应颗粒材料的宏微观力学特性，是预测颗粒材料力学行

为的有效工具［１⁃３］ ．由于球形颗粒具有易于构造、接触判断简单等优点，常被用于离散元数值模拟［４⁃８］ ．然而，
自然界与工业生产中的碎砾石、泥沙和道砟等真实颗粒的形态往往都是非规则的、复杂的［９⁃１０］ ．颗粒形状对

颗粒系统的动力学行为影响很大［１１⁃１４］ ．与球形颗粒相比，非规则颗粒表面不平整、不连续，其流动状态也呈间

歇性流动［１５］ ．由于非规则颗粒之间容易形成互锁效应，阻碍颗粒的相对运动，其往往具有较大的空隙率和较

小的流动速度［１６］ ．同时，在颗粒堆积过程中，非规则颗粒的体积分数较小而休止角较大［１７］ ．从球形颗粒系统

中得到的结论难以直接、准确地应用到非规则颗粒系统上．因此，在离散元数值模拟中发展非规则颗粒的理

论模型是十分必要的．
为能更准确地模拟真实颗粒系统，各种非规则颗粒的构建方法不断被提出．由二次曲面函数可构造得到

椭球体单元，并且通过调整参数可得到二维圆盘、三维细长或扁平椭球体等不同形状颗粒［１８⁃１９］ ．超二次曲面

单元是椭球体单元的扩展，通过超二次曲面函数可构造出几何对称的颗粒单元，改变函数参数可获得具有不

同表面尖锐度和长宽比的圆柱体、椭球体等颗粒单元［２０⁃２２］ ．多面体单元是基于拓扑结构的颗粒单元，可表示

尖锐的角点和棱边，能很好地反映出自然界中颗粒材料的真实形态［２３⁃２４］ ．与多面体单元相比，扩展多面体单

元是基于 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 和定义由任意多面体和扩展球体构建而成的，通过改变扩展半径可得到具有不同表面

尖锐度的颗粒单元［２５⁃２６］ ．其避免了纯多面体难以直接通过几何元素判断接触的缺点，提高了接触搜索效

率［２７］ ．然而，这些颗粒模型只适用于构造凸形颗粒．近年来，针对凹形颗粒的离散元方法也在不断发展．Ｌｉ 等
用凹形函数确定心形颗粒形态，再通过网格法来确定颗粒之间的接触点，其计算效率随形状函数复杂度的增

加而降低［２８］ ．王嗣强等采用球谐函数描述了任意几何颗粒形态，运用基于水平集方法的任意形态接触算法

确定了颗粒间的接触方向和重叠量［２９］ ．Ｆｅｎｇ 将任意颗粒形态离散成一系列三角单元，通过能量守恒接触模

型确定颗粒之间的接触力、接触法向［３０⁃３１］ ．尽管上述构造方法均能有效描述任意形态的颗粒单元，但由于接

触计算的复杂性，导致离散元数值模拟时间大大增加．
为描述任意形态颗粒材料的几何构型，组合单元法被提出且不断完善发展［３２］ ．组合单元法可组合不同

数目的任意基本单元，且允许颗粒之间重叠，进而构造出不同形态的颗粒．组合方法的优势在于其接触判断

可简化为一系列简单的基本颗粒之间的接触判断［３３］ ．组合单元一直在不断地完善与发展，其组成基本颗粒

包括球体、椭球体、圆柱体和超二次曲面等．组合球体单元通过将一定数量的球体颗粒组合起来，构造出形状

复杂的非规则颗粒，因球体单元易于构造、接触判断简单等优点而最先发展并广泛应用［３４⁃３５］ ．组合椭球体单

元基于二次曲面函数，将若干个椭球体颗粒组合而成［３６］ ．与椭球体相比，组合单元更好地描述了颗粒形状的

不对称性，更加接近真实颗粒形态．组合超二次曲面单元基于超二次曲面方程，将多个超二次曲面单元进行

任意组合，且基本单元之间存在重叠量，可用于构造任意形态颗粒材料［３７］ ．
本文通过组合扩展多面体单元构造了形态各异的颗粒材料．采用背景网格法计算该模型的质量和转动

惯量，消除了颗粒间重叠带来的影响．将组合颗粒的接触判断转化为其基本颗粒之间的接触判断．通过不同

形态组合颗粒的堆积与卸料过程的离散元模拟，验证了该方法的可行性．

１　 基于扩展多面体组合单元的模型

基于组合离散元方法构建扩展多面体组合单元，采用背景网格法计算组合单元的质量特性，并将组合单

元间的接触问题简化为其基本单元间接触判断，最后对组合单元的平动与转动进行求解．
１．１　 基于 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 和的扩展多面体单元

Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 和理论最早由德国数学家 Ｈｅｒｍａｎ Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 提出，其在 Ｅｕｃｌｉｄ 几何空间中给定了两个空间
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体 Ａ 和 Ｂ， 将两个空间点集相叠加得到新的空间体集合，其表达式为［３８］

　 　 Ａ  Ｂ ＝ { ｘ ＋ ｙ ｜ ｘ ∈ Ａ， ｙ ∈ Ｂ } ， （１）
式中， ｘ 和 ｙ 分别为空间体 Ａ 和 Ｂ 对应的空间坐标．

依据 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 和的定义，将 Ａ 和 Ｂ 两个空间体设置为任意多面体和扩展球体，构建得到扩展多面体单

元［３９］ ．通过改变球体的扩展半径可构建具有不同粒子尖锐度的扩展多面体单元，如图 １ 所示．

图 １　 由不同扩展半径球体与多面体构造的扩展多面体单元

Ｆｉｇ． １　 Ｄｉｌａｔｅｄ ｐｏｌｙｈｅｄｒｏｎｓ ｃｏｍｐｏｓｅｄ ｏｆ ｖａｒｉｏｕｓ ｄｉｌａｔｅｄ ｓｐｈｅｒｅｓ ａｎｄ ｐｏｌｙｈｅｄｒｏｎｓ

１．２　 扩展多面体组合单元的构造

以往离散元方法主要集中在构造凸形颗粒单元［４０⁃４２］ ．为更准确地构建形状更为复杂的凹形颗粒，本文基

于组合离散元方法将多个不同形态的扩展多面体单元组合起来，且颗粒之间可存在一定重叠量，进而构造任

意形态的颗粒材料．不同颗粒形态的扩展多面体组合单元如图 ２ 所示．

图 ２　 不同形态的扩展多面体组合单元

Ｆｉｇ． ２　 Ｍｕｌｔｉ⁃ｄｉｌａｔｅｄ ｐｏｌｙｈｅｄｒｏｎ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉｏｕｓ ｓｈａｐｅｓ

１．３　 扩展多面体组合单元计算参数的确定

考虑组合单元由可重叠的任意扩展多面体颗粒组成，且基本颗粒单元之间可存在较大的重叠量．颗粒之

间的重叠会导致质量特性的重复计算，不宜准确得到组合单元的运动信息．为此，本文采用背景网格法计算

组合单元的质量、质心和转动惯量，以避免重复计算带来的影响［３７］，如图 ３ 所示．

图 ３　 基于背景网格法的组合单元质量和惯性矩计算

Ｆｉｇ． ３　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｓｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉ⁃ｄｉｌａｔｅｄ ｐｏｌｙｈｅｄｒｏｎｓ

通过组合单元所在空间位置确定网格的计算区域，并沿计算区域的 ３ 个方向进行划分，由此得到多个微

单元．空间网格越多，微单元越小，计算精度越高．根据每个微单元网格质心是否在组合单元内来判断有效微

单元网格的数量，通过叠加有效微单元网格的质量得到组合单元质量，其表达式为
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　 　 ｍ ＝ ∑
Ｎｚ

ｎｚ ＝ １
∑
Ｎｙ

ｎｙ ＝ １
∑
Ｎｘ

ｎｘ ＝ １
ρｌｎｘ ｌｎｙ ｌｎｚ， （２）

式中， ｍ 为组合单元质量； ρ 为密度； Ｎｘ，Ｎｙ 和 Ｎｚ 分别为 ｘ，ｙ 和 ｚ 方向上有效微单元网格的数量； ｌｎｘ，ｌｎｙ 和 ｌｎｚ
分别为微单元在 ｘ，ｙ 和 ｚ 方向上的边长．

组合单元的质心可写作

　 　 Ｃｘ ＝
１
ｍ∑

Ｎｚ

ｎｚ ＝ １
∑
Ｎｙ

ｎｙ ＝ １
∑
Ｎｘ

ｎｘ ＝ １
ρｌｎｘ ｌｎｙ ｌｎｚｘｇ， （３）

　 　 Ｃｙ ＝
１
ｍ∑

Ｎｚ

ｎｚ ＝ １
∑
Ｎｙ

ｎｙ ＝ １
∑
Ｎｘ

ｎｘ ＝ １
ρｌｎｘ ｌｎｙ ｌｎｚｙｇ， （４）

　 　 Ｃｚ ＝
１
ｍ∑

Ｎｚ

ｎｚ ＝ １
∑
Ｎｙ

ｎｙ ＝ １
∑
Ｎｘ

ｎｘ ＝ １
ρｌｎｘ ｌｎｙ ｌｎｚｚｇ， （５）

式中， Ｃｘ，Ｃｙ 和 Ｃｚ 分别为组合单元质心在 ｘ，ｙ和 ｚ方向上的坐标位置； ｘｇ，ｙｇ 和 ｚｇ 分别为微单元网格在 ｘ，ｙ和
ｚ 方向上的中心坐标位置．

组合单元的惯性张量可写作

　 　 Ｉｘｘ ＝ ∑
Ｎｚ

ｎｚ ＝ １
∑
Ｎｙ

ｎｙ ＝ １
∑
Ｎｘ

ｎｘ ＝ １
ρｌｎｘ ｌｎｙ ｌｎｚ［（ｙｇ － Ｃｙ） ２ ＋ （ ｚｇ － Ｃｚ） ２］， （６）

　 　 Ｉｙｙ ＝ ∑
Ｎｚ

ｎｚ ＝ １
∑
Ｎｙ

ｎｙ ＝ １
∑
Ｎｘ

ｎｘ ＝ １
ρｌｎｘ ｌｎｙ ｌｎｚ［（ｘｇ － Ｃｘ） ２ ＋ （ ｚｇ － Ｃｚ） ２］， （７）

　 　 Ｉｚｚ ＝ ∑
Ｎｚ

ｎｚ ＝ １
∑
Ｎｙ

ｎｙ ＝ １
∑
Ｎｘ

ｎｘ ＝ １
ρｌｎｘ ｌｎｙ ｌｎｚ［（ｘｇ － Ｃｘ） ２ ＋ （ｙｇ － Ｃｙ） ２］， （８）

　 　 Ｉｘｙ ＝ Ｉｙｘ ＝ － ∑
Ｎｚ

ｎｚ ＝ １
∑
Ｎｙ

ｎｙ ＝ １
∑
Ｎｘ

ｎｘ ＝ １
ρｌｎｘ ｌｎｙ ｌｎｚ（ｘｇ － Ｃｘ）（ｙｇ － Ｃｙ）， （９）

　 　 Ｉｘｚ ＝ Ｉｚｘ ＝ － ∑
Ｎｚ

ｎｚ ＝ １
∑
Ｎｙ

ｎｙ ＝ １
∑
Ｎｘ

ｎｘ ＝ １
ρｌｎｘ ｌｎｙ ｌｎｚ（ｘｇ － Ｃｘ）（ ｚｇ － Ｃｚ）， （１０）

　 　 Ｉｙｚ ＝ Ｉｚｙ ＝ － ∑
Ｎｚ

ｎｚ ＝ １
∑
Ｎｙ

ｎｙ ＝ １
∑
Ｎｘ

ｎｘ ＝ １
ρｌｎｘ ｌｎｙ ｌｎｚ（ｙｇ － Ｃｙ）（ ｚｇ － Ｃｚ） ． （１１）

１．４　 组合单元的接触判断

接触判断是离散元数值模拟的一个重要环节，对计算效率有很大的影响．这里采用二阶多面体扩展函数

与球面函数加权求和的方法得到扩展多面体的包络函数， 从而将扩展多面体间的接触问题转化为两个包络

函数之间的优化问题．通过求解优化问题快速确定颗粒间的接触法向和重叠量，有效地提高了扩展多面体单

元的接触搜索效率［４３］ ．该包络函数的归一化形式为

　 　 ｆ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ （１ － ｋ） ∑
Ｎ

ｉ ＝ １

〈ａｉｘ ＋ ｂｉｙ ＋ ｃｉｚ － ｄｉ〉 ２

ｒ２
－ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｋ

ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２

Ｒ２
－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１２）

式中， ｋ 为颗粒光滑度系数， Ｒ 为球面函数的半径．
优化模型的表达式为：

　 　
ｄｅｓｉｇｎ ｖａｒｉａｂｌｅ：　 　 　 （ｘ，ｙ，ｚ），
ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ： ｆＡ（ｘ，ｙ，ｚ） ＋ ｆＢ（ｘ，ｙ，ｚ），
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ： ｆＡ（ｘ，ｙ，ｚ） － ｆＢ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（１３）

式中， ｆＡ 和 ｆＢ 分别为两个基本单元的包络函数．
由包络函数构造的扩展多面体颗粒需要满足严格凸形的条件［４４］，而扩展多面体组合单元形态往往是不

规则的、凹形的．但事实上，已证明了两个组合单元之间的接触重叠，至少存在一对基本单元相互接触［３３］ ．因
此，两个组合单元之间的接触问题可转化为其基本单元即扩展多面体颗粒之间的接触问题．组合单元可采用

与扩展多面体颗粒相同的接触判断方法．图 ４ 为两个相互接触的组合单元．
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图 ４　 扩展多面体组合单元间的接触判断

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｄｅｔｅｃｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｍｕｌｔｉ⁃ｄｉｌａｔｅｄ ｐｏｌｙｈｅｄｒｏｎｓ

１．５　 扩展多面体组合单元的运动

１．５．１　 组合单元合力、合力矩计算

组合单元的运动可分为平动和转动两部分，根据 Ｎｅｗｔｏｎ 第二定律列出其运动方程如下：

　 　 ｍ ｄｖ
ｄｔ

＝ ∑Ｆ ＋ ｍｇ， （１４）

　 　 Ｉ ｄω
ｄｔ

＝ ∑Ｍ， （１５）

式中， ｍ，Ｉ 分别为组合单元的质量和惯性张量； ｄｖ ／ ｄｔ，ｄω ／ ｄｔ 分别为组合单元的加速度和角加速度； ∑Ｆ，

∑Ｍ 分别为组合单元的合力和合力矩； ｇ 为重力加速度．

由此组合单元之间的接触已转换为其基本单元之间的接触．组合单元的接触力、力矩是在其基本单元接

触力、力矩计算的基础上再进行计算．这里采用非线性接触力模型简化基本单元之间的接触力计算，法向接

触力 Ｆｎ 由弹性接触力 Ｆｅ
ｎ 和黏滞力 Ｆｖ

ｎ 组成，可表示为［４５］

　 　 Ｆｎ ＝ Ｆｅ
ｎ ＋ Ｆｖ

ｎ ＝ ｋｎδ ３ ／ ２
ｎ δ ３ ／ ２ ＋ ｃｎ δ ｎ δ ｎ， （１６）

式中， ｋｎ 为法向接触刚度，且 ｋｎ ＝ ４Ｅ∗ Ｒ∗ ／ ３； δ ｎ 为颗粒间法向接触重叠量； δ ｎ 为法向相对速度； ｃｎ 为法向

阻尼系数，且ｃｎ ＝ ζ ｎ ｍＡＢ ｋｎ ， ｍＡＢ 为等效质量， ζ ｎ 为无量纲阻尼系数，且 ζ ｎ ＝ － ｌｎ ｅ ／ π ２ ＋ （ｌｎ ｅ） ２ ，ｅ 为回弹

系数．
切向接触力 Ｆｔ 由弹性接触力 Ｆｅ

ｔ 和黏滞力 Ｆｖ
ｔ 组成，可表示为［４５］

　 　 Ｆｔ ＝ Ｆｅ
ｔ ＋ Ｆｖ

ｔ ＝ μ Ｆｅ
ｎ １ － １ －

δ ｔ

δ ｍａｘ
ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３ ／ ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ ｃｔ

６μｍＡＢ Ｆｅ
ｎ １ － δ ｔ ／ δ ｍａｘ

ｔ

δ ｍａｘ
ｔ

δ ｔ， （１７）

式中， μ 为摩擦因数； δ ｔ 为切向重叠量； δ ｍａｘ
ｔ 为最大切向重叠量，且 δ ｍａｘ

ｔ ＝ μδ ｎ（２ － ν） ／ （２ － ２ν）；δ ｔ 为切向相

对速度； ｃｔ 为切向阻尼系数，且 ｃｔ ＝ ｃｎ ／ （２（１ ＋ ν）） ．

对于组合单元来说，合力 ∑Ｆ 和合力矩 ∑Ｍ 的计算是将所有基本单元的接触力、接触力矩进行叠加．

将作用在基本单元上的接触力相对于组合单元质心进行累加．
１．５．２　 组合单元的平动与转动

组合单元所在空间坐标系可分为整体坐标系（Ｇ）和以组合单元质心为原点的全局坐标系（ＧＬ）和局部

坐标系（Ｂ）．组合单元平动时，局部坐标系（Ｂ）随之发生平动，其动力学方程可写作

　 　 ａｋ＋１ ＝ Ｆｋ＋１ ／ ｍ， （１８）

　 　 ｖｋ＋１ ＝ ｖｋ ＋ １
２
（ａｋ ＋ ａｋ＋１）·Δｔ， （１９）

　 　 ｘｋ＋１ ＝ ｘｋ ＋ ｖｋ＋１·Δｔ ＋ １
２

ａｋ·Δｔ２， （２０）
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式中， Ｆ，ａ 和 ｖ 分别为组合单元的合力、加速度和速度； ｘ 为组合单元的位置信息； ｋ，ｋ ＋ １ 分别表示当前时

刻和下一时刻，其间隔用 Δｔ 表示．
组合单元是一个刚体，所有基本单元与组合单元之间的相对位置都是恒定的．因此，通过更新组合单元

的坐标位置与所有基本单元和组合单元的相对位置，就可以得到所有基本单元的位置信息，可表示为

　 　 ｘｋ＋１
ｉ ＝ ｘｋ＋１ ＋ Δｘｋ＋１

ｉ ， （２１）
式中， ｉ 为基本单元的编号， ｘｉ 为下一时刻第 ｉ 个基本单元位置信息； Δｘｉ 为第 ｉ 个基本单元与其组合单元质

心的相对位置．
组合单元转动时其运动可视为局部坐标系（Ｂ）在全局坐标系（ＧＬ）下的运动．局部坐标系下的坐标 ｅＢ 与

全局坐标系下的坐标 ｅＧＬ， 其转换关系可表示为

　 　 ｅＢ ＝ Ｒ·ｅＧＬ， （２２）
式中， Ｒ 为转换矩阵，可由四元数 ｑ（ｑ０，ｑ１，ｑ２，ｑ３） 求得，其可写作

　 　 Ｒ ＝

ｑ２
０ ＋ ｑ２

１ － ｑ２
２ － ｑ２

３ ２（ｑ１ ｑ２ ＋ ｑ０ ｑ３） ２（ｑ１ ｑ３ － ｑ０ ｑ２）

２（ｑ１ ｑ２ － ｑ０ ｑ３） ｑ２
０ － ｑ２

１ ＋ ｑ２
２ － ｑ２

３ ２（ｑ２ ｑ３ ＋ ｑ０ ｑ１）

２（ｑ１ ｑ３ ＋ ｑ０ ｑ２） ２（ｑ２ ｑ３ － ｑ０ ｑ１） ｑ２
０ － ｑ２

１ － ｑ２
２ ＋ ｑ２

３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （２３）

作用在组合单元上的合力矩 Ｍ 在局部坐标系下可表示为 ＭＢ ＝ Ｒ·Ｍ ．根据组合单元转动的动力学方程

可求得下一时刻局部坐标系下组合单元的角速度，即

　 　 ω ｋ＋１
Ｂｘ ＝ ω ｋ

Ｂｘ ＋
［Ｍｋ

Ｂｘ ＋ （ Ｉｙｙ － Ｉｚｚ） ω ｋ
Ｂｙ ω ｋ

Ｂｚ］ｄｔ
Ｉｘｘ

， （２４）

　 　 ω ｋ＋１
Ｂｙ ＝ ω ｋ

Ｂｙ ＋
［Ｍｋ

Ｂｙ ＋ （ Ｉｚｚ － Ｉｘｘ） ω ｋ
Ｂｚ ω ｋ

Ｂｘ］ｄｔ
Ｉｙｙ

， （２５）

　 　 ω ｋ＋１
Ｂｚ ＝ ω ｋ

Ｂｚ ＋
［Ｍｋ

Ｂｚ ＋ （ Ｉｘｘ － Ｉｙｙ） ω ｋ
Ｂｘ ω ｋ

Ｂｙ］ｄｔ
Ｉｚｚ

， （２６）

式中， {ＭＢ
ｘ ，ＭＢ

ｙ ，ＭＢ
ｚ } Ｔ ＝ ＭＢ 是局部坐标系下单元所受的力矩； {ωＢ

ｘ ，ωＢ
ｙ ，ωＢ

ｚ } Ｔ ＝ ωＢ 是局部坐标系下单元的

角速度； Ｉｘｘ，Ｉｙｙ 和 Ｉｚｚ 分别表示三个轴向的转动惯量； ｄｔ 为时间间隔．
由式（２４）—（２６）求得下一时刻局部坐标系下组合单元转速，然后再对组合单元四元数进行更新，即

　 　

ｑ０

ｑ１

ｑ２

ｑ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ｋ＋１

＝

ｑ０

ｑ１

ｑ２

ｑ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ｋ

＋ １
２

ｄｔ

ｑ０ － ｑ１ － ｑ２ － ｑ３

ｑ１ ｑ０ － ｑ３ ｑ２

ｑ２ ｑ３ ｑ０ － ｑ１

ｑ３ － ｑ２ ｑ１ ｑ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ｋ ０
ωＢ

ｘ

ωＢ
ｙ

ωＢ
ｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ｋ＋１

． （２７）

随后，将更新后的四元数再次代入方程 （２３）中，计算得到下一时刻的转换矩阵．通过更新后的转化矩阵

将局部坐标系下组合单元的角速度转化为全局坐标系下的转速．

２　 扩展多面体组合单元运动过程的离散元分析

通过与已有文献的结果对比了两类组合单元的卸料过程，验证了该模型的有效性．其次，模拟不同形态

单元的堆积、卸料过程，并分析颗粒形状对体积分数、卸料流量和配位角的影响．
２．１　 颗粒材料在平底漏斗中卸料过程的离散元分析

为验证扩展多面体组合单元的有效性，并与已有文献结果进行对比［４６］ ．本文选取了文献［４６］中的两类

单元，分别模拟其在长方形平底漏斗中的卸料过程．图 ５ 中的这两类单元分别是由一个基本颗粒构成的凸形

三棱柱单元和由两个基本颗粒构成的凹形正倒锥体单元，其可看作是在凸形三棱锥单元基础上将其两个矩

形面旋转 ４５°得到．
长方形平底漏斗几何形状如图 ６ 所示，其长、宽、高分别为 ０．１４ ｍ，０．０５ ｍ 和 ０．４ ｍ，漏斗挡板尺寸为 ０．０４

ｍ×０．０５ ｍ ．这里选取 ６００ 个蓝色颗粒和 ４００ 个红色颗粒，并将其划分为 ５ 层，以便更好地观察颗粒的堆积和
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卸料过程．表 １ 给出了数值模拟中的主要计算参数，包括颗粒的特定参数和一般模拟参数［４６ ］ ．初始时漏斗中

放置挡板，所有颗粒具有随机位置和空间方位，在重力作用下自由下落堆积．当颗粒堆积稳定后撤去挡板，完
成漏斗卸料过程．

图 ５　 凸形三棱柱单元和凹形正倒锥体单元

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｘ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｐｒｉｓｍ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｃａｖｅ ｕｐｗａｒｄ⁃ｄｏｗｎｗａｒｄ ｃｏｎｉｃａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ

图 ６　 平底漏斗几何形状（单位： ｍ）
Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｓｈａｐｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌａｔ ｂｏｔｔｏｍ ｈｏｐｐｅｒ （ｕｎｉｔ： ｍ）

表 １　 两种扩展多面体组合单元的主要计算参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｊｏｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｎｄ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｐｒｉｓｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｕｐｗａｒｄ⁃ｄｏｗｎｗａｒｄ ｃｏｎｉｃａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓｙｍｂｏｌ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｐｒｉｓｍ ｅｌｅｍｅｎｔ ｕｐｗａｒｄ⁃ｄｏｗｎｗａｒｄ ｃｏｎｉｃａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ

ｅｌｅｍｅｎｔ ｍａｓｓ ｍ ／ ｇ ０．３４６ ９ ０．３４７ ０

ｄｅｎｓｉｔｙ ρ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） ６５２ １ ２８３

ｄｉｌａｔｉｎｇ ｒａｄｉｕｓ ｒ ／ ｍｍ ０．１ ０．１

ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ μ ０．３ ０．３

Ｙｏｕｎｇ’ｓ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ ／ ＧＰａ １．０ １．０

Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ ν ０．３ ０．３

　 　 将两种组合单元模拟平底卸料过程所得结果与相关试验以及离散元模拟结果［４６］ 进行比较分析，如图

７、图 ８ 所示．在三棱柱单元的模拟中，组合单元的流动从中间向边缘发展，组合单元逐渐呈 Ｖ 型流动．这主要

是由于漏斗中心的颗粒速度要高于两侧边壁的颗粒速度．已有的试验和模拟中分别在 １．６ ｓ 和 ２．４ ｓ 时形成

准稳定拱门，但在大多数情况下这些准稳定拱门最终会坍塌［４６］ ．而在本文的模拟中，首先在 １．６ ｓ 处观察到

准稳定拱门的形成，而后拱门坍塌，漏斗继续卸料，２．４ ｓ 时再次形成准稳定拱门．这主要是因为凸形颗粒的

流动是连续的，也更容易滑动和转动，不能像凹形颗粒一样互锁形成稳定的拱形结构．而对于凹形正倒锥体

单元，在已有的试验、模拟以及本文的数值模拟中均在 ０．８ｓ 处形成稳定的拱形结构，且在整个模拟过程中拱

形结构保持稳定．这主要是因为凹形颗粒之间的互锁结构阻碍了组合颗粒的连续流动．其次，靠近边壁的凹

形颗粒更容易形成互锁效应，从而形成更为稳定的拱形结构．
为进一步验证本文离散元方法的可靠性，下面将卸料过程的流量进行对比分析．文献［４６］共进行了 ２０

次试验和 ５ 次数值模拟，其中 ２０ 次试验的结果存在一定差异，这主要是由于颗粒材料的初始排列状态具有
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很强的随机分布规律，导致最终堆积状态不同，这会对卸料结果产生一定影响［４６］ ．图 ９ 为平底漏斗卸料过程

中剩余颗粒比例随时间的变化情况，在此给出了文献［４６］２０ 次试验结果的上下限和一次数值模拟的结果．
可以看到，对于凸形三棱柱单元，本文模拟结果在文献［４６］试验结果的区域范围内，且与离散元模拟结果在

趋势上是一致的．此外，本文模拟结果与文献［４６］的模拟结果最终剩余颗粒比例相近，不同的是开始时本文

模拟漏斗卸料速度更快．这主要是因为在本次模拟中我们选择的基本单元为扩展多面体单元，即使给定的扩

展半径很小，但其较多面体而言，颗粒表面更为光滑，颗粒也更易流动．

图 ７　 凸形三棱柱单元卸料过程的离散元模拟与试验对比

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｘ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｐｒｉｓｍ ｅｌｅｍｅｎｔ’ｓ ｄｉｓｃｈａｒｇｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＤＥＭ
ａｎｄ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ

图 ８　 凹形正倒锥体单元卸料过程的离散元模拟与试验对比

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｃｏｎｃａｖｅ ｕｐｗａｒｄ⁃ｄｏｗｎｗａｒｄ ｃｏｎｉｃａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ’ｓ ｄｉｓｃｈａｒｇｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ＤＥＭ ａｎｄ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．
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（ａ） 凸形三棱柱单元 （ｂ） 凹形正倒锥体单元

（ａ） Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｘ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｐｒｉｓｍ ｅｌｅｍｅｎｔ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｏｎｃａｖｅ ｕｐｗａｒｄ⁃ｄｏｗｎｗａｒｄ ｃｏｎｉｃａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ
图 ９　 卸料过程漏斗剩余颗粒比例随时间变化

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｆｒａｃｔｉｏｎｓ ｄｕｒｉｎｇ ｈｏｐｐｅｒ ｄｉｓｃｈａｒｇｅ

对于凹形正倒锥体单元，本文模拟所得结果与文献［４６］的试验、离散元模拟结果在趋势上一致，且其位

于试验结果的区域范围内．显然，在最终稳定状态下平底漏斗中剩余颗粒比例与已有试验结果上限相近．从
整体上看，本文模拟结果与文献［４６］的试验和离散元模拟结果是一致的．
２．２　 颗粒材料堆积过程的离散元模拟

通过组合扩展多面体颗粒构造 ６ 种不同形态的组合单元，如图 １０ 所示，其中 Ｌ，Ｗ 和 Ｈ 分别表示颗粒的

长、宽和高，这里取 Ｌ ＝ １００ ｍｍ， Ｗ ＝ ３０ ｍｍ， Ｈ ＝ １８０ ｍｍ ．采用 ４ ０００ 个颗粒材料进行堆积过程的离散元模

拟，其主要计算参数列于表 ２ 中．

图 １０　 不同形态的扩展多面体组合单元

Ｆｉｇ． １０　 Ｍｕｌｔｉ⁃ｄｉｌａｔｅｄ ｐｏｌｙｈｅｄｒｏｎｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉｏｕｓ ｓｈａｐｅｓ

表 ２　 扩展多面体组合单元的主要几何和物理参数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｍａｊｏｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｎｄ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ｄｉｌａｔｅｄ ｐｏｌｙｈｅｄｒｏｎｓ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ

ｄｅｎｓｉｔｙ ρ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） ２ ５００ Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ ν ０．３

Ｙｏｕｎｇ’ｓ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ ／ ＧＰａ １０ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ μ ０．３

ｄｉｌａｔｉｎｇ ｒａｄｉｕｓ ｒ ／ ｍ ０．０２ ｒｅｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ η ０．３

　 　 长方体容器的长、宽和高分别为 Ｌ０ ＝ １．８ ｍ， Ｗ０ ＝ １．８ ｍ 和 Ｈ０ ＝ ５．０ ｍ ．初始时刻，所有组合单元具有随机

位置和空间方位，且组合单元之间无重叠，在重力作用下下落堆积．下落一段时间后，组合单元保持静止，形
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成稳定的颗粒床，如图 １１ 所示，其中颗粒颜色表示其距离底部的距离．颗粒形状对堆积分数的影响如图 １２
所示．不同颗粒之间堆积密度大不相同，其中 Ｏ 形颗粒较其他颗粒具有更高的堆积密度和更低的孔隙率．这
主要是由于 Ｏ 形构造使得其空心部分位于颗粒中间，难以与其他颗粒勾结互锁，颗粒更容易发生相对滑动

和转动．其次，Ｔ 形、Ｚ 形和 Ｋ 形相比于 Ａ 形和 Ｃ 形有更高的堆积密度和更低的孔隙率．这主要是由于 Ａ 形、Ｃ
形相较于 Ｔ 形、Ｚ 形和 Ｋ 形的空心部分更大，其更容易与多个颗粒产生显著的互锁效应，使得颗粒之间难以

发生相对运动．由此可见，颗粒形状对颗粒床的堆积密度有显著影响，且随颗粒形状复杂度的增加，颗粒的体

积分数不断降低．

图 １１　 扩展多面体组合单元形成的稳定颗粒床

Ｆｉｇ． １１　 Ｓｔａｂｌｅ ｇｒａｎｕｌａｒ ｂｅｄｓ ｃｏｍｐｏｓｅｄ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ｄｉｌａｔｅｄ ｐｏｌｙｈｅｄｒｏｎｓ

图 １２　 颗粒形状对堆积分数的影响

Ｆｉｇ． １２　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｐｉｌｉｎｇ ｆｒａｃｔｉｏｎ

２．３　 颗粒材料卸料过程的离散元模拟

通过不同扩展多面体颗粒可构造形态各异的组合单元，其颗粒形态将影响流动行为．这里采用扩展多面

体的不同组合形式构造 ４ 种组合单元，组合单元总数为 ４ ０００，其长、宽和高均相同，分别为 Ｌ ＝ １ ｍ，Ｗ ＝ １ ｍ，
Ｈ ＝ １ ｍ ．初始时刻，组合颗粒在上部漏斗中进行堆积，形成稳定床后，采用 ３ 种颜色按照高度对颗粒床均匀

地划分为 ３ 层（蓝色、绿色和红色）．颗粒床堆积稳定后，将上部漏斗的孔口打开，颗粒开始卸料．图 １３ 显示了

不同时刻颗粒的卸料过程．颗粒尺寸较大且凹形颗粒之间易形成互锁结构阻碍颗粒流动，因此，将上部漏斗

的孔口尺寸设置偏大， Ｌ１ ＝ Ｗ１ ＝ ８ ｍ ．其中， Ｌ０ ∶ Ｗ０ ∶ Ｈ０ ＝ ２ ∶ ２ ∶ １， 如图 １４ 所示．漏斗孔口打开后底层蓝色

颗粒全部流出，颗粒逐渐呈 Ｖ 型流动，这主要是由于漏斗中心的颗粒速度高于靠近边壁的颗粒速度．凹形颗
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粒之间易形成互锁结构，颗粒不易滑动和滚动，因此在卸料结束后颗粒出现明显的分层图案．

图 １３　 不同时刻下组合单元的卸料过程

Ｆｉｇ． １３　 Ｄｉｓｃｈａｒｇｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ｄｉｌａｔｅｄ ｐｏｌｙｈｅｄｒｏｎｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

图 １４　 卸料漏斗的几何尺寸

Ｆｉｇ． １４　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｓｈａｐｅ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｐｐｅｒ ｍｏｄｅｌ

不同颗粒形状所对应的卸料流量和休止角影响如图 １５ 所示．在卸料过程中，空心体组合单元具有最快

９７７第 ７ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 李典哲，等： 基于扩展多面体组合单元的非规则颗粒材料离散元方法



的流动速率且最先完成卸料过程，而扭王字组合单元具有最慢的流动速率．卸料完成后，组合单元在漏斗底

部保持静止，形成稳定的堆积床．其中，空心体组合单元具有最小的休止角，而扭王字组合单元具有最大的休

止角．这主要是因为颗粒材料形状的复杂度显著影响颗粒的堆积和卸料过程，凹形颗粒形状越复杂，颗粒之

间的互锁效应越明显，颗粒之间越不容易滑动和相对转动．

（ａ） 卸料流量 （ｂ） 休止角

（ａ） Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｆｌｏｗ ｒａｔｅ （ｂ） Ｔｈｅ ａｎｇｌｅ ｏｆ ｒｅｐｏｓｅ

图 １５　 颗粒形状对流动和堆积特性的影响

Ｆｉｇ． １５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｐａｃｋｉｎｇ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ

３　 结　 　 论

本文以 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 和方法构造的扩展多面体颗粒为基本单元，基于组合单元方法提出了一种任意形态

扩展多面体组合模型．为验证该模型的准确性，分别模拟了凸形三棱柱单元、凹形正倒锥体单元在平底漏斗

中的卸料过程，并与已有试验结果进行了对比验证．基于组合方法构造了形状各异的颗粒材料，并进行了试

验验证，包括下落堆积和动态漏斗卸料．此外，本文还研究了颗粒形状对堆积密度、卸料流量和休止角的影

响．计算结果表明，组合单元形状的复杂度显著影响颗粒材料的堆积与卸料，并且随着组合单元形状复杂度

的增加，颗粒的堆积密度与流动速率随之降低，而休止角随之增加．组合单元模型的有效应用，为任意形态颗

粒材料的离散元数值模拟提供了一种新思路．
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