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摘要：　 采用标量辅助变量（ｓｃａｌａｒ ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｖａｒｉａｂｌｅ， ＳＡＶ）方法结合重心插值配点法求解二维 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程．在时

间方向上分别采用 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式、二阶向后差分格式离散，空间方向上采用重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法离散，
建立了两种无条件能量稳定 ＳＡＶ 格式，并给出了重心插值配点格式的逼近性质．数值实验表明：两种 ＳＡＶ 配点格式

的时间收敛阶为二阶，并满足能量递减规律．与空间采用有限差分法离散对比，重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 配点格式具有指数收

敛的特性．

关　 键　 词：　 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程；　 重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法；　 ＳＡＶ 方法；　 能量稳定
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０　 引　 　 言

Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程是一类求解界面问题的数学模型，最早由 Ａｌｌｅｎ 和 Ｃａｈｎ［１］ 在 １９７９ 年引入，用来描述晶

体反相位边界的运动．此后，Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程在描述各类复杂现象中占据着重要地位，如图像处理［２］、晶体生

长［３］、平均曲率⁃流量［４］等．本文考虑如下的 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程：

　 　

∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

－ Δｕ（ｘ，ｔ） ＋ Ｆ′（ｕ（ｘ，ｔ）） ＝ ０，　 　 （ｘ， ｔ） ∈ Ω × （０，Ｔ］，

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｆ（ ｔ）， ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｇ（ ｔ）， （ｘ， ｔ） ∈ ∂Ω × （０，Ｔ］，
ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０（ｘ）， ｘ ∈ Ω，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１）

式中， ｕ（ｘ，ｔ） 是相场函数，Ｆ（ｕ） ＝ （ｕ２ － １） ２ ／ （４ε ２），ε ＞ ０ 是界面宽度参数，Ω ∈ ＲＲ ２ 是有界区域．
Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程可以视为自由能泛函的 Ｌ２ 梯度流［５］：

　 　 Ｅ（ｕ） ＝ ∫
Ω
Ｆ（ｕ） ＋ １

２
｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ ． （２）

将能量泛函 Ｅ（ｕ） 关于 ｔ 求导，可知 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程满足能量递减规律，即

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｅ（ｕ） ＝ ∫
Ω
（Ｆ′（ｕ）ｕｔ ＋ Ñｕ·Ñｕｔ）ｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ω
（Ｆ′（ｕ）ｕｔ － Δｕ·ｕｔ）ｄｘ ＝ － ∫

Ω
ｕ２
ｔ ｄｘ ≤ ０． （３）

Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程具有广泛的应用前景，但其解析解往往难以求出，因此许多学者致力于其数值模拟的研

究，提出了各种稳定高效的数值模拟方法．Ｚｈａｉ 等［６］采用紧致差分交替方向隐式（ＡＤＩ）方法求解高维 Ａｌｌｅｎ⁃
Ｃａｈｎ 方程；Ｗｅｎｇ 等［７］基于算子分裂法求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程，并给出了格式的稳定性分析；Ｌｉ 等［８］ 采用有限

元法建立 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的无条件能量稳定格式，并对数值格式进行了误差分析；Ｌｉａｏ 等在文献［９］中构建

了变步长的二阶向后差分格式（ＢＤＦ２） 来求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程； Ｌｉ 和 Ｓｏｎｇ 等［１０］采用非线性内罚间断 Ｇａｌｅｒ⁃
ｋｉｎ 有限元（ＩＰＤＧＦＥ）方法求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程，建立了时间二阶精度、能量稳定的高效数值格式； Ｌｉ 和 Ｊｕ
等［１１］提出了守恒型 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的极大值原理分析；汪精英等［１２］ 基于 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，结合谱方法和有限

差分法求解了分数阶 Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ 相场方程．
目前，无网格方法［１３⁃１４］逐渐引起学者们的关注，重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法是一种新型的无网格方法，由

Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值公式引入重心权推导而来，可以克服后者数值不稳定的缺陷．当节点数量增多时，采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ
插值公式来逼近函数时易出现 Ｒｕｎｇｅ 现象，节点适应性差；而重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值公式在选取特殊的节点时，
如 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 点族，具有优良的数值稳定性，解决了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值公式逼近函数时出现的震荡现象，提高了

节点的适应性．此外，重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法兼具精度高、编程简单、易于计算等优势．近年来，重心 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 插值配点法已被应用于求解各类问题，如平面弹性问题［１５］、Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程［１６］、 最优控制问题［１７］、Ａｌｌｅｎ⁃
Ｃａｈｎ 方程［１８］、 高维 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程［１９］等．尽管关于重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法数值应用的研究很多，但目

前该方法的收敛性分析、误差分析的理论工作还较少．最近，Ｙｉ 等［２０］提出了求解时间分数阶电报方程的重心

Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值方法，并给出了离散系统的误差分析．
近年来提出的标量辅助变量（ＳＡＶ）方法［２１⁃２５］ 是一种新型高效的处理非线性问题的策略．该方法基于

ＩＥＱ 格式改进，保留了 ＩＥＱ 格式的优势并克服其缺陷，为梯度流模型构建时间离散化方案提供了一种高效而

稳定的策略．ＳＡＶ 方法具备两大优势：一方面，ＳＡＶ 格式扩大了 ＩＥＱ 格式的使用范围，不再局限于非线性势函

数有下界的情形下使用；另一方面，ＳＡＶ 方法借助引入不依赖空间变量的辅助变量，在时间步只涉及到常系

数，构建线性无条件能量稳定的离散系统．目前，ＳＡＶ 方法已被应用于求解各种问题．Ｈｕａｎｇ 等［２２］为梯度流模

型提出了一种高效且准确的新型 ＳＡＶ 方法．Ｃｈｅｎｇ 等［２３］ 提出了广义 ＳＡＶ（Ｇ⁃ＳＡＶ）方法，该方法可保持原始

能量而非修改能量的无条件能量稳定，同时也能保持原始 ＳＡＶ 方法的基本优势．Ｌｉ 和 Ｓｈｅｎ［２４］基于 ＳＡＶ Ｆｏｕ⁃
ｒｉｅｒ 谱格式求解相场晶体方程，并给出了无条件能量稳定格式的误差分析．
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基于前人的工作，本文着重于空间离散，采用新型的重心插值配点格式来构建二维 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的

ＳＡＶ 无条件能量稳定数值格式．在时间方向上采用的离散方法是 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ（ＣＮ２）和 ＢＤＦ２．此外，给出了

重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点格式的逼近性质．为验证所提格式的高精度，将重心插值配点格式与有限差分格式进

行对比，数值算例验证了基于 ＳＡＶ 方法的重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 配点格式具有指数收敛的特性．

１　 重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法

本文采用一种新型的无网格方法———重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法，对空间方向进行离散．对于 Ｍ ＋ １ 个互

异节点 ｘｋ（ｋ ＝ ０，１，…，Ｍ），令函数 Ｖ（ｘ） 在节点 ｘｋ 处的函数值是 Ｖｋ，插值多项式 Ｐ（ｘ） 在离散节点 ｘｋ 处成立

Ｐ（ｘｋ） ＝ Ｖｋ ．
将多项式 Ｐ（ｘ） 改写成 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值形式：

　 　 Ｐ（ｘ） ＝ ∑
Ｍ

ｋ ＝ ０
Ｌｋ（ｘ）Ｖｋ，　 　 ｋ ＝ ０，１，…，Ｍ， （４）

式中， Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值基函数为

　 　 Ｌｋ（ｘ） ＝ ∏
Ｍ

ｉ≠ｋ
（ｘ － ｘｉ） ∏

Ｍ

ｉ≠ｋ
（ｘｋ － ｘｉ），　 　 ｉ ＝ ０，１，…，Ｍ ．

记 Ｌ（ｘ） ＝ （ｘ － ｘ０）（ｘ － ｘ１）…（ｘ － ｘＭ），则基函数Ｌｋ（ｘ） 的另一表达式为

　 　 Ｌｋ（ｘ） ＝ Ｌ（ｘ）
ｗｋ

ｘ － ｘｋ
，　 　 ｋ ＝ ０，１，…，Ｍ， （５）

式中，重心权 ｗｋ ＝ １ ∏ ｋ≠ｉ
（ｘｋ － ｘｉ） ．

将式（５）代入式（４），并令 Ｐ（ｘ） ＝ １， 可得

　 　 Ｐ（ｘ） ＝ Ｌ（ｘ）∑
Ｍ

ｋ ＝ ０

ｗｋ

ｘ － ｘｋ
Ｖｋ， １ ＝ Ｌ（ｘ）∑

Ｍ

ｋ ＝ ０

ｗｋ

ｘ － ｘｋ
． （６）

据上式，可推出重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值公式为

　 　 Ｐ（ｘ） ＝
∑
Ｍ

ｋ ＝ ０

ｗｋ

ｘ － ｘｋ
Ｖｋ

∑
Ｍ

ｋ ＝ ０

ｗｋ

ｘ － ｘｋ

∑
Ｍ

ｋ ＝ ０
α ｋ（ｘ）Ｖｋ ． （７）

令 Ｐ（ｘ） 关于 ｘ 求导，并在离散节点 ｘｉ 处成立，即

　 　 Ｐ（μ）（ｘｉ） ＝ ∑
Ｍ

ｋ ＝ ０
α （μ ）

ｋ （ｘｉ）Ｖｋ ∑
Ｍ

ｋ ＝ ０
Ｄ（μ）

ｉｋ Ｖｋ，　 　 μ ＝ １，２，…， （８）

式中， Ｄ（μ ）
ｉｋ 是微分矩阵的元素．由数学归纳法可知，μ 阶微分矩阵元素的递推公式［２６］如下：

　 　
Ｄ（μ）

ｉｋ ＝ μ（Ｄ（μ －１）
ｉｉ Ｄ（１）

ｉｋ － （Ｄ（μ －１）
ｉｋ ） ／ （ｘｉ － ｘｋ）），　 　 ｉ ≠ ｋ，

Ｄ（μ）
ｉｉ ＝ － ∑

Ｍ

ｋ ＝ ０，ｋ ≠ｉ
Ｄ（μ）

ｉｋ ．{ （９）

重心插值配点法在选取 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 点族时具有优良的数值稳定性，本文选取的节点和对应的重心权表

达式为

　 　 ｘｋ ＝ ｃｏｓ ｋ
Ｍ

πæ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｋ ＝ ０，１，…，Ｍ ． （１０）

　 　 ｗｋ ＝ （ － １） ｋδ ｋ， δ ｋ ＝
１
２
，　 　 ｋ ＝ ０ ｏｒ Ｍ，

１，　 　 ｏｔｈｅｒｓ ．

ì

î

í

ïï

ïï
（１１）

针对选取的第二类 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 点族，令空间 ｘ，ｙ 方向的节点数分别为 Ｍ，Ｎ ．类似上述推导过程，则二元
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函数 ｕ（ｘ，ｙ） 在张量型节点（ｘｋ，ｙ ｊ） 的重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值公式为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
Ｍ

ｋ ＝ ０
∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
α ｋ（ｘ） γ ｊ（ｙ）ｕ（ｘｋ，ｙ ｊ） ． （１２）

考虑 ｕ（ｘ，ｙ） 分别对变量 ｘ，ｙ 求二阶偏导数，即

　 　
ｕｘｘ（ｘ，ｙ） ＝ ∑

Ｍ

ｋ ＝ ０
∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
α″ｋ（ｘ）γ ｊ（ｙ）ｕ（ｘｋ，ｙ ｊ），

ｕｙｙ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
Ｍ

ｋ ＝ ０
∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
α ｋ（ｘ）γ″ｊ（ｙ）ｕ（ｘｋ，ｙ ｊ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１３）

２　 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的 ＳＡＶ 配点格式

２．１　 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ方程的离散格式推导

在本小节中，构造二维 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的全离散格式．应用 ＳＡＶ 策略，在时间方向采用 ＣＮ２ 格式离散，
空间方向采用重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点格式离散，建立时间二阶精度的 ＳＡＶ 数值格式，记为 ＣＮ２⁃ＢＬＩ ．为便于

分析，定义 （·，·） 和 ‖·‖ 分别表示 Ｌ２ 内积和 Ｌ２ 范数．
为构建 ＳＡＶ 方案，在 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程中引入变量 ω， 将式（１）改写为

　 　 ω ＝－ Δｕ ＋ Ｆ′（ｕ） ． （１４）

引入 ＳＡＶ 方案的辅助变量 Ｒ ＝ Ｅ１（ｕ） ， 则方程（１）可转换成如下系统：

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＝ － ω， （１５ａ）

　 　 ω ＝－ Δｕ ＋ Ｒ（ ｔ）
Ｅ１（ｕ）

Ｆ′（ｕ）， （１５ｂ）

　 　 Ｒ ｔ ＝
１

２ Ｅ１（ｕ）
∫
Ω
Ｆ′（ｕ） ∂ｕ

∂ｔ
ｄｘ， （１５ｃ）

其中 Ｅ１（ｕ） ＝ ∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ ＋ Ｃ１，Ｃ１ 是使得 Ｅ１（ｕ） ≥ ０ 成立的任意正常数．

分别将式（１５ａ）内积 ω、 式（１５ｂ）内积 ∂ｕ ／ ∂ｔ、 式（１５ｃ）乘以 ２Ｒ， 可得

　 　 ｄ
ｄｔ

１
２
‖ Ñｕ‖２ ＋ Ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －‖ω‖２ ≤ ０． （１６）

式（１６）表明修正能量 Ｅ（ｕ） ＝ （ｕ， － Δｕ） ／ ２ ＋ Ｒ２ 是无条件能量稳定的．
在时间方向采用 ＣＮ２ 格式进行离散，则 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的半离散格式如下：

　 　 ｕｓ＋１ － ｕｓ

τ
＝ － ω ｓ＋１ ／ ２， （１７ａ）

　 　 ω ｓ＋１ ／ ２ ＝ － Δｕｓ＋１ ／ ２ ＋ ｒｓ＋１ ／ ２

Ｅ１（ｕｓ＋１ ／ ２）
Ｆ′（ｕｓ＋１ ／ ２）， （１７ｂ）

　 　 ｒｓ＋１ － ｒｓ

τ
＝ １

２ Ｅ１（ｕｓ＋１ ／ ２）
Ｆ′（ｕｓ＋１ ／ ２）， ｕｓ＋１ － ｕｓ

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１７ｃ）

式中， ω ｓ＋１ ／ ２ ＝ （ω ｓ＋１ ＋ ω ｓ） ／ ２，ｕｓ＋１ ／ ２ ＝ （ｕｓ＋１ ＋ ｕｓ） ／ ２；ｕｓ＋１ ／ ２
Ｎ ＝ （３ｕｓ

Ｎ － ｕｓ－１
Ｎ ） ／ ２， 特别地，当 ｓ ＝ ０ 时，采用一阶格

式求解 ｕ１
Ｎ ．

将式（１７ａ）、式（１７ｂ）分别与 ω ｓ＋１ ／ ２，ｕｓ＋１ － ｕｓ 作内积，式（１７ｃ）乘以 ２ｒｓ＋１ ／ ２， 可得

　 　 （ｕｓ＋１ － ｕｓ，ω ｓ＋１ ／ ２） ＋ τ（ω ｓ＋１ ／ ２，ω ｓ＋１ ／ ２） ＝ ０， （１８）

　 　 （ω ｓ＋１ ／ ２，（ｕｓ＋１ － ｕｓ）） ＝ （ － Δｕｓ＋１ ／ ２，（ｕｓ＋１ － ｕｓ）） ＋
ｒｓ＋１ ／ ２

Ｅ１（ｕｓ＋１ ／ ２）
Ｆ′（ｕｓ＋１ ／ ２），（ｕｓ＋１ － ｕｓ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１９）
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　 　 ２ｒｓ＋１ ／ ２（ ｒｓ＋１ － ｒｓ） ＝
ｒｓ＋１ ／ ２

Ｅ１（ｕｓ＋１ ／ ２）
Ｆ′（ｕｓ＋１ ／ ２），（ｕｓ＋１ － ｕｓ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２０）

将式（１８）—（２０）结果化简，可得

　 　 １
２
（Ñ（ｕｓ＋１ ＋ ｕｓ），Ñ（ｕｓ＋１ － ｕｓ）） ＋ （ ｒｓ＋１ ＋ ｒｓ，ｒｓ＋１ － ｒｓ） ＋ τ‖ω ｓ＋１ ／ ２‖２ ＝ ０． （２１）

整理如下：

　 　 １
２
‖ Ñｕｓ＋１‖２ ＋ （ ｒｓ＋１） ２ － １

２
‖ Ñｕｓ ‖２ ＋ （ ｒｓ） ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － τ‖ω ｓ＋１ ／ ２‖２ ≤ ０． （２２）

综上，Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的半离散格式（１７ａ）—（１７ｃ）是关于时间无条件能量稳定的．
推导 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的全离散 ＣＮ２⁃ＢＬＩ 格式： 给定 ｕｓ

Ｎ，ｒｓ，则求解 ｕｓ＋１
Ｎ ，ｒｓ＋１ 的计算格式为

　 　

ｕｓ＋１
Ｎ － ｕｓ

Ｎ

τ
＝ － ω ｓ＋１ ／ ２

Ｎ ，

ω ｓ＋１ ／ ２
Ｎ ＝ － Ｄｈｕｓ＋１ ／ ２

Ｎ ＋ ｒｓ＋１ ／ ２

Ｅ１（ｕｓ＋１ ／ ２
Ｎ ）

Ｆ′（ｕｓ＋１ ／ ２
Ｎ ），

ｒｓ＋１ － ｒｓ

τ
＝ １

２ Ｅ１（ｕｓ＋１ ／ ２
Ｎ ）

Ｆ′（ｕｓ＋１ ／ ２
Ｎ ），

ｕｓ＋１
Ｎ － ｕｓ

Ｎ

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（２３）

式中，空间离散算子 Ｄｈ ＝ Ｃ（２）  ＩＮ ＋ ＩＭ  Ｄ（２），Ｃ（２） 和 Ｄ（２） 分别是空间 ｘ 和 ｙ 方向的二阶微分矩阵．

考虑 ＳＡＶ 配点格式的具体求解过程：为消去中间变量 ω ｓ＋１ ／ ２
Ｎ ，ｒｓ＋１，可设 σ ｓ ＝

Ｆ′（ｕｓ＋１ ／ ２
Ｎ ）

Ｅ１（ｕｓ＋１ ／ ２
Ｎ ）

， 代入式（２３），

整理如下：

　 　 Ｉ － τ
２
Ｄｈæ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｓ＋１

Ｎ ＋ τ
４
（ｕｓ＋１

Ｎ ，σ ｓ）σ ｓ ＝ Ｉ ＋ τ
２
Ｄｈæ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｓ

Ｎ － τｒｓσ ｓ ＋ τ
４
（ｕｓ

Ｎ，σ ｓ）σ ｓ Υｓ ． （２４）

记 Ａ ＝ Ｉ － （τ ／ ２）Ｄｈ，上式方程两边同时乘以 Ａ －１， 即

　 　 ｕｓ＋１
Ｎ ＋ τ

４
（ｕｓ＋１

Ｎ ，σ ｓ）Ａ －１σ ｓ ＝ Ａ －１Υｓ ． （２５）

将式（２５）与 σ ｓ 作内积，即

　 　 （ｕｓ＋１
Ｎ ，σ ｓ） ＋ τ

４
（ｕｓ＋１

Ｎ ，σ ｓ）（Ａ －１σ ｓ，σ ｓ） ＝ （Ａ －１Υｓ，σ ｓ） ． （２６）

经整理，可得

　 　 １ ＋ τ
４
（Ａ －１σ ｓ，σ ｓ）æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｕｓ＋１

Ｎ ，σ ｓ） ＝ （Ａ －１Υｓ，σ ｓ）， （２７）

故

　 　 （ｕｓ＋１
Ｎ ，σ ｓ） ＝ （Ａ －１Υｓ，σ ｓ）

１ ＋ （τ ／ ４）（Ａ －１σ ｓ，σ ｓ）
． （２８）

将式（２８）代入式（２４），可先求解出 ｕｓ＋１
Ｎ ，再求解得到ｒｓ＋１， 即

　 　
ｕｓ＋１
Ｎ ＝

Υｓ － （τ ／ ４）（ｕｓ＋１
Ｎ ，σ ｓ）σ ｓ

Ｉ － （τ ／ ２）Ｄｈ ，

ｒｓ＋１ ＝ ｒｓ ＋ １
２
（ｕｓ＋１

Ｎ － ｕｓ
Ｎ，σ ｓ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２９）

类似地，若采用 ＢＤＦ２ 格式结合重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 配点法来离散 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程，构造基于 ＳＡＶ 方案的另一

种二阶离散格式，记为 ＢＤＦ２⁃ＢＬＩ，算法格式如下：
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３ｕｓ＋１
Ｎ － ４ｕｓ

Ｎ ＋ ｕｓ－１
Ｎ

２τ
＝ － ω ｓ＋１

Ｎ ，

ω ｓ＋１
Ｎ ＝ － Ｄｈｕｓ＋１

Ｎ ＋ ｒｓ＋１

Ｅ１（ｕｓ＋１
Ｎ ）

Ｆ′（ｕｓ＋１
Ｎ ），

３ｒｓ＋１ － ４ｒｓ ＋ ｒｓ－１

２τ
＝ １

２ Ｅ１（ｕｓ＋１
Ｎ ）

Ｆ′（ｕｓ＋１
Ｎ ），

３ｕｓ＋１
Ｎ － ４ｕｓ

Ｎ ＋ ｕｓ－１
Ｎ

２τ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（３０）

其中， ｕｓ＋１
Ｎ ＝ ２ｕｓ

Ｎ － ｕｓ－１
Ｎ ．ＢＤＦ２⁃ＢＬＩ 格式的推导、求解过程类似于 ＣＮ２⁃ＢＬＩ 格式．此外，ＢＤＦ２⁃ＢＬＩ 格式与 ＣＮ２⁃

ＢＬＩ 格式时间半离散格式的无条件能量稳定证明过程类似［２１］，本文不再赘述．
２．２　 重心插值公式误差估计

基于插值逼近误差结论，分析重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 配点格式求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的相容性误差．
针对函数 ｕ（ｘ，ｙ）， 对应的重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值函数为 ｕｈ（ｘ，ｙ），误差是 η（ｘ，ｙ） ＝ ｕ（ｘ，ｙ） － ｕｈ（ｘ，ｙ） ．引用

文献［２０］定理内容，即有如下引理．
引理 １　 如果 ｕ（ｘ，ｙ） ∈Ｃ（ｎ＋１）（Ω），Ω ＝ ［ａ，ｂ］ × ［ｃ，ｄ］ 是具有 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续边界的非空区域，则如下的

误差估计结论成立：

　 　

ｍａｘ ｜ η（ｘ，ｙ） ｜ ≤ ‖ ｕ（ｎ＋１）‖∞ ｃｘ
ｅＬｘ

２Ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｍ

＋ ｃｙ
ｅＬｙ

２Ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎ

{ } ，

ｍａｘ
∂２η（ｘ，ｙ）

∂ｘ２ ≤ ‖ｕ（ｎ＋１）‖∞ ｃｘ
ｅＬｘ

２（Ｍ － ２）
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｍ－２

＋ ｃｙ
ｅＬｙ

２Ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎ

{ } ，

ｍａｘ
∂２η（ｘ，ｙ）

∂ｙ２ ≤ ‖ｕ（ｎ＋１）‖∞ ｃｘ
ｅＬｘ

２Ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｍ

＋ ｃｙ
ｅＬｙ

２（Ｎ － ２）
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎ－２

{ } ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（３１）

式中， ｅ 是自然对数；Ｍ ＋ １，Ｎ ＋ １ 是空间 ｘ，ｙ 方向的节点数；Ｌｘ ＝
ｂ － ａ
２

，Ｌｙ ＝
ｄ － ｃ
２

；ｃｘ，ｃｘ，ｃｙ 是任意正常数．

由引理 １ 结论，设函数 ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） 的重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值逼近函数为 ｕｈ（ｘ，ｙ，ｔ）， 则以下结论成立：

　 　 ｍａｘ ｜ ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） － ｕｈ（ｘ，ｙ，ｔ） ｜ ≤ Ｃ‖ｕ（ｎ＋１）‖∞ ｃｘ
ｅＬｘ

２（Ｍ － ２）
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｍ－２

＋ ｃｙ
ｅＬｙ

２（Ｎ － ２）
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎ－２

{ } ． （３２）

根据重心插值逼近的误差结果可知，该配点格式是在空间上具有指数收敛的特性，并且微分算子的阶数决定

了算法求解方程的空间收敛阶．

３　 数 值 实 验

在本节中，选取 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件，给出 ４ 个数值算例来验证配点格式的有效性与高精度．针对二维 Ａｌ⁃
ｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程，分别验证两种 ＳＡＶ 配点格式均具有高精度，且满足无条件能量稳定特性；此外，分别采用重

心插值配点法和五点差分法对空间方向离散，将数值结果对比分析．
３．１　 算例 １

为验证 ＣＮ２⁃ＢＬＩ、ＢＤＦ２⁃ＢＬＩ 格式的时间收敛阶，且满足能量递减规律，选取真解如下：
　 　 ｕ ＝ ｃｏｓ（ ｔ）ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ） ． （３３）

令 Ω ＝ ［ － １，１］ ２ × （０，Ｔ］，ε ＝ ０．２，Ｍ ＝ Ｎ ＝ ２０，Ｔ ＝ １， 则两种数值格式求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的误差、收敛阶

结果见表 １．由表 １ 可知：ＣＮ２⁃ＢＬＩ、ＢＤＦ２⁃ＢＬＩ 两种数值格式的时间收敛阶均为二阶；在选取相同的剖分节点

时，ＣＮ２⁃ＢＬＩ 格式求解得到的 Ｌ２ 误差小于 ＢＤＦ２⁃ＢＬＩ 格式的 Ｌ２ 误差，表明前者的数值求解效果略优于后者．
基于 ＳＡＶ 策略，分别选择不同的空间离散技术求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程，即重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法、五点

差分法来离散，得到的 Ｌ２ 误差结果见表 ２．由表 ２ 可知：ＣＮ２⁃ＢＬＩ、ＢＤＦ２⁃ＢＬＩ 格式在空间上采用重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ
插值配点法离散，当选取节点 Ｍ ＝ Ｎ ＝ １５时，Ｌ２ 误差均可达到 １０－８量级；ＣＮ２⁃ＦＤ 格式空间离散方式是五点差

分法，在Ｍ ＝Ｎ ＝ １２０ 时，误差仅达到 １０－４量级．通过对比误差结果可知，前两种格式在选取少量节点时即可达
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到高精度，即重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法具有高精度的优势．
表 １　 采用 ＣＮ２⁃ＢＬＩ、ＢＤＦ２⁃ＢＬＩ 格式求解 ｕ 的 Ｌ２ 误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ Ｌ２ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｕ ｓｏｌｖｅｄ ｂｙ ＣＮ２⁃ＢＬＩ ａｎｄ ＢＤＦ２⁃ＢＬＩ ｓｃｈｅｍｅｓ

τ ＣＮ２⁃ＢＬＩ ｏｒｄｅｒ ＢＤＦ２⁃ＢＬＩ ｏｒｄｅｒ

１．６×１０－３ ９．５５×１０－６ － １．５９×１０－５ －

８×１０－４ ２．３８×１０－６ ２．００ ３．９７×１０－６ ２．００

４×１０－４ ５．９６×１０－７ ２．００ ９．９１×１０－７ ２．００

２×１０－４ １．４９×１０－７ ２．００ ２．４８×１０－７ ２．００

１×１０－４ ３．８４×１０－８ １．９６ ６．３４×１０－８ １．９７

表 ２　 不同空间离散方案的精度对比结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅｓ ｉｎ ｓｐａｃｅ

（Ｍ，Ｎ） ＣＮ２⁃ＢＬＩ （Ｍ，Ｎ） ＢＤＦ２⁃ＢＬＩ （Ｍ，Ｎ） ＣＮ２⁃ＦＤ

（８，８） ３．２５×１０－４ （８，８） ３．２５×１０－４ （４０，４０） ２．５４×１０－３

（９，９） ４．４３×１０－５ （９，９） ４．４３×１０－５ （６０，６０） １．１３×１０－３

（１０，１０） ６．５７×１０－６ （１０，１０） ６．５７×１０－６ （８０，８０） ６．３４×１０－４

（１２，１２） １．１８×１０－７ （１２，１２） １．０９×１０－７ （１００，１００） ４．０６×１０－４

（１５，１５） ２．９８×１０－８ （１５，１５） ４．６８×１０－８ （１２０，１２０） ２．８２×１０－４

　 　 对于上述剖分，验证不同数值格式求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程时满足能量递减规律．
根据图 １ 所示，令 τ ＝ ０．００１，０．０００ １， 两种 ＳＡＶ 配点格式的能量耗散曲线均呈现下降趋势，表明应用

ＳＡＶ 策略的重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 配点格式满足能量递减的性质．

图 １　 不同数值格式的能量演化图 （ε ＝ ０．１）

Ｆｉｇ． １　 Ｔｉｍｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｅｒｇｙ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅｓ （ε ＝ ０．１）

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

令参数 ε ＝ ０．３，τ ＝ ０．００１，Ｔ ＝ １，选取不同的空间剖分节点数（Ｍ ＝ Ｎ）， 则 ＡＣ 方程的空间收敛阶结果如

图 ２ 所示．图 ２ 表明当空间采用重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法离散时，ＣＮ２⁃ＢＬＩ、ＢＤＦ２⁃ＢＬＩ 格式在空间方向上均

具有指数收敛的特性．
３．２　 算例 ２

对于问题（１），令 Ω ＝ ［ － １，１］ ２ × （０，１］， 给定初值如下：
　 　 ｕ０（ｘ， ｙ） ＝ （ｘ２ － １）（ｙ２ － １）ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ） ． （３４）

选取空间节点数 Ｍ ＝ Ｎ ＝ ４０，设定参数 ε ＝ ０．０６，Δｔ ＝ ０．００２， 则数值解随时间的演化如图 ３ 所示．图 ３ 是在给

定初值的条件下，数值解在 ｔ ＝ ０ ｓ，０．２ ｓ，０．７ ｓ，１ ｓ 的演化情况．随着时间的累积，数值解随之出现变化层，然
后达到亚稳态，最后达到稳态．
３．３　 算例 ３

针对 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程， 考虑选取随机初值如下：
　 　 ｕ０（ｘ， ｙ） ＝ ０．９５ｒａｎｄ（ｘ，ｙ） ＋ ０．０５． （３５）
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令区域为 Ω ＝ ［ － １，１］ ２ × （０，１］，选取参数 ε ＝ ０．０５，τ ＝ ０．０００ １，Ｍ ＝ Ｎ ＝ ４０， 则 ｕ 在不同时刻的数值解如

图 ４ 所示．图 ４ 展示了在初值随机分布的情形下，ＳＡＶ 配点格式求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程在 ｔ ＝ ０ ｓ，０．０３ ｓ，０．０８ ｓ，
０．５ ｓ，１ ｓ 时的数值解快照，随着时间变化，相函数从分离状态逐渐达到聚合状态．

图 ２　 不同数值格式的空间收敛阶

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ｉｎ ｓｐａｃｅ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｃｈｅｍｅｓ

（ａ） ｔ ＝ ０ ｓ （ｂ） ｔ ＝ ０．２ ｓ （ｃ） ｔ ＝ ０．７ ｓ （ｄ） ｔ ＝ １ ｓ
图 ３　 在不同时刻的数值快照 （ε ＝ ０．０６）

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｎａｐｓｈｏｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ （ε ＝ ０．０６）

（ａ） ｔ ＝ ０ ｓ （ｂ） ｔ ＝ ０．０３ ｓ （ｃ） ｔ ＝ ０．０８ ｓ （ｄ） ｔ ＝ ０．５ ｓ （ｅ） ｔ ＝ １ ｓ
图 ４　 相变 ｕ 在不同时刻的快照图（算例 ３）

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｎａｐｓｈｏｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｆｉｅｌｄ ｕ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ３

３．４　 算例 ４
在本算例中，研究数值解的粗化现象．给定参数 ε ＝ ０．０５，τ ＝ ０．００２，Ｔ ＝ ０．２， 初值如下：
　 　 ｕ０（ｘ， ｙ） ＝ ｈ１（ｘ， ｙ）ｈ２（ｘ， ｙ）， （３６）

式中

　 　 ｈ１（ｘ，ｙ） ＝

ｔａｎｈ ３
ε
（（ｘ － ０．５） ２ ＋ （ｙ － ０．４） ２ － ０．２５２）æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｘ ＞ ０．３，

ｔａｎｈ ３
ε
（（ｙ － ０．４） ２ － ０．１５２）æ

è
ç

ö

ø
÷ ， － ０．３ ≤ ｘ ≤ ０．３，

ｔａｎｈ ３
ε
（（ｘ ＋ ０．５） ２ ＋ （ｙ － ０．４） ２ － ０．２５２）æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｘ ＜ － ０．３，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（３７）
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　 　 ｈ２（ｘ，ｙ） ＝

ｔａｎｈ ３
ε
（ｘ２ ＋ （ｙ － ０．６） ２ － ０．２５２）æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｙ ＞ ０．４，

ｔａｎｈ ３
ε
（ｘ２ － ０．１５２）æ

è
ç

ö

ø
÷ ， － ０．４ ≤ ｙ ≤ ０．４，

ｔａｎｈ ３
ε
（ｘ２ ＋ （ｙ ＋ ０．６） ２ － ０．２５２）æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｙ ＜ － ０．４ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（３８）

令 Ω ＝ ［ － １，１］ ２ × （０，Ｔ］，空间剖分为Ｍ ＝ Ｎ ＝ ６０， 则数值解在不同时刻的快照如图 ５ 所示．图 ５ 展示了相场

函数 ｕ 的数值解随着时间变化而逐渐融合的过程：初始时刻呈现“哑铃状”图像；在 ｔ ＝ ０．１ ｓ 演变成椭圆状；
其后在 ｔ ＝ ０．１５ ｓ 融合成小型圆点；最后呈现完全融合状态．

（ａ） ｔ ＝ ０ ｓ （ｂ） ｔ ＝ ０．０５ ｓ （ｃ） ｔ ＝ ０．１ ｓ （ｄ） ｔ ＝ ０．１５ ｓ （ｅ） ｔ ＝ ０．２ ｓ
图 ５　 ｕ 的数值解在不同时刻的快照（算例 ４）

Ｆｉｇ． ５　 Ｓｎａｐｓｈｏｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｕ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ４

４　 结 束 语

本文主要构建了基于 ＳＡＶ 方案的二维 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程全离散格式．在时间方向上采用的离散方法是

ＣＮ２ 格式、ＢＤＦ２ 格式， 空间上采用重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法离散，应用 ＳＡＶ 策略，得到线性无条件能量稳

定的数值格式．数值实验结果显示：两种 ＳＡＶ 配点格式均具有高精度的特性，在选取第二类 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 点时

具有指数收敛的特性．与经典有限差分格式的误差结果比较可知，重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 配点格式采用非常少的节点

数即可达到更高精度．
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