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摘要：  该文基于改进的含有外部输入项的准线性自回归 (准 ARX) 径向基函数 (RBF) 网络模型和支持向量回归

(SVR) 算法，提出了一种非线性切换控制方法. 改进的准 ARX 模型非线性部分采用 RBF 网络. 控制系统设计过程分

为三个部分：首先，利用聚类方法确定模型的非线性参数；然后，采用线性 SVR 算法来解决控制系统的鲁棒性问

题；接下来，基于控制误差给出切换判定函数，确定切换律给出控制序列. 最后通过数值仿真验证了该方法的有效性.
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Abstract：A  nonlinear  switching  control  method  was  proposed  based  on  an  improved  quasilinear  autoregressive  with
exogenous  inputs  (quasi-ARX)  radial  basis  function  (RBF)  network  model  and  the  support  vector  regression  (SVR)
algorithm. The RBF network was chosen as the nonlinear part of the improved quasi-ARX prediction model. The proposed
controller design method was divided into 3 steps: firstly, the nonlinear parameters of the model were determined with the
clustering  method;  secondly,  the  linear  SVR  algorithm  was  used  to  solve  the  robustness  problem  of  the  control  system;
thirdly,  the  switching  criterion  function  was  given  based  on  the  control  error,  and  the  control  sequence  were  determined
according to the switching law. Finally, a numerical example was given to verify the effectiveness of the proposed method.
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引　　言

非线性系统的自适应控制问题一直是控制领域的研究重点. 部分研究者基于局部线性化的思想，即将非

线性系统分解为线性系统，提出了非线性系统的自适应控制方法[1-5]
. 然而，局部线性化的方法并不能很好地表

达系统的非线性特性，因此该模型面临着精确性问题. 近年来，机器学习网络由于其可以无限逼近于非线性函

数而吸引了越来越多的研究者关注[6-12]
. 非参数化和参数化模型的界限一直比较模糊，机器学习的方法弱化了

模型类型的区别，并作为一种基于输入输出数据的一般性学习算法在建模及参数估计方面得到了研究和发

展，例如基于核函数的辨识方法[8]、基于神经网络的辨识方法[7,12]、基于模糊逻辑[1,5] 的辨识方法等. 然而，在设

计和使用该类控制系统的过程中，必须充分考虑参数辨识、控制律推导以及控制系统稳定性和鲁棒性等问题.

为了解决这些问题，一种特殊的模块化模型：含有外部输入项的准线性自回归 (autoregressive with
eXogenous inputs, ARX) 模型被提出. 文献 [1]对该模型的建立和特点进行了详细说明. 近年来，该模型已成

功应用于非线性系统的控制器设计、真实系统的辨识与控制、时序预测等领域 [5,8,13]. 准 ARX模型通过模型的

多模块来实现不同功能并表达系统特性，主要优势在于将模型线性和非线性分离于不同模块中，从而使得模

型稳定性可通过线性部分来确保. 因为可以通过切换机制提高线性控制的精度，同时又可以给非线性控制提

供稳定性保障，所以控制切换的思想在很多文献中被采用[11,14-15]
. 文献 [11]提出了一种包含切换机制的准

ARX网络模型，基于模型的线性部分和非线性部分的预测误差，建立了切换判定函数. 基于该模型的切换控

制系统既可以保障控制的精度，又可以解决稳定性问题.

然而，该控制系统仍然面临三个挑战：基于神经网络的准 ARX模型的参数并没有充分利用先验知识，其

参数没有可用的解释；当系统具有较大的扰动时，原有的控制器设计方法并不具有很好的鲁棒性；切换机制引

入预测系统，基于预测模型设计的控制器还是多个.

基于上述讨论，本文采用径向基函数 (radial basis function, RBF) 网络代替准线性 ARX模型中非线性部分

的神经网络.RBF网络具有简单的拓扑结构和计算精度高等优点，被广泛用于非线性系统控制.同时，采用近

邻传播聚类 (affinity propagation, AP)聚类方法生成系统的数据分布信息，每个 RBF网络的参数根据距离其他

中心的距离来设置，从而为准 ARX模型提供一种可解释的辨识方法.引入切换机制，设计一个基于线性部分

和非线性部分误差的切换控制器，给出稳定性说明.支持向量回归 (support vector regression, SVR)在模式识别

和函数估计中可以确保参数的稳健性，尤其是控制对象存在很大的扰动时[16-17]
.为了提高控制系统的鲁棒性，

利用一个线性 SVR算法取代最小二乘算法算法.

本文的结构如下：第 1节进行了问题的描述；第 2节提出了一种改进的准 ARX切换模型；第 3节给出了

模型参数辨识方法；第 4节基于预测模型设计了系统的控制器，并分析了其稳定性，同时通过仿真例子说明了

模型的有效性；第 5节给出了全文的总结. 

1    问 题 描 述

本文研究如下单输入单输出 (SISO)非线性时不变系统[18]，其输入输出关系记作
y(t) = g(φ(t))+ v(t), （1）

φ(t) = [y(t−1) · · · y(t−n) u(t−d) · · · u(t−m−d+1)]T u(t) ∈ R y(t) ∈ R v(t) ∈ R t

m n d φ(t) ∈ Rs

s = n+m g(·)

其中  ,  ,  ，  分别是   时刻系统的输入、

输出以及零均值的随机噪声；  和    分别为未知的输入、输出最大时滞，  为已知的整数时延； ，

 是对应的回归变量；  是非线性函数.给出如下假设[1]：

g(·) φ(t) = 0 C∞

u(t) = ρ(ξ(t)) ξ(t) = [y(t) · · · y(t−n) u(t−1) · · ·
u(t−m) y∗(t+1) · · · y∗(t+1− l)]T y∗(t)

假设 1　(ⅰ)   是一个连续函数, 在  处是   连续；(ⅱ) 系统具有全局一致渐近稳定的零动态特

性；(ⅲ) 系统是可控的，且存在一个控制器可以表示为： , 其中 
 (  表示参考输出). 

2    改进的准 ARX 预测模型
 

2.1   回归表示

g(·) φ(t) = 0在假设条件下，系统 (1)的函数 在  邻域内进行 Taylor展开，可以得到
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y(t) = g(0)+g′(0)φ(t)+
1
2
φT(t)g′′(0)φ(t)+ · · · + v(t). （2）

令

θ(φ(t)) =
(
g′(0)+

1
2
φT(t)g′′(0)+ · · ·

)T

= [a1,t · · · an,t b0,t · · · bm−1,t]T,

ai,t = ai(φ(t)) bi,t = bi(φ(t)) φ(t) 0其中系数  以及   是关于   的非线性函数.简单起见令 g( )= 0.可以得到系统 (1)的另

一种表达形式为

y(t) = φT(t)θ(φ(t))+ v(t). （3）

ai,t b j,t A(q−1,ϕ(t)) B(q−1,ϕ(t))在此，基于系数  和   得到两个多项式   和   [19] 的表达式分别为

A(q−1,ϕ(t)) = 1−a1,tq−1− · · ·−an,tq−n,

B(q−1,ϕ(t)) = b0,t + · · ·+bm−1,tq−m+1,

q−1 ϕ(t−d) = q−dϕ(t) ϕ(t)其中   是反向因子，例如 ；  是基于输入输出的向量，其定义如下：

ϕ(t) = [y(t) · · · y(t−n+1) u(t) · · · u(t−m−d+2)]T
. （4）

从而得到准 ARX模型的表达式：

A(q−1,ϕ(t))y(t) = B(q−1,ϕ(t))q−du(t−1)+ v(t). （5）
 

2.2   d-步预测器

基于文献 [1]中的推导方法，得到预测器的表达式为

y(t+d) = α(q−1,ϕ(t))y(t)+β(q−1,ϕ(t))u(t)， （6）

其中

α(q−1,ϕ(t)) =G(q−1,ϕ(t)) = α0,t +α1,tq−1+ · · ·+αn−1,tq−n+1,

β(q−1,ϕ(t)) = F(q−1,ϕ(t))B(q−1,ϕ(t)) = β0,t+β1,tq−1+ · · ·+βm+d−2,tq−m−d+2,

E(q−1,ϕ(t)) F(q−1,ϕ(t))多项式  和   唯一，且满足

F(q−1,ϕ(t))A(q−1,ϕ(t)) = 1−E(q−1,ϕ(t))q−d
. （7）

u(t) = ρ(ξ(t)) ρ(·) αi,t

βi,t u(t) P = {0,1} χ(t)

基于假设 (1)中系统是可控的，存在一个合理却未知的控制器  . 所以，用未知函数  代替

和 中的变量 . 另一方面，定义取值于有限集   的切换函数  . 基于切换函数将预测器的系数分

为两部分，常数部分和依赖于系统输入输出部分，从而得到改进的预测器系数：

α̂i,t = αi,0+χ(t)αi(ξ(t)), β̂ j,t = βi,0+χ(t)β j(ξ(t)).

α̂(·) β̂(·) ξ(t) χ(t) α̂(q−1,ξ(t),χ(t)) β̂(q−1,ξ(t),χ(t))预测模型系数多项式 和  是  和  的函数，因此，可以分别记作  和  .改进

的 d-步预测器表达式为

ŷ(t+d) = α̂(q−1,ξ(t),χ(t))y(t)+ β̂(q−1,ξ(t),χ(t))u(t). （8）

令

Ψ(t) = [y(t) · · · y(t−n+1) u(t) · · · u(t−m−d+2)]T,

Θ(ξ(t),χ(t)) = [α̂0,t · · · α̂ny−1,t β̂0,t · · · β̂nu+d−2]T,

则最终预测器可以表示为

ŷ(t+d|t,ξ(t)) =ΨT(t)Θ(ξ(t),χ(t)). （9）
 

2.3   基于RBF 的准 ARX 模型

α̂(q−1,ξ(t),χ(t)) β̂(q−1,ξ(t),χ(t)) ξ(t) χ(t)

R j(ξ(t),χ(t);Ω j)

多项式  和   是关于   和   的未知非线性函数.本文采用一个 RBF网络对

系数多项式进行参数化.网络的基函数   确切的表达式为

R j(ξ(t),χ(t);Ω j) = χ(t)e−λ j∥ξ(t)−Z j∥2 ,　　 j = 1,2, · · · ,M, （10）

Ω j = {λ j,Z j} Z j λ j ∥ · ∥2
ξ(t),χ(t)

其中   是 RBF网络的参数集；  为网络的中心；  表示基函数的宽度参数；算子   表示向量的

2范数；M 代表基函数的个数；   是 RBF网络的输入项，在前面已经定义.
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因此可以得到基于 RBF的准 ARX模型的预测器表达式：

ŷ(t+d|t,ξ(t)) =ΨT(t)Θ+
M∑
j=1

ΨT(t)w jR j(ξ(t),χ(t);Ω j). （11）

Θ ∈ R(N+1)×1 w j = [ω1 j,ω2 j, · · · ,ωN j]T
.其中  ，  现引入下列记号：

W ≜ [w1,w2, · · · ,wM] =

 ω11 ω12 · · · ω1M
...

...
...

ωN1 ωN2 · · · ωNM

 , G(Ω,ξ(t))
∆
=


e−λ1∥ξ(t)−Z1∥2

...

e−λM∥ξ(t)−ZM∥2

 , （12）

Ω = {Ω j | j = 1,2, · · · ,M}.其中        
基于多输入多输出 RBF网络和切换机制，得到改进的准 ARX预测模型表达式：

ŷ(t+d|t,ξ(t)) =ΨT(t)Θ+χ(t)ΨT(t)WG(Ω,ξ(t)) =ΨT(t)Θ+χ(t)ϖTϕ(t), （13）

ϕ(t) = G(Ω,ξ(t))⊗Ψ(t) ϖ = [ω11 · · · ωn1 · · · ω1M · · · ωnM]T
.其中         , 

给出假设 2用于接下来分析控制系统.

Θ ϖTϕ(t) ϖTϕ(t)≤∆假设 2　(ⅰ) 线性参数   属于紧区间 B；(ⅱ) 非线性项   是全局有界的，i.e.  . 

3    模型参数辨识

Θ ϖ,Ω j模型 (11)的参数分为两类：线性部分参数   以及非线性部分参数 .分别采用不同的参数辨识方法

进行. 

3.1   线性部分参数

Θ模型线性部分的参数   采用的更新方法为

Θ̂(t) = Θ̂(t−d)+
a1(t)Ψ(t−d)e1(t)

1+ΨT(t−d)Ψ(t−d)
, （14）

Θ̂(t) t Θ其中   为   时刻   的估计值，

a1(t) =
{ 1, |e1(t)| > 2∆,

0, others , （15）

e1(t) = y(t+d)−Ψ(t)TΘ̂(t)其中   为线性部分的误差.
 

3.2   非线性部分参数 

3.2.1    聚类方法

中心参数的选择对 RBF型网络的性能起着重要的作用.本文中，该部分参数是通过聚类方法利用先验知

识得到而不是通过最小化训练误差的均方来估计的.需要指出的是，在 RBF网络中使用聚类方法来初始化中

心参数并不是一个新的思路，而本文采用的参数辨识方法，具有有意义的解释[8]
.

Z j

λ j ρ

通过聚类算法生成数据的局部线性信息，其中簇的数目（线性子空间）等于 RBF基函数的数目 M，并且每

个聚类中心被设置为相关 RBF 的中心参数 .为了适当地确定每个局部线性子模型的操作区域，设置每个

RBF的宽度   以很好地覆盖相应的子空间.本文采用系数   乘以训练数据之间最大距离. 

3.2.2    支持向量回归方法

ϖ接下来，利用线性 SVR估计线性参数 ，考虑结构风险最小化原则：

Rϵ =
1
2
ϖTϖ+C

T∑
k=1

(ηk +η
∗
k)， （16）

约束条件为{
e2(k)≤ϵ +ηk,

− e2(k)≤ϵ +η∗k,
（17）

ηk≥0 η∗k≥0 C e2(k) = y(k+d)−Ψ(k)TΘ̂(k)−ϖTϕ(k)

ϵ

其中 T 是观测数；  和  是松弛变量；  是一个非负权重；  为非线性

部分的误差；  为误差的阈值.

该优化问题可以变换为寻找相关 Lagrange函数的鞍点问题：
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L(ϖ,η,η∗,γ,γ∗, δ,δ∗) =
1
2
ϖTϖ+C

T∑
k=1

(ηk +η
∗
k)−

T∑
k=1

(δkηk +δ
∗
kη
∗
k)+

T∑
k=1

γk(e2(k)− ϵ +ηk)+
T∑

k=1

γ∗k(e2(k)− ϵ +η∗k), （18）

γk≥0,γ∗k≥0, δ∗k≥0, δ∗k≥0其中        .

∂L/∂ϖk = 0通过求解 可得优化系数为

ϖk =

T∑
k=1

(γk −γ∗k)ϕ(k). （19）
 

3.3   切换律

该部分给出切换判别函数：

Ji(t) =
t∑

l=k

ai(l)(∥ ei(l) ∥2 −4∆2)
2(1+ai(l)ΨT(l− k)Ψ(l− k))

+ c∗
t∑

l=t−N+1

(1−ai(l) ∥ ei(l) ∥2), i = 1,2, （20）

c≥0 a2(t)其中 N 为整数，  为定义常数，本文中  取值恒为 1.
χ(t)基于切换判别函数得切换律   为

χ(t) =
{ 1, J1(t) > J2(t),

0, others . （21）

J1(t) J2(t) J1(t) > J2(t)通过比较   和   来判定控制器的非线性部分是否采纳.当   时，加上非线性部分，否则仅

使用线性部分进行辨识. 

4    控 制 仿 真
 

4.1   控制器设计

该部分非线性系统的控制器设计包含两个步骤：第一步辨识改进的准 ARX预测模型；第二步控制序列的

推导和实施.通过前面的推导，我们可以得到被辨识的预测模型为

ŷ(t+d|t,ξ(t)) =ΨT(t)Θ̂+χ(t)ΨT(t)ŴG(Ω̂,ξ(t)), （22）

Ŵ Ω̂ W Ω其中   和   分别是   和   用于控制器设计的估计值.

采用最小方差控制，对 d-步预测控制成本函数进行最小化，判别函数表达式如下：

M(t+1) =
1
2

(y(t+d)− y∗(t+d))2+
λ

2
u2(t), （23）

λ其中   为控制系统输入的权重因子.

通过推导得如下控制器：

u(t) =
β̂0,t

β̂2
0,t +λ

((β̂0,t − β̂(q−1,ξ(t))q)u(t−1)+ y∗(t+1)− α̂(q−1,ξ(t))y(t)− ŷξ,χ), （24）

α̂i,t β̂ j,t其中控制器参数   以及   满足

[α̂0,t · · · α̂n−1,t β̂0,t · · · β̂m+d−2,t] = Θ̂+χ(t)ŴG(Ω̂,ξ(t)).

基于文献 [19]的方法，分析可得非线性系统 (3)的自适应控制器 (23)的稳定性：输入输出信号在闭环系

统内是有界的.此外，当选取合适的径向基函数网络时，系统的跟踪误差收敛于 0. 

4.2   仿真例子

考虑非线性系统表达式如下：
y(t) = f [y(t−1),y(t−2),y(t−3),u(t−1),u(t−2)]+ v(t), （25）

其中

f [x1, x2, x3, x4, x5] =
x1x2x3x5(x3−1)+ x4

1+ x2
2 + x2

3

,
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v(t) v(t) = (1+0.3q−1)e(t), e(t) ∈ N(0,0.02)噪声函数   为     为白噪声.

系统的期望输出为分段函数：

y∗(t) =
{0.6y∗(t−1)+ r(t−1), Vt ∈ [1,100]∪ [151,200],
0.7sign(0.449 3y∗(t−1)+0.57r(t−1)) , t ∈ [101,150], （26）

r(t) = sin(2πt/25)其中         .

M = 6, ρ = 0.2 Ω j

ϖ c = 2.4 N = 3

基于该例子的仿真，将本节提供的切换控制方法，与线性控制方法 (linear control)、基于神经网络的控制

方法 (NN control)[19] 以及非切换自适应控制方法 (third control)进行比较. 非线性部分的径向基函数网络参数

选为  ，参数   则利用聚类算法进行离线训练得到. 利用线性 SVR算法每 10步计算一次参数

. 切换判别函数中的参数选为  ，  .

y(t) y∗(t)

u(t) χ(t)

图 1 给出了控制结果的展示. 其中，图 1(a) 给出了控制输出，实线为控制输出  ，虚线为期望输出  ；

图 1(b) 给出了控制输入 ；图 1(c)中为切换序列  . 显而易见，所提供的控制方法可以很好地在任意时刻

实现对期望输出的追踪.
  

y(t) y∗(t) u(t) χ(t)图 1    仿真例子的控制结果图：(a) 控制输出  ，期望输出  ；(b) 输入序列  ；(c)切换序列 
y(t) y∗(t) u(t) χ(t)Fig. 1    Control results of the example: (a) control output   and desired output  ; (b) control input  ; (c) switching sequence 

 

表 1给出了 4种控制方法误差的均值和方差数据，通过对比可以看出，本文所研究的切换自适应控制在

噪声较大情况下，效果比其他方法控制效果更好.
  

v(t) v(t)表 1    基于噪声 情况下控制误差对比表 

Table 1    Comparison of errors with the noise
 

mean of errors variance of errors

linear control −0.115 0 0.095 3

NN control −0.010 3 0.008 0

third control −0.016 3 0.007 5

proposed control −0.004 3 0.005 3
 
  

5    总　　结

本文提出了一种基于改进的准 ARX RBF预测模型的新型非线性系统自适应切换控制器. 一方面，采用

聚类方法来揭示预测模型非线性部分的局部线性信息. 虽然在 RBF网络的参数估计中出现了类似的方法，但

1286 应 用 数 学 和 力 学 2022 年  第 43 卷

 



对于准 ARX模型的非线性参数给出了有意义的解释. 另一方面，将 SVR用于模型的线性参数估计. 与基于

神经网络的控制系统不同的是，所提出的控制模型，参数可以通过先验知识确定，并且对于较大的扰动具有鲁

棒性. 最后，通过仿真体现所提供的控制方法的有效性.
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