
多孔结构多尺度随机振动分析的渐近均匀化-时域显式法

苏  成，罗俊哲，许  秩

An Asymptotic-Homogenization Explicit Time-Domain Method for Random Multiscale Vibration Analysis of Porous
Material Structures
SU Cheng, LUO Junzhe, and XU Zhi

在线阅读 View online: https://doi.org/10.21656/1000-0887.430116

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

车桥耦合系统随机振动的时域显式解法

Random Vibration Analysis of Coupled Vehicle-Bridge Systems With the Explicit Time-Domain Method

应用数学和力学. 2017, 38(1): 99-108   https://doi.org/10.21656/1000-0887.370510

地震作用下管道-土耦合结构非平稳随机振动分析

Non-Stationary Radom Vibration Analysis of Coupled Pipeline-Soil Systems Under Earthquake

应用数学和力学. 2018, 39(5): 493-505   https://doi.org/10.21656/1000-0887.380333

湍流边界层作用下薄板随机振动声辐射的辛方法

Random Sound Radiation of Thin Plates Under Turbulent Boundary Layer Excitations With a Symplectic Method

应用数学和力学. 2018, 39(1): 50-63   https://doi.org/10.21656/1000-0887.380151

轨道结构随机场模型与车辆-轨道耦合随机动力分析

The Random Field Model for Track Structures and Vehicle-Track Coupled Stochastic Dynamic Analysis

应用数学和力学. 2017, 38(1): 67-74   https://doi.org/10.21656/1000-0887.370370

海洋立管涡激损伤分析的虚拟激励法概述

A Summary of the Pseudo-Excitation Method for VIV Fatigue Damage Analysis of Marine Risers

应用数学和力学. 2017, 38(1): 60-66   https://doi.org/10.21656/1000-0887.370506

镁合金变化阻尼特性及其动力学分析方法

Variable Damping Characteristics and a Dynamic Analysis Method for Magnesium Alloy

应用数学和力学. 2020, 41(12): 1297-1310   https://doi.org/10.21656/1000-0887.410144

关注微信公众号，获得更多资讯信息



 

 应用数学和力学编委会，ISSN 1000-0887 http://www.applmathmech.cn

多孔结构多尺度随机振动分析的
渐近均匀化-时域显式法*

苏　成1,2,3，  罗俊哲1，  许　秩1

（1. 华南理工大学 土木与交通学院，广州 510640；

2. 华南理工大学 亚热带建筑科学国家重点实验室，广州 510640；

3. 人工智能与数字经济广东省实验室，广州 510330）

（我刊编委苏成来稿）

摘要：  由于具有高比强、高比刚度等优点，多孔结构在土木工程、机械工程和航天航空工程等领域得到了广泛应

用.在随机动力荷载作用下多孔结构的随机响应分析是值得关注的研究方向之一.采用多尺度渐近均匀化法，推导了

周期性多孔结构动力问题的多尺度控制微分方程，并建立了多孔结构宏观和细观动力响应的时域显式表达式.在此

基础上，结合结构随机振动时域显式法，实现了非平稳随机激励下多孔结构动力响应统计矩的计算.所提出的渐近均

匀化-时域显式法，一方面可以发挥多尺度动力分析渐近均匀化法的计算优势，高效建立多孔结构宏观和细观动力响

应的时域显式表达式；另一方面也可以利用随机振动时域显式法的计算特点，快速精确地求解非平稳随机激励下多

孔结构的随机振动问题.通过数值算例，验证了所提方法在多孔结构非平稳随机振动问题求解中的计算精度和计算

效率.
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Abstract： Porous  material  structures  have  been  widely  used  in  civil  engineering,  mechanical  engineering,  aerospace

engineering  and other  fields  due  to  their  high  specific  strength  and specific  stiffness.  The  stochastic  response  analysis  of

porous  material  structures  under  random  excitations  deserves  more  attention.  The  multiscale  governing  differential
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equations for porous material structures were derived based on the multiscale asymptotic-homogenization method (AHM),

and  the  macroscale  and  microscale  explicit  time-domain  expressions  of  structural  responses  were  further  established.  On

this  basis,  the  statistical  moments  of  dynamic  responses  of  porous  material  structures  under  non-stationary  random

excitations were achieved with the explicit time-domain method (ETDM). The proposed method combines the advantages

of  the AHM for  high-efficiency explicit  formulation of  macroscale  and microscale  dynamic responses of  porous material

structures  and  the  benefits  of  the  ETDM  for  fast  analysis  of  non-stationary  random  vibration  problems.  A  numerical

example  shows  the  computation  accuracy  and  efficiency  of  the  presented  approach  for  non-stationary  random  vibration

analysis of porous material structures.

Key words：multiscale analysis；random vibration；porous material structure；asymptotic homogenization method；

explicit time-domain method

 

引　　言

多孔结构是由含一定数量相互贯通或封闭孔洞的固体材料组成的结构[1]
.由于具有高比强、高比刚度等优

点，多孔结构在土木工程、机械工程和航天航空工程等领域得到了广泛应用[2-6]
.由于周期性多孔结构更易制

备，因而在工程中的应用更为广泛.在工程应用中，多孔结构通常承受随机动力荷载的作用，其随机振动及动

力可靠度分析对保障结构安全具有重要的意义.

ε

由于多孔结构具有非均质特性，因此采用单一尺度有限元法进行结构分析时，需要采用非常精细的有限

元网格，导致计算量十分巨大.多尺度分析方法[7-8] 通过建立不同尺度的模型，把单一尺度下的复杂问题分解为

不同尺度下的简单问题，可在保证计算精度的前提下大幅提高整体计算效率，是解决多孔结构计算问题的一

类重要方法.在多尺度分析方法中，渐近均匀化法[9-11] 是一种具有严格数学基础的方法，当引入的特征参数 趋

近于 0时，该方法的计算结果收敛于精确解答.

在随机动力荷载作用下多孔结构随机振动问题的研究尚不多见.文献 [12]采用功率谱法研究了理想白噪

声平稳随机荷载作用下多孔弹性板的随机振动问题.然而，对于非平稳随机振动问题，为了获得结构响应的演

化功率谱，功率谱法需要在大量的离散频率点上进行时域积分运算，难以应用于实际工程中的多孔结构问

题.近年来提出的一类非平稳随机振动时域显式法[13-16]，通过构建结构动力响应的时域显式表达式，能够在时

域内直接建立非平稳响应统计矩的显式列式，实现任意自由度上的降维计算，已成功应用于非均质结构非平

稳随机响应问题[17]
.

本文综合多尺度渐近均匀化法和随机振动时域显式法的计算优势，实现了非平稳随机激励下多孔结构

随机振动问题的高效求解.首先采用多尺度渐近均匀化法推导并求解了多孔结构动力问题的多尺度控制微

分方程，建立了多孔结构宏观和细观动力响应的时域显式表达式；然后结合结构随机振动时域显式法，获得

了非平稳随机激励下多孔结构动力响应统计矩的演化规律.数值算例表明，本文所提出的方法具有理想的

计算精度与计算效率. 

1    多尺度动力分析的渐近均匀化法
 

1.1   多尺度动力学模型

w×h≪W ×H ε ε≪ 1 ε

周期性多孔结构由周期性分布的带孔单胞组成，如图 1所示.单胞的尺度比整个结构的尺度小得多，即

.设两者的比为 量级，0< ， 称为特征参数.在多尺度渐近均匀化分析方法中，需要用到宏观

坐标 (x, y)和细观坐标 (ξ, η)，这两组坐标满足以下关系式：
ξ =

1
ε

x,

η =
1
ε

y.
（1）

Φ(x,y)假设场函数 表示单一尺度坐标下多孔结构的材料场（如弹性模量、Poisson比等）、荷载场（如体力）
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Φ(x,y)

(ξ,η) Φε(x,y, ξ,η)

(ξ,η) Φ(x,y) Φε(x,y, ξ,η)

和结构响应场（如位移、应力和应变等）.对于周期性多孔结构，场函数 原则上应包含周期性部分.将周期

性部分改用细观坐标 表达，从而得到扩充坐标后的多尺度坐标下多孔结构的场函数 ，它是关于

细观坐标 的周期函数，周期为单胞尺寸.显然， 和 满足以下关系：
Φ (x,y) =Φε(x,y, ξ,η) =Φε(x,y, ξ+ k1w,η+ k2h), （2）

k1 k2 w h式中 和 为整数， 和 为单胞尺寸.
  

图 1    周期性多孔结构和宏观等效结构

Fig. 1    The periodic porous structure and the macroscopic equivalent structure

Φ(x,y) Φε(x,y, ξ,η)相应地， 的偏导数可以用 的偏导数表示为
∂Φ(x,y)
∂x

=
∂Φε(x,y, ξ,η)

∂x
+

1
ε

∂Φε(x,y, ξ,η)
∂ξ

,

∂Φ(x,y)
∂y

=
∂Φε(x,y, ξ,η)

∂y
+

1
ε

∂Φε(x,y, ξ,η)
∂η

.

（3）

在单一尺度坐标下，多孔结构的控制微分方程可表示为

ρü+ cu̇+∂T(D∂u)+ f = 0, （4）

式中 

u =
{

ux(x,y, t)
uy(x,y, t)

}
, u̇ =

{
u̇x(x,y, t)
u̇y(x,y, t)

}
, ü =

{
üx(x,y, t)
üy(x,y, t)

}
,

f =
{

fx(x,y, t)
fy(x,y, t)

}
, ρ =

[
ρ(x,y) 0

0 ρ(x,y)

]
, c =

[ c(x,y) 0
0 c(x,y)

]
,

D =



E(x,y)
1− ν2(x,y)

ν(x,y)E(x,y)
1− ν2(x,y)

0

ν(x,y)E(x,y)
1− ν2(x,y)

E(x,y)
1− ν2(x,y)

0

0 0
E(x,y)

2(1+ ν(x,y))


, ∂ =


∂

∂x
0

∂

∂y

0
∂

∂y
∂

∂x


T

,

（5）
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ux(x,y, t) u̇x(x,y, t) üx(x,y, t) uy(x,y, t) u̇y(x,y, t)
üy(x,y, t) fx(x,y, t) fy(x,y, t)

ρ(x,y) c(x,y) E(x,y) ν(x,y)

∂ (x,y)

其中 ， 和 分别为单一尺度坐标下 x 方向的位移、速度和加速度； ， 和

分别为单一尺度坐标下 y 方向的位移、速度和加速度； 和 分别为单一尺度坐标下 x 方

向和 y 方向的体力； 和 分别为单一尺度坐标下的质量密度和阻尼系数； 和 分别为单一尺

度坐标下的弹性模量和 Poisson比； 为关于 的微分算子矩阵.

按式 (2)和式 (3)的方式扩充坐标后，多尺度坐标下的多孔结构控制微分方程可表示为

ρεüε+ cεu̇ε+
(
∂+

1
ε
∂ε

)T[
Dε

(
∂+

1
ε
∂ε

)
uε

]
+ f ε = 0, （6）

式中 

uε =
{uεx(x,y, ξ,η, t)

uεy(x,y, ξ,η, t)

}
, u̇ε =

{ u̇εx(x,y, ξ,η, t)
u̇εy(x,y, ξ,η, t)

}
, üε =

{ üεx(x,y, ξ,η, t)
üεy(x,y, ξ,η, t)

}
,

f ε =
{ f εx (x,y, ξ,η, t)

f εy (x,y, ξ,η, t)

}
, ρε =

[
ρε(ξ,η) 0

0 ρε(ξ,η)

]
, cε =

[
cε(ξ,η) 0

0 cε(ξ,η)

]
,

Dε =



Eε(ξ,η)
1− (νε(ξ,η))2

νε(ξ,η)Eε(ξ,η)
1− (νε(ξ,η))2 0

νε(ξ,η)Eε(ξ,η)
1− (νε(ξ,η))2

Eε(ξ,η)
1− (νε(ξ,η))2 0

0 0
Eε(ξ,η)

2(1+ νε(ξ,η))


, ∂ε =


∂

∂ξ
0

∂

∂η

0
∂

∂η

∂

∂ξ


T

,

（7）

ε ∂ε (ξ,η)

ρε(ξ,η) cε(ξ,η) Eε(ξ,η) νε(ξ,η)

(x,y)

其中带 的函数分别为式 (5)中各函数扩充坐标后得到的多尺度坐标下的函数； 为关于 的微分算子矩

阵.值得注意的是，由于周期性多孔结构的材料属性呈周期性变化，因此 ， ， 和 与宏观

坐标 无关.

ε对多尺度坐标下的位移向量进行关于特征参数 的多尺度渐近展开，并保留前三项得[18]

uε = u(0)ε0+u(1)ε1+u(2)ε2, （8）

u(0) u(1) u(2)式中 ， 和 分别为由位移的零阶、一阶和二阶展开函数组成的向量.

ε将式 (8)代入式 (6)，整理后得到多尺度坐标下多孔结构控制微分方程关于特征参数 的展开形式为

[∂εT(Dε∂εu(0))]ε−2+ [∂T(Dε∂εu(0))+∂εT(Dε∂u(0))+∂εT(Dε∂εu(1))]ε−1+ [ρεü(0)+ cεu̇(0)+∂T(Dε∂u(0))+
∂T(Dε∂εu(1))+∂εT(Dε∂u(1))+∂εT(Dε∂εu(2))+ f ε]ε0+ [ρεü(1)+ cεu̇(1)+∂T(Dε∂u(1))+
∂T(Dε∂εu(2))+∂εT(Dε∂u(2))]ε1+ [ρεü(2)+ cεu̇(2)+∂T(Dε∂u(2))]ε2 = 0. （9）

ε保留前三项并考虑到 的任意性，上式成立的必要条件是

O(ε−2) : ∂εT(Dε∂εu(0)) = 0, （10）

O(ε−1 ) : ∂T(Dε∂εu(0))+∂εT(Dε∂u(0))+∂εT(Dε∂εu(1)) = 0, （11）

O(ε0) : ρεü(0)+ cεu̇(0)+∂T(Dε∂u(0))+∂T(Dε∂εu(1))+∂εT(Dε∂u(1))+∂εT (Dε∂εu(2))+ f ε = 0. （12）

u(0) (x,y) u(0) u(0)

(ξ,η) u(0) = u(0)(x,y)

在式 (8)中通常采用 来反映位移随宏观坐标 的变化， 称为宏观位移向量.显然， 与细观坐标

无关，即 ，因此式 (10)自动成立.由式 (11)和式 (12)可以分别导出单胞控制微分方程和宏观

控制微分方程. 

1.2   单胞控制微分方程

u(1)对 进行分离变量，将它表示为以下乘积形式：

u(1) = X(∂u(0)), （13）

X = X(ξ,η) (ξ,η)式中 ，称为单胞特征位移矩阵，其只与单胞内细观坐标 有关，表示为

X =
[
χξ1(ξ,η) χξ2(ξ,η) χξ3(ξ,η)
χη1(ξ,η) χη2(ξ,η) χη3(ξ,η)

]
. （14）

将式 (13)代入式 (11)，可得
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∂εT(Dε∂εX+ Dε)(∂u(0)) = 0. （15）

∂u(0)由于 不恒等于 0，所以上式成立的必要条件为

∂εT(Dε∂εX+ Dε) = 0. （16）

(ξ,η)式 (16)只与细观坐标 相关，用于求解单胞特征位移矩阵，称为单胞控制微分方程.该方程也可以表达

为如下形式：

∂εT(Dε∂εXi+ Dεei) = 0, i = 1,2,3, （17）

Xi ei式中 表示 X的第 i 列； 表示为

e1 =

1
0
0

 , e2 =

0
1
0

 , e3 =

0
0
1

. （18）

ei

Xi (i = 1,2,3)

e1 e2 e3

显然，式 (17)可以理解为在不同方向单位初应变 作用下的单胞静力平衡微分方程，解之即可获得

，从而按式 (14)构造单胞特征位移矩阵 X.值得注意的是，对于周期性多孔结构，在求解式

(17)时，只需要考虑一个典型单胞区域.对于图 1所示的具有双对称轴的单胞区域，考虑到周期性边界条件的

要求，在单位初应变 或 作用下，需对单胞外围边界施以法向固定的边界条件；在单位初应变 作用下，需对

单胞外围边界施以切向固定的边界条件[19]
.

根据单胞特征位移矩阵和本构方程进一步定义单胞特征应力矩阵为

Υ = Dε∂εX =

 γξ1(ξ,η) γξ2(ξ,η) γξ3(ξ,η)
γη1(ξ,η) γη2(ξ,η) γη3(ξ,η)
γξη1(ξ,η) γξη2(ξ,η) γξη3(ξ,η)

. （19）

该矩阵可用于计算下文的宏观弹性矩阵. 

1.3   宏观控制微分方程

将式 (13)代入式 (12)，并考虑式 (19)得
∂εT(Dε∂εu(2)) = −ρεü(0)− cεu̇(0)−∂T [(Dε+Υ)∂u(0)]−∂εT(Dε∂u(1))− f ε. （20）

u(2)根据 Fredholm定理[20]，关于 的椭圆型偏微分方程有且仅有唯一解的必要条件为方程的非齐次项在单

胞内积分为 0，即
1
V

x
V

{
ρεü(0)+ cεu̇(0)+∂T[(Dε+Υ)∂u(0)] + ∂εT(Dε∂u(1))+ f ε

}
dξdη = 0, （21）

式中 V 为单胞的面积.

文献 [21]证明了以下等式：
1
V

x
V
∂εT(Dε∂u(1))dξdη = 0. （22）

将式 (22)代入式 (21)中，可得宏观控制微分方程：

ρHü(0)+ cHu̇(0)+∂T(DH∂u(0))+ f H = 0, （23）

式中

ρH =
1
V

x
V
ρεdξdη, （24）

cH =
1
V

x
V

cεdξdη, （25）

DH =
1
V

x
V

(Dε+Υ) dξdη, （26）

f H =
1
V

x
V

f εdξdη. （27）

u(0) ρH cH DH f H显然，式 (23)可以理解为关于宏观位移向量 的宏观运动微分方程，式中 ， ， 和 分别为宏观质

量密度矩阵、宏观阻尼系数矩阵、宏观弹性矩阵和宏观体力向量.该方程的求解区域为图 1所示的宏观等效

结构区域，其边界条件与实际问题一致.式 (24)~(27)称为均匀化方程，用于求解各均匀化宏观参数，其中宏观
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DH Υ弹性矩阵 依赖于 1.2小节获得的单胞特征应力矩阵 . 

1.4   回代分析

ε2 uε将式 (13)代入式 (8)，并略去 项，可得单胞细观位移向量 的表达式为

uε = u(0)+εX(∂u(0)), （28）

u(0)式中单胞特征位移矩阵 X可由单胞静力平衡微分方程式 (17)求得，而宏观位移向量 则由宏观运动微分方

程式 (23)求得.

σε uε单胞细观应力向量 可根据几何方程和本构方程由 求得，表达式为

σε = Dε
(
∂+

1
ε
∂ε

)
uε. （29）

ε1将式 (28)代入式 (29)并略去 项，可得

σε = (Dε+ Υ)(∂u(0)), （30）

Υ式中单胞特征应力矩阵 见式 (19). 

2    多尺度随机振动分析的时域显式法
 

2.1   宏观动力响应时域显式表达式

首先进行单胞分析.采用静力有限元法求解式 (17)所示的单胞静力平衡微分方程，此时需要将图 1所示

的单胞划分为细观有限元网格，由此求得单胞内各细观单元节点的特征位移矩阵和特征应力矩阵，进一步由

式 (26)获得式 (23)所需的宏观弹性矩阵.

然后进行宏观分析.采用动力有限元法求解式 (23)所示的宏观运动微分方程，此时需要将图 1所示的宏

观等效结构划分为宏观有限元网格（宏观单元的尺寸一般取为单胞尺寸），从而式 (23)可以离散为以下形式：

MÜ(0)+CU̇(0)+KU(0) = LF, （31）

M C U(0) U̇(0) Ü(0)式中 ， 和 K分别为宏观质量、阻尼和刚度矩阵； ， 和 分别为宏观节点位移、速度和加速度向量；

F为非平稳随机激励向量，L为其定位矩阵.

∆t 0, t1, t2, · · · , tn F0,F1,F2, · · · ,Fn记时间步长为 ，积分步数为 n，把随机激励向量 F离散为时刻 处的荷载向量 .

假定结构响应具有零初值，采用 Newmark-β 数值积分格式求解式 (31)，可以推导得到宏观状态向量的显式表

达式为
Vi = Ai,0F0+ Ai,1F1+ · · ·+ Ai,iFi = AiF[i], i = 1,2, · · · ,n, （32）

Vi=V(ti) = [U(0)T(ti) U̇(0)T(ti)]T= [Ui
(0)T U̇(0)T

i ]T = [FT
0 FT

1 · · · FT
i ]T Ai = [Ai,0 Ai,1 · · · Ai,i]

Ai,0, Ai,1, · · · , Ai,i

式中 ；F[i] ； ，其中系数矩阵

可表示为如下形式[15-16]：
A1,0 = Q1, Ai,0 = T Ai−1,0， 2≤i≤n,
A1,1 = Q2, A2,1 = TQ2+Q1, Ai,1 = T Ai−1,1， 3≤i≤n,
Ai, j = Ai−1, j−1, 2≤ j≤i≤n,

（33）

式中 

T =
[ H11 H12

H21 H22

]
, Q1 =

[ V1
V3

]
L, Q2 =

[ V2
V4

]
L,

H11 = K̂−1(S1−S3 M−1K), H12 = K̂−1(S2−S3 M−1C),
H21 = a3(H11− I)+a5 M−1K, H22 = a3H12−a4I+a5 M−1C,
V1 = K̂−1S3 M−1, V2 = K̂−1, V3 = a3V1−a5 M−1, V4 = a3V2,

K̂ = K+a0 M+a3C,
S1 = a0 M+a3C, S2 = a1 M+a4C, S3 = a2 M+a5C,
a0 = 1/(β∆t2), a1 = 1/(β∆t), a2 = 1/(2β)−1,
a3 = γ/(β∆t), a4 = γ/β−1, a5 = (γ/β−2)∆t/2,

（34）

其中

γ β           =0.5,  =0.25.
根据式 (33)所揭示的系数矩阵之间的内在关系，可以把各系数矩阵排列如表 1所示.由表 1可见，仅第一
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Ai,0 Ai,1(i = 1,2, · · · ,n)列系数矩阵 和第二列系数矩阵 需要计算和存储，其计算量相当于对宏观等效结构进行

2m 次脉冲响应分析的计算量，m 为荷载向量 F的分量个数[22]
.

  

表 1    各时刻显式表达式的系数矩阵

Table 1    Coefficient matrices for explicit formulation at different instants
 

instant
coefficient matrix

F0 F1 F2 F3 … Fn−2 Fn−1 Fn

t1 A1,0 A1,1

t2 A2,0 A2,1 A1,1

t3 A3,0 A3,1 A2,1 A1,1
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .

tn−2 An−2,0 An−2,1 An−3,1 An−4,1 … A1,1

tn−1 An−1,0 An−1,1 An−2,1 An−3,1 … A2,1 A1,1

tn An,0 An,1 An−1,1 An−2,1 … A3,1 A2,1 A1,1
 

2.2   细观动力响应时域显式表达式

为了进一步建立单胞细观动力响应时域显式表达式，需要采用式 (28)和式 (30)进行回代分析.由该两式

可以得到单胞细观单元节点位移向量及应力向量与宏观节点状态向量之间的关系：{Uεi = BUVi,

Θεi = BΘVi,
i = 1,2, · · · ,n, （35）

Uεi = Uε(ti) Θεi = Θ
ε(ti)

BU BΘ

式中 和 分别为单胞细观单元节点位移向量和应力向量，它们即为最终需要的多孔结构动

力响应； 和 为相应的转换矩阵，取决于单胞细观单元节点的特征位移矩阵和特征应力矩阵.

将式 (32)代入式 (35)得Uεi = AU
i,0F0+ AU

i,1F1+ · · ·+ AU
i,iFi = AU

i F[i],

Θεi = AΘi,0F0 + AΘi,1F1 + · · · + AΘi,iFi = AΘi F[i],
i = 1,2, · · · ,n, （36）

AU
i = [AU

i,0 AU
i,1 · · · AU

i,i] AΘi = [AΘi,0 AΘi,1 · · · AΘi,i]式中 ， ，其中的系数矩阵分别为AU
i, j = BU Ai, j,

AΘi, j = BΘAi, j,
j = 0,1, · · · , i; i = 1,2, · · · ,n, （37）

Ai, j式中 的表达式见式 (33).

ri = r (ti)

在多孔结构的随机振动分析中，通常只需关注结构的某些关键响应.假设 r 为所关注的关键响应，如位

移、应力等，则由式 (36)可直接得到 的显式表达式为
ri = ar

i,0F0+ ar
i,1F1+ · · ·+ ar

i,iFi = ar
i F[i], i = 1,2, · · · ,n, （38）

ar
i = [ar

i,0 ar
i,1 · · · ar

i,i] ar
i, j AU

i, j AΘi, j ri式中 ，其中 为 和 中相应于 的行向量.
 

2.3   动力响应统计矩

ri

前述工作利用多尺度渐近均匀化法建立了多孔结构动力响应的显式表达式，揭示了多孔结构的物理演化

规律.在此基础上，可以进一步研究动力响应统计矩的演化规律.根据一阶矩和二阶矩的运算规则，由式

(38)可得各时刻关键响应 的均值和方差如下：{E(ri) = µri = ar
i E(F[i]),

D(ri) = σ2
ri
= ar

i cov(F[i],F[i])arT
i ,

i = 1,2, · · · ,n, （39）

E(F[i]) F[i] cov(F[i],F[i]) F[i]式中 为 的均值向量， 为 的协方差矩阵，分别表示为

E(F[i]) = [µT
F(t0) µ

T
F(t1) · · · µT

F(ti)]
T, i = 1,2, · · · ,n, （40）
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cov(F[i],F[i]) =
RFF(t0, t0)−µF(t0)µT

F(t0) RFF(t0, t1)−µF(t0)µT
F(t1) · · · RFF(t0, ti)−µF(t0)µT

F(ti)

RFF(t1, t0)−µF(t1)µT
F(t0) RFF(t1, t1)−µF(t1)µT

F(t1) · · · RFF(t1, ti)−µF(t1)µT
F(ti)

...
...

...

RFF(ti, t0)−µF(ti)µT
F(t0) RFF(ti, t1)−µF(ti)µT

F(t1) · · · RFF(ti, ti)−µF(ti)µT
F(ti)


, （41）

µF(t) RFF(t, τ) F(t) i = 1,2, · · · ,n式中 和 分别为非平稳随机激励向量 的均值函数向量和互相关函数矩阵， . 

3    数 值 算 例

ξ

如图 1所示，底部固支的周期性多孔有机玻璃方形板边长和厚度分别为 W=H=100 mm和 t=1 mm，单胞

边长为 w=h=10 mm，单胞中心有一边长为 a=b=5 mm的方孔.有机玻璃方形板 [23] 的弹性模量 E=5.3 GPa，
Poisson比µ=0.3，密度 ρ = 1.18 × 10−6 kg/mm3

.选取 Rayleigh阻尼模型，阻尼比取为 = 0.002.
f (t) f (t)该周期性多孔有机玻璃方形板在上部受到零均值非平稳随机激励 的作用， 取为均匀调制非平稳随

机过程，即
f (t) = g(t)q(t), （42）

式中 g(t)为调制函数，用于反映随机过程的非平稳特性，取为

g(t) = 4(e−6×103t − e−1.2×104t)； （43）

q(t)为零均值平稳随机过程，其相关函数取为

Rqq(τ) = λe−5×105 |τ|, （44）

τ λ = 144 MPa2 f (t)式中 为时间间隔， .于是， 的相关函数可以表达为
R f f (t, t+τ) = g(t)g(t+τ)Rqq(τ). （45）

f (t)根据式 (45)所示的相关函数，可以采用 Cholesky分解法生成随机激励 的样本，其中一个样本如图 2所示.
  

f (t)图 2    随机激励 的一个样本

f (t)Fig. 2    A sample of random excitation 

∆t

分别采用基于渐近均匀化法的多尺度有限元法以及单一尺度有限元法建立多孔结构动力响应时域显式

表达式.在多尺度有限元法中，首先将图 1所示的单胞划分为 300个四节点单元，通过单胞分析获得多孔材料

宏观弹性模量和宏观 Poisson比分别为 EH= 2.864 GPa和µH = 0.196 7；然后将整个宏观等效方形板划分为

100个四节点单元，并进行宏观分析.在单一尺度有限元法中，将整个多孔方形板划分为 30 000个四节点单元，

每个单元的尺寸与多尺度有限元法中单胞分析的细观单元尺寸一致.此外，在建立动力响应时域显式表达式

时，所考虑的持时为 T = 1 ms，时间步长取为 = 0.002 ms.

uxA, uyA σyA

D(uxA), D(uyA) D(σyA)

分别采用多尺度时域显式法和单一尺度时域显式法，考察图 1所示单胞右侧孔边中点 A 的位移和应

力.在图 2所示荷载样本作用下，点 A 的位移时程 和应力时程 分别如图 3~5所示.此外，在式 (42)所
示的非平稳随机激励作用下，点 A 的位移方差时程 和应力方差时程 分别如图 6~8
所示.由图 3~8可见，两种方法的计算结果相当吻合，验证了多尺度时域显式法的正确性.
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表 2    两种方法的计算时间（单位：s）

Table 2    Time costs of the 2 methods（unit: s）

method construction of explicit time-domain
expressions of dynamic responses

calculation of statistical moments
of dynamic responses

total computation
time

multi-scale explicit time-domain method 42.00 2.46 44.46

single-scale explicit time-domain method 4 482.00 2.46 4 484.46

 

 
图 3    点 A 水平位移时程

Fig. 3    Time histories of the horizontal displacement at point A
 

 

 
图 4    点 A 竖向位移时程

Fig. 4    Time histories of the vertical displacement at point A
 

 

 
图 5    点 A 竖向正应力时程

Fig. 5    Time histories of the vertical normal stress at point A
 

 

 
图 6    点 A 水平位移方差时程

Fig. 6    Time histories of variance of the horizontal displacement at point A
 

 

 
图 7    点 A 竖向位移方差时程

Fig. 7    Time histories of variance of the vertical displacement at point A
 

 

 
图 8    点 A 竖向正应力方差时程

Fig. 8    Time histories of variance of the vertical normal stress at point A
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在计算效率方面，多尺度时域显式法和单一尺度时域显式法的计算时间分别列于表 2中.计算在 Intel
core i5 处理器和 8 GB 内存的台式计算机上完成.由表 2可见，两种方法的计算时间由两部分组成，分别用于

构建动力响应时域显式表达式和统计矩运算.两种方法在统计矩运算方面的计算时间是一样的，主要区别在

于动力响应显式表达式系数矩阵的计算时间.由于采用了多尺度渐近均匀化法，多尺度时域显式法用于构建

动力响应显式表达式的计算时间仅为单一尺度方法的 0.94%，从而显著提高了多孔结构非平稳随机振动问题

的计算效率. 

4    结　　论

为了正确反映多孔材料细观非均质特性及动力荷载随机性的影响，本文开展了多孔结构随机振动分析的

渐近均匀化-时域显式法研究，得到了以下结论：

1) 所推导的周期性多孔结构动力问题多尺度控制微分方程充分体现了多尺度渐近均匀化思想，具有严格

的数学基础，为多孔结构多尺度动力响应分析奠定了理论基础.

2) 采用多尺度有限元法建立的多孔结构多尺度动力响应显式表达式，完全揭示了多孔结构的物理演化过

程.在此基础上，通过多孔结构物理演化机制和概率演化机制的相对分离，实现了多孔结构细观动力响应演变

统计矩的高效计算.

3) 所提出的渐近均匀化-时域显式法综合发挥了多尺度渐近均匀化法和随机振动时域显式法的计算优

势，大幅提升了多孔结构非平稳随机振动分析的计算精度和计算效率，为多孔结构随机振动问题提供了一条

可行的途径.

值得指出的是，本文的方法并不局限于周期性多孔结构的分析，亦可用于一般周期性非均质材料的随机

振动问题.在本文工作基础上，可以进一步研究非均质材料微结构随机振动灵敏度及随机拓扑优化问题.
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