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摘要：　 利用复变函数理论中的解析延拓、奇性主部分析和推广的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理， 求解了一维六方压电准晶双材料

在集中载荷作用下界面共线裂纹反平面弹性问题．导出了含有一条和两条有限长界面裂纹的封闭解， 同时给出了

裂纹尖端场强度因子（包含声子场和相位子场应力强度因子和电位移强度因子）的表达式．数值算例分析了外荷载

与耦合系数之比对裂纹尖端场强度因子变化规律的影响．从数值结果中可以看出，当裂纹长度增加时，裂纹尖端场

强度因子随之增加； 应力强度因子随双材料耦合系数之比的增大而增大， 电位移强度因子几乎不变； 不同载荷作

用下，裂纹尖端场强度因子随着裂纹长度改变时的变化趋势也不尽相同．研究结果可为压电准晶双材料的设计和制

备提供一定的理论参考．

关　 键　 词：　 一维六方压电准晶双材料；　 界面共线裂纹；　 复变函数方法；　 场强度因子

中图分类号：　 Ｏ３４３．８　 　 　 文献标志码：　 Ａ　 　 　 ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４３０１１１

Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ Ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ Ｃｏｌｌｉｎｅａｒ Ｃｒａｃｋｓ Ｂｅｔｗｅｅｎ １Ｄ
Ｈｅｘａｇｏｎａｌ Ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ Ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ Ｂｉｍａｔｅｒｉａｌｓ

ＬＵ Ｓｈａｏｎａｎ１，　 ＺＨＡＯ Ｘｕｅｆｅｎ２，　 ＭＡ Ｙｕａｎｙｕａｎ１

（１． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ， Ｎｉｎｇｘｉａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｙｉｎｃｈｕａｎ ７５００２１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；
２． Ｘｉｎｈｕａ Ｃｏｌｌｅｇｅ， Ｎｉｎｇｘｉａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｙｉｎｃｈｕａｎ ７５００２１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃ ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｐｒｉｎｃｉｐａｌ ｐａｒｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｌｉ⁃
ｏｕｖｉｌｌｅ ｔｈｅｏｒｅｍ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ， ｔｈｅ ａｎｔｉ⁃ｐｌａｎｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｃｏｌｌｉｎｅａｒ ｃｒａｃｋｓ ｂｅ⁃
ｔｗｅｅｎ １Ｄ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｉｍａｔｅｒｉａｌｓ ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄｓ， ｗａｓ ａｄｄｒｅｓｓｅｄ． Ｔｈｅ ｃｌｏｓｅｄ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｂｉｏｍａｔｅｒｉａｌ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ １ ａｎｄ ２ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｌｅｎｇｔｈ ｃｒａｃｋｓ ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄｓ ｗｅｒｅ ｄｅ⁃
ｒｉｖｅｄ． Ａｔ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｔｉｍｅ， ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ ｆｉｅｌｄ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ （ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｔｈｅ ｐｈｏｎｏｎ ｆｉｅｌｄ， ｔｈｅ ｐｈａｓｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ
ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ） ｗｅｒｅ ｇｉｖｅｎ． Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｔｅｒ⁃
ｎａｌ ｌｏａｄ ｔｏ ｔｈｅ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ ｆｉｅｌｄ ｗｅｒｅ ａｎａｌｙｚｅｄ ｂｙ ｎｕ⁃
ｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ． Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ， ｔｈｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ ｆｉｅｌｄ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ
ｃｒａｃｋ ｌｅｎｇｔｈ ａｎｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ， ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｋｅｅｐｓ
ａｌｍｏｓｔ ｕｎｃｈａｎｇｅｄ． Ｔｈｅ ｆｉｅｌｄ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ ｖａｒｉｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｌｅｎｇｔｈ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｙｌｅｓ ｕｎｄｅｒ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏａｄｓ． Ｔｈｅ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｒｅｓｕｌｔｓ ｐｒｏｖｉｄｅ ａ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ ｐｒｅｐａｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃ⁃

９０８

应用数学和力学
４４ 卷 ７ 期　 ２０２３ 年 ７ 月

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
　 　 　 　 　 Ｖｏｌ．４４，Ｎｏ．７，Ｊｕｌ．，２０２３

∗ 收稿日期：　 ２０２２⁃０３⁃３１； 修订日期：　 ２０２２⁃０６⁃２８
基金项目：　 国家自然科学基金项目（１２０６２０２１）；宁夏自然科学基金项目（２０２２ＡＡＣ０３０１３）
作者简介：　 卢绍楠（２０００—）， 女， 硕士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： １９３６１３６５０２＠ ｑｑ．ｃｏｍ）；

赵雪芬（１９８３—）， 女， 副教授， 博士， 硕士生导师 （通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｓｎｏｗｎｆｅｎ＠ １６３．ｃｏｍ）．
引用格式：　 卢绍楠， 赵雪芬， 马园园． 一维六方压电准晶双材料界面共线裂纹问题［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２３， ４４

（７）： ８０９⁃８２４．



ｔｒｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： １Ｄ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｉｍａｔｅｒｉａｌ； ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｃｏｌｌｉｎｅａｒ ｃｒａｃｋ； ｃｏｍｐｌｅｘ ｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ； ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｆａｃｔｏｒ

０　 引　 　 言

１９８２ 年发现的准晶具有宏观对称性和结构上的完全有序性［１］ ．常温下准晶呈脆性， 其对裂纹、孔洞、位
错等缺陷非常敏感［２］ ．为了使准晶材料被充分利用， 研究裂纹、位错等缺陷具有一定的意义．在考虑表 ／界面

效应下， 苏梦雨等［３］分析了纳米尺度下一维六方准晶中含有椭圆形裂纹孔的Ⅲ型断裂问题； Ｃｈｅｎｇ 等［４］ 研

究了一维六方准晶矩形板在有限维度下的断裂问题； 利用复变函数方法和 Ｓｔｒｏｈ 公式， 张炳彩等［５］ 研究了

一维六方准晶中孔边不对称共线界面裂纹问题．借助边值问题， Ｓｕ 等［６］研究了一维六方准晶中纳米椭圆孔

边裂纹的Ⅲ型断裂问题．利用广义 Ｓｔｒｏｈ 公式， Ｒａｄｉ 等［７］ 求解了二维十次对称准晶直线裂纹问题．通过构造

广义保角映射， 高媛媛等［８］研究了一维正交准晶中具有穿透性的椭圆孔口的平面弹性问题．
压电准晶相较普通的压电材料而言具有更广阔的应用前景．基于保角映射技术， 在部分渗透边界条件

下， Ｙａｎｇ 等［９］讨论了一维六方压电准晶中带两个非对称裂纹椭圆孔的断裂问题．Ｈｕ 等［１０］ 研究了不同准晶

材料之间的界面裂纹问题．运用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 积分变化， Ｚｈｏｕ 和 Ｌｉ［１１⁃１２］分别研究了有限厚度一维六方压电准晶板

中币形裂纹和 Ｙｏｆｆｅ 型运动裂纹问题．利用 Ｓｃｈｗａｒｚ⁃Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ 变换， 刘兴伟等［１３］研究了一维六方压电准晶中

正 ｎ 边形孔边裂纹问题．
由两种材质不同的准晶材料沿界面结合在一起， 称为“准晶双材料”．目前， 关于准晶双材料界面断裂

问题的研究多采用积分方程方法， 得到的是数值解， 外载荷多为均匀分布．集中载荷作用下压电准晶双材料

界面多裂纹问题的研究还未有文献报道．基于此， 本文利用复变函数方法求解了集中载荷（力和电荷）作用

下压电准晶双材料界面共线裂纹反平面问题， 得到了形式简洁的裂纹尖端场强度因子（包含声子场、相位子

场应力强度因子和电位移强度因子）的解析解．解析解严谨性更强，且在工程计算中更加便捷， 同时解析解

对于理解物理现象和本质具有重要的作用和意义．

１　 一维六方压电准晶基本公式

取 ｚ１ 轴为一维六方压电准晶准周期方向， ｘＯｙ 面为其周期平面， 建立直角坐标系．此时， 一维六方压电

准晶反平面弹性平衡方程为［１４］

　 　 Ñ２ｕｚ１
＝ ０， Ñ２ｗｚ１

＝ ０， Ñ２ｖ ＝ ０． （１）
其通解为［１５］

　 　 ｕｚ１
＝ Ｒｅ ϕ（ ｚ）， ｗｚ１

＝ Ｒｅ ψ（ ｚ）， ｖ ＝ Ｒｅ η（ ｚ） ． （２）
应力分量表示为［１４］

　 　

σｘｚ１
－ ｉσｙｚ１

＝ Ｃ４４ϕ′（ ｚ） ＋ Ｒ３ψ′（ ｚ） ＋ ｅ１１５η′（ ｚ），

Ｈｘｚ１
－ ｉＨｙｚ１

＝ Ｋ２ψ′（ ｚ） ＋ Ｒ３ϕ′（ ｚ） ＋ ｅ２１５η′（ ｚ），

Ｄｘ － ｉＤｙ ＝ ｅ１１５ϕ′（ ｚ） ＋ ｅ２１５ψ′（ ｚ） － １１η′（ ｚ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３）

式（１）—（３）中 ｚ表示坐标轴 ｚ１ 上的分量， “′”表示对 ｚ求导数， 这里 ｚ ＝ ｘ ＋ ｉｙ；Ｃ４４，Ｋ２ 和 Ｒ３ 分别表示声子场、
相位子场以及声子场⁃相位子场系数的弹性常数； ｅ１１５，ｅ２１５ 表示压电常数， １１ 表示介电常数； ｕｚ１ 和 ｗｚ１ 分别为

声子场和相位子场位移， ｖ 表示电势； σｘｚ１，σｙｚ１，Ｈｘｚ１，Ｈｙｚ１ 表示声子场和相位子场剪应力， Ｄｘ，Ｄｙ 表示电位移．

２　 一维六方压电准晶双材料反平面弹性问题

如图 １ 所示， 上下平面分别为弹性常数不同的一维六方压电准晶材料， 记上半平面为 Ｓ ＋， 下半平面为

Ｓ － ．上下半平面的量分别用上标 １ 和 ２ 标记．设反平面集中力 Ｐ（假设作用在声子场的力为 Ｐ１，作用在相位子

场的力为 Ｐ２） 和电荷 Ｑ 集中作用在 Ｓ ＋ 内任意点 ｚ０ 处．这里沿实轴的区间 Ｌ ＝ Ｌ１ ＋ Ｌ２ ＋ … ＋ Ｌｎ，Ｌ ｊ 上两种一
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维六方压电准晶材料完全黏合， 应力和位移保持连续， 即

　 　 σ（１） ＋
ｙｚ１

＝ σ（２） －
ｙｚ１ ， Ｈ（１） ＋

ｙｚ１
＝ Ｈ（２） －

ｙｚ１ ， Ｄ（１） ＋
ｙ ＝ Ｄ（２） －

ｙ ，　 　 ｔ ∈ Ｌ， （４）
　 　 ｕ（１） ＋

ｚ１
＝ ｕ（２） －

ｚ１ ， ｗ（１） ＋
ｚ１

＝ ｗ（２） －
ｚ１ ， ｖ（１） ＋ ＝ ｖ（２） －，　 　 ｔ ∈ Ｌ； （５）

沿界面其余部分 Ｌ′ ＝ Ｌ′１ ＋ Ｌ′２ ＋ … ＋ Ｌ′ｎ 互相裂开， 其中 Ｌ′ｉ 表示第 ｉ 条有限长裂纹．假设在裂纹上无面力作用，
裂纹端点依次是 ａ１，ｂ１；ａ２，ｂ２；…；ａｎ，ｂｎ，

　 　 σ（１） ＋
ｙｚ１ （ ｔ） ＝ σ（２） －

ｙｚ１ （ ｔ） ＝ ０， Ｈ（１） ＋
ｙｚ１ （ ｔ） ＝ Ｈ（２） －

ｙｚ１ （ ｔ） ＝ ０， Ｄ（１） ＋
ｙ （ ｔ） ＝ Ｄ（２） －

ｙ （ ｔ） ＝ ０，　 　 ｔ ∈ Ｌ′ ． （６）

图 １　 集中载荷作用于含共线界面裂纹的一维六方压电准晶双材料

Ｆｉｇ． １　 Ａ １Ｄ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｉｍａｔｅｒｉａｌ ｗｉｔｈ ｃｏｌｌｉｎｅａｒ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｃｒａｃｋｓ ｕｎｄｅｒ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ

３　 集中载荷作用下一维六方压电准晶双材料界面共线裂纹反平面弹性问题求解

如图 １， 由式（２）， 在 Ｓ ＋ 内， 设

　 　

ϕ′１（ ｚ） ＝
Ｍ１

ｚ － ｚ０
＋ ϕ１０（ ｚ），

ψ′１（ ｚ） ＝
Ｍ２

ｚ － ｚ０
＋ ψ１０（ ｚ），

η′１（ ｚ） ＝
Ｍ３

ｚ － ｚ０
＋ η１０（ ｚ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（７）

式中， Ｍ１，Ｍ２，Ｍ３ 的表达式见附录， ϕ１０（ ｚ），ψ１０（ ｚ） 和 η１０（ ｚ） 在 Ｓ ＋ 内全纯．
在 Ｓ － 内无集中作用载荷， 可设

　 　 ｕ（２）
ｚ１

＝ Ｒｅ ϕ２（ ｚ）， ｗ（２）
ｚ１

＝ Ｒｅ ψ２（ ｚ）， ｖ（２） ＝ Ｒｅ η２（ ｚ）， （８）
这里， ϕ２（ ｚ），ψ２（ ｚ） 和 η２（ ｚ） 在 Ｓ － 内全纯．

由 Ｓｃｈｗａｒｚ 对称原理［１６］， 对 ϕ′１（ ｚ），ψ′１（ ｚ），η′１（ ｚ） 和 ϕ′２（ ｚ），ψ′２（ ｚ），η′２（ ｚ） 做如下的延拓：

　 　
ϕ′１（ ｚ） ＝ ϕ

－
′１（ ｚ）， ψ′１（ ｚ） ＝ ψ

－
′１（ ｚ）， η′１（ ｚ） ＝ η－ ′１（ ｚ），　 　 ｚ ∈ Ｓ －，

ϕ′２（ ｚ） ＝ ϕ
－
′２（ ｚ）， ψ′２（ ｚ） ＝ ψ

－
′２（ ｚ）， η′２（ ｚ） ＝ η－ ′２（ ｚ），　 　 ｚ ∈ Ｓ ＋ ．{ （９）

将式（７）代入式（９）得到

　 　
ϕ′１（ ｚ） ＝ Ｍ１Ｇ（ ｚ） ＋ ϕ１０（ ｚ），
ψ′１（ ｚ） ＝ Ｍ２Ｇ（ ｚ） ＋ ψ１０（ ｚ），
η′１（ ｚ） ＝ Ｍ３Ｇ（ ｚ） ＋ η１０（ ｚ），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１０）

式中， ϕ１０（ ｚ），ψ１０（ ｚ） 和 η１０（ ｚ） 在沿 Ｌ 隔开的全平面全纯，

　 　 Ｇ（ ｚ） ＝ １
ｚ － ｚ０

＋ １
ｚ － ｚ－ ０

． （１１）

在 Ｓ － 内无外载荷作用， 故 ϕ′２（ ｚ）， ψ′２（ ｚ） 和 η′２（ ｚ） 在 Ｓ － 内全纯， 做如式（１０）的解析延拓可知， ϕ′２（ ｚ），
ψ′２（ ｚ） 和 η′２（ ｚ） 在沿 Ｌ 割开的全平面全纯．

注意到式（４）和式（６）， 下式成立：
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　 　 ｔ－ ＝ ｔ， ϕ
－
′＋１（ ｔ） ＝ ϕ′－１（ ｔ）， ϕ

－
′－２（ ｔ） ＝ ϕ′＋２（ ｔ）， ψ

－
′＋１（ ｔ） ＝ ψ′－１（ ｔ），

　 　 ψ
－
′－２（ ｔ） ＝ ψ′＋２（ ｔ）， η－ ′＋１（ ｔ） ＝ η′－１（ ｔ）， η－ ′－２（ ｔ） ＝ η′＋２（ ｔ） ．

因此有

　 　

σ（１） ＋
ｙｚ１ （ ｔ） ＝ σ（２） －

ｙｚ１ （ ｔ），

Ｈ（１） ＋
ｙｚ１ （ ｔ） ＝ Ｈ（２） －

ｙｚ１ （ ｔ），

Ｄ（１） ＋
ｙ （ ｔ） ＝ Ｄ（２） －

ｙ （ ｔ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１２）

其中， ｔ 属于全实轴．
根据推广的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理［１７］， 并考虑式（９）和式（１０）有

　 　

Ｃ（１）
４４ ϕ′１（ ｚ） ＋ Ｒ（１）

３ ψ′１（ ｚ） ＋ ｅ１１５ （１）η′１（ ｚ） ＋ Ｃ（２）
４４ ϕ′２（ ｚ） ＋ Ｒ（２）

３ ψ′２（ ｚ） ＋ ｅ１１５ （２）η′２（ ｚ） ＝

　 　 － Ｐ′
２π

Ｇ（ ｚ） ＋
Ｐ３Ｋ（１）

２ ｅ１１５ （１） － Ｐ２ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） － Ｐ２Ｒ（１）
３ （１）

１１ － Ｐ３Ｒ（１）
３ ｅ２１５ （１）

２π［Ｋ（１）
２ （１）

１１ ＋ （ｅ２１５ （１）） ２］
Ｇ（ ｚ） ＋ Ｄ０，

Ｋ（１）
２ ψ′１（ ｚ） ＋ Ｒ（１）

３ ϕ′１（ ｚ） ＋ ｅ２１５ （１）η′１（ ｚ） ＋ Ｋ（２）
２ ψ′２（ ｚ） ＋ Ｒ（２）

３ ϕ′２（ ｚ） ＋ ｅ２１５ （２）η′２（ ｚ） ＝

　 　 －
Ｐ２

２π
Ｇ（ ｚ） ＋ Ｄ１，

ｅ１１５ （１）ϕ′１（ ｚ） ＋ ｅ２１５ （１）ψ′１（ ｚ） － （１）
１１ η′１（ ｚ） ＋ ｅ１１５ （２）ϕ′２（ ｚ） ＋ ｅ２１５ （２）ψ′２（ ｚ） － （２）

１１ η′２（ ｚ） ＝

　 　 － Ｑ
２π

Ｇ（ ｚ） ＋ Ｄ２，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１３）

这里， ｚ 属于全平面，Ｄ０，Ｄ１，Ｄ２ 为待定常数．
由位移连续条件， 可得

　 　

ϕ′＋２（ ｔ） ＋ ϕ′－２（ ｔ） ＝ Ｎ１Ｇ（ ｔ） ＋ Ｄ３，　 　 ｔ ∈ Ｌ，

ψ′＋２（ ｔ） ＋ ψ′－２（ ｔ） ＝ Ｎ２Ｇ（ ｔ） ＋ Ｄ４，　 　 ｔ ∈ Ｌ，

η′＋２（ ｔ） ＋ η′－２（ ｔ） ＝ Ｎ３Ｇ（ ｔ） ＋ Ｄ５，　 　 ｔ ∈ Ｌ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１４）

其中， Ｎ１，Ｎ２，Ｎ３，Ｄ３，Ｄ４，Ｄ５ 的表达式见附录．
式（１４）的积分形式解为

　 　

ϕ′２（ ｚ） ＝
Ｘ０（ ｚ）
２πｉ ∫Ｌ

Ｎ１Ｇ（ ｔ） ＋ Ｄ３

Ｘ ＋
０（ ｔ）（ ｔ － ｚ）

ｄｔ ＋ Ｘ０（ ｚ）Ｐｎ（ ｚ），

ψ′２（ ｚ） ＝
Ｘ０（ ｚ）
２πｉ ∫Ｌ

Ｎ２Ｇ（ ｔ） ＋ Ｄ４

Ｘ ＋
０（ ｔ）（ ｔ － ｚ）

ｄｔ ＋ Ｘ０（ ｚ）Ｑｎ（ ｚ），

η′２（ ｚ） ＝
Ｘ０（ ｚ）
２πｉ ∫Ｌ

Ｎ３Ｇ（ ｔ） ＋ Ｄ５

Ｘ ＋
０（ ｔ）（ ｔ － ｚ）

ｄｔ ＋ Ｘ０（ ｚ）Ｆｎ（ ｚ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（１５）

其中

　 　 Ｘ０（ ｚ） ＝ ∏
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｚ － ａ ｊ）

－１ ／ ２（ ｚ － ｂ ｊ）
－１ ／ ２， （１６）

Ｘ０（ ｚ） 是沿 Ｌ 割开的 ｚ 平面上的单值分支， 满足

　 　 ｌｉｍ
ｚ →∞

［Ｘ０（ ｚ）·ｚｎ］ ＝ １，　 　 ｚ ∈ Ｓ ＋， （１７）

　 　

Ｐｎ（ ｚ） ＝ ｃ０ｚｎ ＋ ｃ１ｚｎ
－１ ＋ ｃ２ｚｎ

－２ ＋ … ＋ ｃｎ，

Ｑｎ（ ｚ） ＝ ｄ０ｚｎ ＋ ｄ１ｚｎ
－１ ＋ ｄ２ｚｎ

－２ ＋ … ＋ ｄｎ，

Ｆｎ（ ｚ） ＝ ｆ０ｚｎ ＋ ｆ１ｚｎ
－１ ＋ ｆ２ｚｎ

－２ ＋ … ＋ ｆｎ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１８）

计算式（１５）中的积分后， 得到

２１８ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



　 　

ϕ′２（ ｚ） ＝ Ｘ０（ ｚ） Ｐｎ（ ｚ） － １
２
［Ｇϕ

ｚ０（ ｚ） ＋ Ｇϕ
ｚ－ ０
（ ｚ） ＋ Ｇϕ

∞（ ｚ）］{ } ＋
Ｎ１

２
Ｇ（ ｚ） ＋

Ｄ３

２
，

ψ′２（ ｚ） ＝ Ｘ０（ ｚ） Ｑｎ（ ｚ） － １
２
［Ｇψ

ｚ０（ ｚ） ＋ Ｇψ
ｚ－ ０
（ ｚ） ＋ Ｇψ

∞（ ｚ）］{ } ＋
Ｎ２

２
Ｇ（ ｚ） ＋

Ｄ４

２
，

η′２（ ｚ） ＝ Ｘ０（ ｚ） Ｆｎ（ ｚ） － １
２
［Ｇη

ｚ０（ ｚ） ＋ Ｇη
ｚ－ ０
（ ｚ） ＋ Ｇη

∞（ ｚ）］{ } ＋
Ｎ３

２
Ｇ（ ｚ） ＋

Ｄ５

２
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１９）

其中， Ｇϕ
ｚ０（ ｚ），Ｇ

ϕ
ｚ－ ０
（ ｚ），Ｇϕ

∞（ ｚ） 分别是式（１５）中被积函数 （Ｎ１Ｇ（ ｚ） ＋ Ｄ３） ／ Ｘ０（ ｚ） 在 ｚ ＝ ｚ０，ｚ
－
０，∞ 处的奇性主部；

同理， Ｇψ
ｚ０（ ｚ），Ｇ

ψ
ｚ－ ０
（ ｚ），Ｇψ

∞（ ｚ）（Ｇ
η
ｚ０（ ｚ），Ｇ

η
ｚ－ ０
（ ｚ），Ｇη

∞（ ｚ）） 分别是 （Ｎ２Ｇ（ ｚ） ＋ Ｄ４） ／ Ｘ０（ ｚ）（（Ｎ３Ｇ（ ｚ） ＋ Ｄ５） ／ Ｘ０（ ｚ））
在 ｚ ＝ ｚ０，ｚ

－
０，∞ 处的奇性主部， 可由 Ｌａｕｒｅｎｔ 级数展开式获得．

在 ϕ′２（ ｚ），ψ′２（ ｚ） 和 η′２（ ｚ） 中，有 ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ，ｄ０，ｄ１，…，ｄｎ， ｆ０， ｆ１，…， ｆｎ，Ｄ３，Ｄ４ 和 Ｄ５ 共 ３（ｎ ＋ ２） 个常数

需要确定， 这就需要 ３（ｎ ＋ ２） 个方程．根据无穷远处的受力情况， 可得到 ６个常数； 其余 ３ｎ 个方程由位移单

值条件导出．式（１３）仅利用了 Ｌ 两边（Ｓ ＋ 与 Ｓ －） 声子场和相位子场位移的导数相等．另外还需补充在 ｎ 个裂

纹端点处位移相等的条件以满足 Ｌ 上两边位移相等．由各裂纹两端位移相等， 有

　 　

Ｒｅ ∫ｂ ｊ
ａｊ
ϕ′１

＋（ ｔ）ｄｔ ＝ Ｒｅ ∫ｂ ｊ
ａｊ
ϕ′２

－（ ｔ）ｄｔ，　 　 ｔ ∈ Ｌ′，

Ｒｅ ∫ｂ ｊ
ａｊ
ψ′１

＋（ ｔ）ｄｔ ＝ Ｒｅ ∫ｂ ｊ
ａｊ
ψ′１

－（ ｔ）ｄｔ，　 　 ｔ ∈ Ｌ′，

Ｒｅ ∫ｂ ｊ
ａｊ
η′１

＋（ ｔ）ｄｔ ＝ Ｒｅ ∫ｂ ｊ
ａｊ
η′２

－（ ｔ）ｄｔ，　 　 ｔ ∈ Ｌ′ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（２０）

在 Ｌ′ 上， Ｃ（１）
４４ ϕ′１（ ｚ） ＋ Ｒ（１）

３ ψ′１（ ｚ） ＋ ｅ１１５ （１）η′１（ ｚ）， Ｃ（２）
４４ ϕ′１（ ｚ） ＋ Ｒ（２）

３ ψ′１（ ｚ） ＋ ｅ１１５ （２）η′１（ ｚ）， Ｋ（１）
２ ψ′１（ ｚ） ＋ Ｒ（１）

３ ϕ′１（ ｚ）
＋ ｅ２１５ （１）η′１（ ｚ），Ｋ（２）

２ ψ′１（ ｚ） ＋ Ｒ（２）
３ ϕ′１（ ｚ） ＋ ｅ２１５ （２）η′１（ ｚ）， ｅ１１５ （１）ϕ′１（ ｚ） ＋ ｅ２１５ （１）ψ′１（ ｚ） － （１）

１１ η′１（ ｚ）， ｅ１１５ （２）ϕ′１（ ｚ） ＋
ｅ２１５ （２）ψ′１（ ｚ） － （２）

１１ η′１（ ｚ） 的虚部为 ０．
考虑式（１３）， 得

　 　

∫
Ｌ′ｊ

（Ｃ（１）
４４ ＋ Ｃ（２）

４４ ）ϕ′２（ ｔ） ＋ （Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）ψ′２（ ｔ） ＋ （ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２））η′２（ ｔ） ＋ Ｐ′
２π

Ｇ（ ｔ） －é

ë
êê

　 　
ＱＫ（１）

２ ｅ１１５ （１） － Ｐ２ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） － Ｐ２Ｒ（１）
３ （１）

１１ － ＱＲ（１）
３ ｅ２１５ （１）

２π［Ｋ（１）
２ （１）

１１ ＋ （ｅ２１５ （１）） ２］
Ｇ（ ｔ） － Ｄ０

ù

û

ú
ú
ｄｔ ＝ ０，

∫
Ｌ′ｊ

（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）ψ′２（ ｔ） ＋ （Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）ϕ′２ ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２））η′２（ ｔ） ＋
Ｐ２

２π
Ｇ（ ｚ） － Ｄ１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｔ ＝ ０，

∫
Ｌ′ｊ

（ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２））ϕ′２ ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２））ψ′２（ ｔ） － （（１）
１１ ＋ （２）

１１ ）η′２（ ｔ） ＋ Ｑ
２π

Ｇ（ ｚ） － Ｄ２
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｔ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（２１）
其中　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ ．

４　 特　 　 例

假设无穷远处应力为零， 当 Ｃ（ ｉ）
４４ Ｋ（ ｉ）

２ － Ｒ（ ｉ）
３

２ ≠ ０（ ｉ ＝ １，２） 时，
　 　 ϕ′ｉ（∞ ） ＝ ψ′ｉ（∞ ） ＝ ηｉ′（∞ ） ＝ ０． （２２）

将式（２２）代入式（１３）， 得到

　 　 Ｄ０ ＝ ０， Ｄ１ ＝ ０， Ｄ２ ＝ ０， Ｄ３ ＝ ０， Ｄ４ ＝ ０， Ｄ５ ＝ ０． （２３）
由式（１５）和式（２２），可得

　 　 ｃ０ ＝ ｄ０ ＝ ｆ０ ＝ ０． （２４）
４．１　 一条有限长界面裂纹

如图 ２ 所示， 设界面上有一条从 ａ 到 ｂ 的裂纹， 在 Ｓ ＋ 内任意点 ｚ０ 处作用集中载荷．此时 ｎ ＝ １， 则
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　 　 Ｐｎ（ ｚ） ＝ ｃ１， Ｑｎ（ ｚ） ＝ ｄ１， Ｆｎ（ ｚ） ＝ ｆ１， （２５）

　 　 Ｘ０（ ｚ） ＝ １

ｚ２ － ｌ２
， （２６）

　 　 Ｇϕ
ｚ０（ ｚ） ＝ Ｎ１

ｚ２０ － ｌ２

ｚ － ｚ０
， Ｇψ

ｚ０（ ｚ） ＝ Ｎ２

ｚ２０ － ｌ２

ｚ － ｚ０
， Ｇη

ｚ０（ ｚ） ＝ Ｎ３

ｚ２０ － ｌ２

ｚ － ｚ０
， （２７）

　 　 Ｇϕ
ｚ－ ０
（ ｚ） ＝ Ｎ１

ｚ－ ２
０ － ｌ２

ｚ － ｚ－ ０

， Ｇψ
ｚ－ ０
（ ｚ） ＝ Ｎ２

ｚ－ ２
０ － ｌ２

ｚ － ｚ－ ０

， Ｇη
ｚ－ ０
（ ｚ） ＝ Ｎ３

ｚ－ ２
０ － ｌ２

ｚ － ｚ－ ０

， （２８）

　 　 Ｇϕ
∞（ ｚ） ＝ ２Ｎ１， Ｇψ

∞（ ｚ） ＝ ２Ｎ２， Ｇη
∞（ ｚ） ＝ ２Ｎ３ ． （２９）

图 ２　 集中载荷作用在含一条界面裂纹的压电准晶双材料

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｉｍａｔｅｒｉａｌ ｗｉｔｈ ａｎ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｃｒａｃｋ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ

下面确定常数 ｃ１ 和 ｄ１， 由式（２１）和式（２３）可得

　 　

∫ｌ
－ｌ

[（Ｃ（１）
４４ ＋ Ｃ（２）

４４ ）ϕ′２（ ｚ） ＋ （Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）ψ′２（ ｚ） ＋ （ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２））η′２（ ｚ） ＋ Ｐ′
２π

Ｇ（ ｚ） －

　 　
ＱＫ（１）

２ ｅ１１５ （１） － Ｐ２ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） － Ｐ２Ｒ（１）
３ （１）

１１ － ＱＲ（１）
３ ｅ２１５ （１）

２π［Ｋ（１）
２ （１）

１１ ＋ （ｅ２１５ （１）） ２］
Ｇ（ ｚ） ]ｄｔ ＝ ０，

∫ｌ
－ｌ

[（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）ψ′２（ ｚ） ＋ （Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）ϕ′２（ ｚ） ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２））η′２（ ｚ） ＋
Ｐ２

２π
Ｇ（ ｚ） ]ｄｔ ＝ ０，

∫ｌ
－ｌ

[（ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２））ϕ′２（ ｚ） ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２））ψ′２（ ｚ） － （（１）
１１ ＋ （２）

１１ ）η′２（ ｚ） ＋ Ｑ
２π

Ｇ（ ｚ） ]ｄｔ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（３０）
考虑围道积分， 由留数定理得

　 　 ｃ１ ＝ Ｎ１， ｄ１ ＝ Ｎ２， ｆ１ ＝ Ｎ３ ． （３１）
由式（１３）， 同时考虑到 Ｄ０ ＝ Ｄ１ ＝ ０， 当 Ｃ（ ｉ）

４４ Ｋ（ ｉ）
２ － Ｒ（ ｉ）

３
２ ≠ ０ 时， 有

　 　
ϕ′１（ ｚ） ＝ Ｍ１Ｇ（ ｚ） － Ｂ１ϕ′２（ ｚ） － Ｅ１ψ′２（ ｚ） － Ｇ１η′２（ ｚ），
ψ′１（ ｚ） ＝ Ｍ２Ｇ（ ｚ） ＋ Ｂ２ϕ′２（ ｚ） ＋ Ｅ２ψ′２（ ｚ） ＋ Ｇ２η′２（ ｚ），
η′１（ ｚ） ＝ Ｍ３Ｇ（ ｚ） ＋ Ｂ３ϕ′２（ ｚ） ＋ Ｅ３ψ′２（ ｚ） ＋ Ｇ３η′２（ ｚ），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３２）

其中， Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３，Ｅ１，Ｅ２，Ｅ３，Ｇ１，Ｇ２，Ｇ３ 的表达式见附录．
４．２　 两条有限长界面裂纹

如图 ３ 所示， 设界面上有两条等长的裂纹， 裂纹端点依次为 － ｂ， － ａ， ａ， ｂ，在 Ｓ ＋ 内任意点 ｚ０ 处作用集

中载荷．当 ｎ ＝ ２ 时，
　 　 Ｐｎ（ ｚ） ＝ ｃ１ｚ ＋ ｃ２， Ｑｎ（ ｚ） ＝ ｄ１ｚ ＋ ｄ２， Ｆｎ（ ｚ） ＝ ｆ１ｚ ＋ ｆ２， （３３）

　 　 Ｘ０（ ｚ） ＝ １

（ ｚ２ － ａ２）（ ｚ２ － ｂ２）
， （３４）
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Ｇϕ

ｚ０（ ｚ） ＝ Ｎ１

（ ｚ２０ － ａ２）（ ｚ２０ － ｂ２）
ｚ － ｚ０

， Ｇψ
ｚ０（ ｚ） ＝ Ｎ２

（ ｚ２０ － ａ２）（ ｚ２０ － ｂ２）
ｚ － ｚ０

，

Ｇη
ｚ０（ ｚ） ＝ Ｎ３

（ ｚ２０ － ａ２）（ ｚ２０ － ｂ２）
ｚ － ｚ０

，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（３５）

　 　
Ｇϕ

ｚ－ ０
（ ｚ） ＝ Ｎ１

（ ｚ－ ２
０ － ａ２）（ ｚ－ ２

０ － ｂ２）
ｚ － ｚ－ ０

， Ｇψ
ｚ－ ０
（ ｚ） ＝ Ｎ２

（ ｚ－ ２
０ － ａ２）（ ｚ－ ２

０ － ｂ２）
ｚ － ｚ－ ０

，

Ｇη
ｚ－ ０
（ ｚ） ＝ Ｎ３

（ ｚ－ ２
０ － ａ２）（ ｚ－ ２

０ － ｂ２）
ｚ － ｚ－ ０

，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３６）

　 　 Ｇϕ
∞（ ｚ） ＝ ２Ｎ１ｚ， Ｇψ

∞（ ｚ） ＝ ２Ｎ２ｚ， Ｇη
∞（ ｚ） ＝ ２Ｎ３ｚ， （３７）

　 　

ｃ２ ＝ －
Ｎ１ｂ

２Ｅ（ｋ）
ｚ０Ｘ（ ｚ０）Π（φ，ｈ，ｋ）

ｂ（ ｚ２０ － ｂ２）
＋
ｚ－ ０Ｘ（ ｚ

－
０）Π（φ，ｈ，ｋ）

ｂ（ ｚ－ ２
０ － ｂ２）

＋ π
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ｄ２ ＝ －
Ｎ２ｂ

２Ｅ（ｋ）
ｚ０Ｘ（ ｚ０）Π（φ，ｈ，ｋ）

ｂ（ ｚ２０ － ｂ２）
＋
ｚ－ ０Ｘ（ ｚ

－
０）Π（φ，ｈ，ｋ）

ｂ（ ｚ－ ２
０ － ｂ２）

＋ π
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ｆ２ ＝ －
Ｎ３ｂ

２Ｅ（ｋ）
ｚ０Ｘ（ ｚ０）Π（φ，ｈ，ｋ）

ｂ（ ｚ２０ － ｂ２）
＋
ｚ－ ０Ｘ（ ｚ

－
０）Π（φ，ｈ，ｋ）

ｂ（ ｚ－ ２
０ － ｂ２）

＋ π
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（３８）

式中 Ｘ（ ｚ） ＝ （ ｚ２ － ａ２）（ ｚ２ － ｂ２） ，Ｅ（ｋ） 是第二类完全椭圆积分， Π（φ，ｈ，ｋ） 是第三类椭圆积分， 且

　 　 φ ＝ π
２
， ｈ ＝ ｂ２ － ａ２

ｂ２ － ｚ２０
， ｋ ＝ １ － ａ２

ｂ２ ， ｈ′ ＝ ｂ２ － ａ２

ｂ２ － ｚ－ ２
０

． （３９）

图 ３　 集中载荷作用在含两条界面裂纹的压电准晶双材料

Ｆｉｇ． ３　 Ａ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｉｍａｔｅｒｉａｌ ｗｉｔｈ ２ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｃｒａｃｋｓ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ

５　 裂纹尖端场强度因子

计算双材料界面裂纹Ⅲ型场强度因子［１８］：

　 　

Ｋσ
Ⅲ ＝ ２π ｌｉｍ

ｚ→ｌ
ｚ － ｌ σ（２）

ｙｚ （ ｚ） ＝ － ２π ｌｉｍ
ｚ→ｌ

ｚ － ｌ Ｉｍ（Ｃ（２）
４４ ϕ′２（ ｚ） ＋ Ｒ（２）

３ ψ′２（ ｚ） ＋ ｅ１１５ （２）η′２（ ｚ）），

ＫＨ
Ⅲ ＝ ２π ｌｉｍ

ｚ→ｌ
ｚ － ｌ Ｈ（２）

ｙｚ （ ｚ） ＝ － ２π Ｉｍ ｌｉｍ
ｚ→ｌ

ｚ － ｌ （Ｋ（２）
２ ψ′２（ ｚ） ＋ Ｒ（２）

３ ϕ′２（ ｚ） ＋ ｅ２１５ （２）η′２（ ｚ）），

ＫＤ
Ⅲ ＝ ２π ｌｉｍ

ｚ→ｌ
ｚ － ｌ Ｄ（２）

ｙ （ ｚ） ＝ － ２π Ｉｍ ｌｉｍ
ｚ→ｌ

ｚ － ｌ （ｅ１１５ （２）ϕ′２（ ｚ） ＋ ｅ２１５ （２）ψ′２（ ｚ） － （２）
１１ η′２（ ｚ）），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４０）
其中 Ｋσ

Ⅲ 表示声子场应力强度因子， ＫＨ
Ⅲ 表示相位子场应力强度因子， ＫＤ

Ⅲ 表示电位移强度因子．
５．１　 一条界面裂纹

１） 任意位置受集中载荷

如图 ２， 将式（１９）和式（３１）代入式（４０）得
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Ｋσ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ

ｚ２０ － ｌ２ ／ （ ｌ － ｚ０） ＋ ｚ－ ２
０ － ｌ２ ／ （ ｌ － ｚ－ ０）

２ πｌ
（ Ｉ１ × Ｊ ＋ Ｌ１）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

ＫＨ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ

ｚ２０ － ｌ２ ／ （ ｌ － ｚ０） ＋ ｚ－ ２
０ － ｌ２ ／ （ ｌ － ｚ－ ０）

２ πｌ
（ Ｉ２ × Ｊ ＋ Ｌ２）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

ＫＤ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ

ｚ２０ － ｌ２ ／ （ ｌ － ｚ０） ＋ ｚ－ ２
０ － ｌ２ ／ （ ｌ － ｚ－ ０）

２ πｌ
（ Ｉ３ × Ｊ ＋ Ｌ３）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

（４１）

其中 Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３，Ｊ，Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３ 的表达式见附录．
２） 裂纹面上受集中载荷作用

如图 ４ 所示， 当 ｚ０ → ｔ，ｔ 为上半平面上任意点时， 由式（４１）可得

　 　

Ｋσ
Ⅲ ＝ Ｉｍ ｔ ＋ ｌ

ｔ － ｌ
Ｉ１ × Ｊ ＋ Ｌ１

πｌ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ＫＨ
Ⅲ ＝ Ｉｍ ｔ ＋ ｌ

ｔ － ｌ
Ｉ２ × Ｊ ＋ Ｌ２

πｌ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ＫＤ
Ⅲ ＝ Ｉｍ ｔ ＋ ｌ

ｔ － ｌ
Ｉ３ × Ｊ ＋ Ｌ３

πｌ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（４２）

图 ４　 单个界面裂纹面上受集中载荷

Ｆｉｇ． ４　 Ａ ｓｉｎｇｌｅ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｃｒａｃｋ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ

令 ｔ → ０， 由式（４２）可得

　 　

Ｋσ
Ⅲ ＝ Ｉｍ

Ｉ１ × Ｊ ＋ Ｌ１

πｌ
，

ＫＨ
Ⅲ ＝ Ｉｍ

Ｉ２ × Ｊ ＋ Ｌ２

πｌ
，

ＫＤ
Ⅲ ＝ Ｉｍ

Ｉ３ × Ｊ ＋ Ｌ３

πｌ
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（４３）

３） 裂纹面上受均布集中载荷

如图 ５ 所示， 在上半平面裂纹面上， 任意区段 （ａ，ｂ） 受均布集中载荷作用， 由式（４２）积分得

　 　

Ｋσ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ （ Ｉ１ × Ｊ ＋ Ｌ１）

ｌ
π １ － ａ２

ｌ２
－ １ － ｂ２

ｌ２
＋ ２ ｓｉｎ －１ ｌ － ａ

２ｌ
－ ｓｉｎ －１ ｌ － ｂ

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ＫＨ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ （ Ｉ２ × Ｊ ＋ Ｌ２）

ｌ
π １ － ａ２

ｌ２
－ １ － ｂ２

ｌ２
＋ ２ ｓｉｎ －１ ｌ － ａ

２ｌ
－ ｓｉｎ －１ ｌ － ｂ

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ＫＤ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ （ Ｉ３ × Ｊ ＋ Ｌ３）

ｌ
π １ － ａ２

ｌ２
－ １ － ｂ２

ｌ２
＋ ２ ｓｉｎ －１ ｌ － ａ

２ｌ
－ ｓｉｎ －１ ｌ － ｂ

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（４４）
当 ａ ＝ － ｌ，ｂ ＝ ｌ， 载荷布满裂纹面时，
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Ｋσ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ［（ Ｉ１ × Ｊ ＋ Ｌ１） πｌ ］，

ＫＨ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ［（ Ｉ２ × Ｊ ＋ Ｌ２） πｌ ］，

ＫＤ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ［（ Ｉ３ × Ｊ ＋ Ｌ３） πｌ ］ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４５）

图 ５　 单个界面裂纹面上受均布集中载荷

Ｆｉｇ． ５　 Ａ ｓｉｎｇｌｅ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｃｒａｃｋ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄｓ

５．２　 两条界面裂纹

１） 任意位置 ｚ０ 受集中载荷作用

结合两条有限长界面裂纹的情形， 将式（１９）代入式（４０）， 并考虑到式（３８）， 在裂纹尖端 ｘ ＝ ａ 处

　 　

Ｋσ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ

（ Ｉ１ × Ｊ ＋ Ｌ１）Ｘ１

２ ａπ（ａ２ － ｂ２）
，

ＫＨ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ

（ Ｉ２ × Ｊ ＋ Ｌ２）Ｘ１

２ ａπ（ａ２ － ｂ２）
，

ＫＤ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ

（ Ｉ３ × Ｊ ＋ Ｌ３）Ｘ１

２ ａπ（ａ２ － ｂ２）
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（４６）

其中

　 　 Ｘ１ ＝ ｂ
Ｅ（ｋ）

ｚ０Ｘ（ ｚ０）Π（φ，ｈ，ｋ）
ｂ（ ｚ２０ － ｂ２）

＋
ｚ－ ０Ｘ（ ｚ

－
０）Π（φ，ｈ，ｋ）

ｂ（ ｚ－ ２
０ － ｂ２）

＋ π
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 （ ｚ２０ － ａ２）（ ｚ２０ － ｂ２）
ａ － ｚ０

＋
（ ｚ－ ２

０ － ａ２）（ ｚ－ ２
０ － ｂ２）

ａ － ｚ－ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

在裂纹尖端 ｘ ＝ ｂ 处

　 　

Ｋσ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ

（ Ｉ１ × Ｊ ＋ Ｌ１）Ｘ２

２ ｂπ（ｂ２ － ａ２）
，

ＫＨ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ

（ Ｉ２ × Ｊ ＋ Ｌ２）Ｘ２

２ ｂπ（ｂ２ － ａ２）
，

ＫＤ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ

（ Ｉ３ × Ｊ ＋ Ｌ３）Ｘ２

２ ｂπ（ｂ２ － ａ２）
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（４７）

其中

　 　 Ｘ２ ＝ ｂ
Ｅ（ｋ）

ｚ０Ｘ（ ｚ０）Π（φ，ｈ，ｋ）
ｂ（ ｚ２０ － ｂ２）

＋
ｚ－ ０Ｘ（ ｚ

－
０）Π（φ，ｈ，ｋ）

ｂ（ ｚ－ ２
０ － ｂ２）

＋ π
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 （ ｚ２０ － ａ２）（ ｚ２０ － ｂ２）
ｂ － ｚ０

＋
（ ｚ－ ２

０ － ａ２）（ ｚ－ ２
０ － ｂ２）

ｂ － ｚ－ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

２） 裂纹面上受集中载荷作用
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如图 ６， 设界面上有两条等长裂纹， 集中载荷作用在上半平面裂纹面 ｘ ＝ ｔ 处， 注意到在裂纹面上， ｚ０ ＝
ｚ－ ０ ＝ ｔ，Ｘ（ ｚ０） ＝ Ｘ（ ｚ－ ０） ＝ Ｘ（ ｔ） ．在裂纹尖端 ｘ ＝ ａ 处， 由式（４６）， 令 ｚ０ → ｔ， 得

　 　

Ｋσ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ

Ｉ１ × Ｊ ＋ Ｌ１

ａπ（ａ２ － ｂ２）

ｂＸ（ ｔ）
Ｅ（ｋ）

ｔΠ（φ，ｈ，ｋ）
ｂ（ ｔ２ － ｂ２）

＋ π
２Ｘ（ ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｘ（ ｔ）

ａ － ｔ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ，

ＫＨ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ

Ｉ２ × Ｊ ＋ Ｌ２

ａπ（ａ２ － ｂ２）

ｂＸ（ ｔ）
Ｅ（ｋ）

ｔΠ（φ，ｈ，ｋ）
ｂ（ ｔ２ － ｂ２）

＋ π
２Ｘ（ ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｘ（ ｔ）

ａ － ｔ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ，

ＫＤ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ

Ｉ３ × Ｊ ＋ Ｌ３

ａπ（ａ２ － ｂ２）

ｂＸ（ ｔ）
Ｅ（ｋ）

ｔΠ（φ，ｈ，ｋ）
ｂ（ ｔ２ － ｂ２）

＋ π
２Ｘ（ ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｘ（ ｔ）

ａ － ｔ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（４８）

式中

　 　 φ ＝ π
２
， ｈ ＝ ｂ２ － ａ２

ｂ２ － ｔ２
， ｋ ＝ １ － ａ２

ｂ２ ．

在裂纹尖端 ｘ ＝ ｂ 处， 令 ｚ０ → ｔ， 得

　 　

Ｋσ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ

Ｉ１ × Ｊ ＋ Ｌ１

ｂπ（ｂ２ － ａ２）

ｂＸ（ ｔ）
Ｅ（ｋ）

ｔΠ（φ，ｈ，ｋ）
ｂ（ ｔ２ － ｂ２）

＋ π
２Ｘ（ ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｘ（ ｔ）

（ｂ － ｔ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ，

ＫＨ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ

Ｉ２ × Ｊ ＋ Ｌ２

ｂπ（ｂ２ － ａ２）

ｂＸ（ ｔ）
Ｅ（ｋ）

ｔΠ（φ，ｈ，ｋ）
ｂ（ ｔ２ － ｂ２）

＋ π
２Ｘ（ ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｘ（ ｔ）

（ｂ － ｔ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ，

ＫＤ
Ⅲ ＝ － Ｉｍ

Ｉ３ × Ｊ ＋ Ｌ３

ｂπ（ｂ２ － ａ２）

ｂＸ（ ｔ）
Ｅ（ｋ）

ｔΠ（φ，ｈ，ｋ）
ｂ（ ｔ２ － ｂ２）

＋ π
２Ｘ（ ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｘ（ ｔ）

（ｂ － ｔ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（４９）

图 ６　 集中载荷作用在界面裂纹面

Ｆｉｇ． ６　 Ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋ ｓｕｒｆａｃｅ

６　 数 值 算 例

从式（４９）中可以看出， 裂纹尖端场强度因子与弹性常数、外载荷以及裂纹长度的取值有关．数值算例分

别讨论集中力和电荷、双材料耦合系数之比不同时，场强度因子随裂纹长度的变化规律．本节仅讨论一条界

面裂纹受反平面集中载荷作用下的情形．一维六方压电准晶双材料弹性常数如表 １ 所示［１９］ ．
表 １　 一维六方压电准晶双材料弹性常数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｏｆ １Ｄ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ

ｍａｔｅｒｉａｌ Ｃ４４ ／ ＧＰａ Ｋ２ ／ ＧＰａ Ｒ３ ／ ＧＰａ ｅ１１５ ／ （Ｃ·ｍ－２） ｅ２１５ ／ （Ｃ·ｍ－２） １１ ／ （１０－９ Ｃ２·Ｎ－１·ｍ－２）

１ ７０．１９ ２４ ０．８８４ ６ １１．６ １．１６ ５

２ ５０ ０．３ １．２ －０．３１８ －０．１６ ０．０８２ ６

　 　 图 ７—９ 给出了两种材料耦合系数之比不同时， Ｋσ
Ⅲ，ＫＨ

Ⅲ，ＫＤ
Ⅲ 随着裂纹长度改变的变化趋势， 这里取 Ｐ１ ＝

１ ｍＮ，Ｐ２ ＝ ０．６ ｍＮ，Ｑ ＝ １ ｍＣ ．从图 ７—９ 中可以看出， 当耦合系数之比给定时， 随着裂纹长度的增大， Ｋσ
Ⅲ，

ＫＨ
Ⅲ，ＫＤ

Ⅲ 都随之增加．而当裂纹长度一定时， 双材料耦合系数之比增大（固定 Ｒ２
３ 不变， 耦合系数之比增大等
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价于 Ｒ１
３ 增大）， Ｋσ

Ⅲ，ＫＨ
Ⅲ 随之增加， 而 ＫＤ

Ⅲ 几乎不变．这表明耦合系数 Ｒ３ 只对 Ｋσ
Ⅲ，ＫＨ

Ⅲ 有影响， 而对 ＫＤ
Ⅲ 几乎无

影响， 这与文献［２０］所得结论完全一致．
图 １０—１２ 给出了声子场载荷 Ｐ１ 取不同值时， 场强度因子随着裂纹长度的变化趋势， 这里取 Ｐ２ ＝ ０．６

ｍＮ，Ｑ ＝ １ ｍＣ ．从图 １０—１２ 中可以看出， 随着 Ｐ１ 增加， Ｋσ
Ⅲ 增大而 ＫＨ

Ⅲ 减小， ＫＤ
Ⅲ 几乎不变．

图 ７　 Ｒ（２）
３ ／ Ｒ（１）

３ 不同时， Ｋσ
Ⅲ 随 ｌ 变化 图 ８　 Ｒ（２）

３ ／ Ｒ（１）
３ 不同时， ＫＨ

Ⅲ 随 ｌ 变化

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ Ｋσ
Ⅲ ｗｉｔｈ ｌ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ＫＨ

Ⅲ ｗｉｔｈ ｌ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

Ｒ（２）
３ ／ Ｒ（１）

３ ｖａｌｕｅｓ Ｒ（２）
３ ／ Ｒ（１）

３ ｖａｌｕｅｓ

图 ９　 Ｒ（２）
３ ／ Ｒ（１）

３ 不同时， ＫＤ
Ⅲ 随 ｌ 变化 图 １０　 Ｐ１ 不同时， Ｋσ

Ⅲ 随 ｌ 变化

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ＫＤ
Ⅲ ｗｉｔｈ ｌ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ Ｋσ

Ⅲ ｗｉｔｈ ｌ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

Ｒ（２）
３ ／ Ｒ（１）

３ ｖａｌｕｅｓ Ｐ１ ｖａｌｕｅｓ

图 １１　 Ｐ１ 不同时， ＫＨ
Ⅲ 随 ｌ 变化 图 １２　 Ｐ１ 不同时， ＫＤ

Ⅲ 随 ｌ 变化

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ＫＨ
Ⅲ ｗｉｔｈ ｌ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｐ１ ｖａｌｕｅｓ Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ＫＤ

Ⅲ ｗｉｔｈ ｌ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｐ１ ｖａｌｕｅｓ

图 １３—１５ 给出了相位子场载荷 Ｐ２ 取不同值时， 场强度因子随着裂纹长度的变化趋势， 这里取 Ｐ１ ＝ １
ｍＮ，Ｑ ＝ １ ｍＣ ．观察图 １３—１５ 可以发现， 随着 Ｐ２ 增加， ＫＨ

Ⅲ 增加而 Ｋσ
Ⅲ 减小， ＫＤ

Ⅲ 几乎不变．图 １０、１１ 和图 １３、

９１８第 ７ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 卢绍楠，等： 一维六方压电准晶双材料界面共线裂纹问题



１４ 所得结论与准晶的物理结构有关［２１］ ．声子场和相位子场相互垂直， 因此在对其中一个场施加载荷时， 对

同场应力强度因子起促进作用， 而对其耦合场的应力强度因子产生了抑制作用．图 １６—１８ 给出了电载荷 Ｑ
取不同值时， 场强度因子随着裂纹长度的变化趋势， 这里取 Ｐ１ ＝ １ ｍＮ，Ｐ２ ＝ ０．６ ｍＮ ．从图 １６—１８ 中可以看

出， 随着 Ｑ 增加， Ｋσ
Ⅲ，ＫＤ

Ⅲ 增大而 ＫＨ
Ⅲ 减小．这是因为电载荷作用方向与声子场载荷作用方向一致， 因此电载

荷对应力强度因子的影响趋势与声子场载荷的影响趋势一致．图 １０—１８ 表明， 尽管声子场载荷和相位子场

载荷对电位移强度因子几乎无影响， 但是电载荷却对应力强度因子影响显著．

图 １３　 Ｐ２ 不同时， Ｋσ
Ⅲ 随 ｌ 变化 图 １４　 Ｐ２ 不同时， ＫＨ

Ⅲ 随 ｌ 变化

Ｆｉｇ． １３　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ Ｋσ
Ⅲ ｗｉｔｈ ｌ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｐ２ ｖａｌｕｅｓ Ｆｉｇ． １４　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ＫＨ

Ⅲ ｗｉｔｈ ｌ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｐ２ ｖａｌｕｅｓ

图 １５　 Ｐ２ 不同时， ＫＤ
Ⅲ 随 ｌ 变化 图 １６　 Ｑ 不同时， Ｋσ

Ⅲ 随 ｌ 变化

Ｆｉｇ． １５　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ＫＤ
Ⅲ ｗｉｔｈ ｌ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｐ２ ｖａｌｕｅｓ Ｆｉｇ． １６　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ Ｋσ

Ⅲ ｗｉｔｈ ｌ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｑ ｖａｌｕｅｓ

图 １７　 Ｑ 不同时， ＫＨ
Ⅲ 随 ｌ 变化 图 １８　 Ｑ 不同时， ＫＤ

Ⅲ 随 ｌ 变化

Ｆｉｇ． １７　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ＫＨ
Ⅲ ｗｉｔｈ ｌ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｑ ｖａｌｕｅｓ Ｆｉｇ． １８　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ＫＤ

Ⅲ ｗｉｔｈ ｌ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｑ ｖａｌｕｅｓ
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７　 结　 　 论

本文研究了一维六方压电准晶双材料在集中载荷（力和电荷）作用下共线裂纹的反平面弹性问题．基于

复变函数理论， 把弹性问题转化为解析函数边值问题进行求解， 得到了裂纹尖端场强度因子的解析解．作为

特例， 给出了不同载荷作用下含有一条和两条界面裂纹的封闭解．数值算例分析了场强度因子随裂纹长度、
外载荷以及双材料耦合系数之比改变时的变化趋势．

致谢　 本文作者衷心感谢宁夏大学新华学院科学研究基金项目重点项目（２３ＸＨＫＹ０１）对本文的资助．

附　 　 录

① 式（７）中的 Ｍ１，Ｍ２，Ｍ３ 表达式如下：

　 　

Ｍ１ ＝
－ Ｐ′［Ｋ（１）

２ （１）
１１ ＋ （ｅ２１５ （１） ） ２］

［Ｃ（１）
４４ Ｋ（１）

２ （１）
１１ ＋ Ｃ（１）

４４ （ｅ２１５ （１） ） ２ － （Ｒ（１）
３ ） ２（１）

１１ － ２Ｒ（１）
３ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） ＋ （ｅ１１５） ２Ｋ（１）

２ ］２π
，

Ｍ２ ＝
Ｐ′（Ｒ（１）

３ （１）
１１ ＋ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） ）

［Ｃ（１）
４４ Ｋ（１）

２ （１）
１１ ＋ Ｃ（１）

４４ （ｅ２１５ （１） ） ２ － （Ｒ（１）
３ ） ２（１）

１１ － ２Ｒ（１）
３ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） ＋ （ｅ１１５） ２Ｋ（１）

２ ］２π
－

　 　
Ｐ２（１）

１１ ＋ Ｑｅ２１５ （１）

２π［Ｋ（１）
２ （１）

１１ ＋ （ｅ２１５ （１） ） ２］
，

Ｍ３ ＝
－ Ｐ′（ｅ１１５ （１）Ｋ（１）

２ － Ｒ（１）
３ ｅ２１５ （１） ）

［Ｃ（１）
４４ Ｋ（１）

２ （１）
１１ ＋ Ｃ（１）

４４ （ｅ２１５ （１） ） ２ － （Ｒ（１）
３ ） ２（１）

１１ － ２Ｒ（１）
３ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） ＋ （ｅ１１５） ２Ｋ（１）

２ ］２π
＋

　 　
ＱＫ（１）

２ － Ｐ２ｅ２１５ （１）

２π［Ｋ（１）
２ （１）

１１ ＋ （ｅ２１５ （１） ） ２］
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（Ａ１）

其中

　 　 Ｐ′ ＝ ［Ｐ１Ｋ２１１ ＋ Ｐ１ （ｅ２１５） ２ － Ｐ２Ｒ３１１ － ＱＲ３ｅ２１５ ＋ ＱＫ２ｅ１１５ － Ｐ２ｅ１１５ｅ２１５］ ／ ［Ｋ２１１ ＋ （ｅ２１５） ２］ ．
② 式（１４）中的 Ｎ１，Ｎ２，Ｎ３，Ｄ３，Ｄ４，Ｄ５ 表达式如下：

　 　

Ｎ１ ＝ － Ａ１［（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ２］ ＋

　 　 Ａ２［（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ２］，

Ｎ２ ＝ Ａ１［（Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ）］ －

　 　 Ａ２［（Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ）］ －

　 　
Ｑ（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ＋ Ｐ２（（１）

１１ ＋ （２）
１１ ）

π［（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ２］
，

Ｎ３ ＝ Ａ１［（Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） － （Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）］ －

　 　 Ａ２［（Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） － （Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）］ ＋

　 　
Ｑ（Ｋ（１）

２ ＋ Ｋ（２）
２ ） － Ｐ２（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ）

π［（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ２ ＋ （Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ）］
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（Ａ２）

　 　

Ｄ３ ＝ Ａ{ ２［（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ２］Ｄ０ －

　 　 ２［（Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ）（ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）］Ｄ１ －

　 　 ２［（Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） － （Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）］Ｄ２ } ，

Ｄ４ ＝ Ａ{ － ２［（Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ）］Ｄ０ ＋

　 　 ２［（Ｃ（１）
４４ ＋ Ｃ（２）

４４ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ） ２］Ｄ１ ＋

　 　 ２［（Ｃ（１）
４４ ＋ Ｃ（２）

４４ ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） － （Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）］Ｄ２ } ，

Ｄ５ ＝ Ａ{ － ２［（Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） － （Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）］Ｄ０ ＋

　 　 ２［（Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ） ２ － （Ｃ（１）
４４ ＋ Ｃ（２）

４４ ）（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）］Ｄ２ ＋

　 　 ２［（Ｃ（１）
４４ ＋ Ｃ（２）

４４ ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） － （Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）］Ｄ１ } ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（Ａ３）

其中
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　 　 Ａ ＝ ［（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（Ｃ（１）
４４ ＋ Ｃ（２）

４４ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （Ｃ（１）
４４ ＋ Ｃ（２）

４４ ） （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ２ －

　 　 　 　 （Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ） ２（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） － ２（Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ＋

　 　 　 　 （Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ） （ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ） ２］ －１，

　 　 Ａ１ ＝ Ａ{ Ｐ′［（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ２］ ＋ Ｑ［（ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ） －

　 　 　 　 （Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ）］ － Ｐ２［（ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ＋

　 　 　 　 （Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ）］ } π［（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ２］{ } ，

　 　 Ａ２ ＝
Ａ（ＱＫ（１）

２ ｅ１１５ （１） － Ｐ２ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） － Ｐ２Ｒ（１）
３ （１）

１１ － ＱＲ（１）
３ ｅ２１５ （１） ）

π［Ｋ（１）
２ （１）

１１ ＋ （ｅ２１５ （１） ） ２］
．

③ 式（３２）中的 Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３，Ｅ１，Ｅ２，Ｅ３，Ｇ１，Ｇ２，Ｇ３ 表达式如下：

　 　

Ｂ１ ＝
Ｃ（２）

４４ Ｋ（１）
２ （１）

１１ ＋ Ｃ（２）
４４ （ｅ２１５ （１） ） ２ － Ｒ（１）

３ Ｒ（２）
３ （１）

１１ － Ｒ（１）
３ ｅ１１５ （２） ｅ２１５ （１） － ｅ１１５ （１）Ｒ（２）

３ ｅ２１５ （１） ＋ ｅ１１５ （１） ｅ１１５ （２）Ｋ（１）
２

Ｃ（１）
４４ Ｋ（１）

２ （１）
１１ ＋ Ｃ（１）

４４ （ｅ２１５ （１） ） ２ － （Ｒ（１）
３ ） ２（１）

１１ － ２Ｒ（１）
３ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） ＋ （ｅ１１５ （１） ） ２Ｋ（１）

２

，

Ｅ１ ＝
Ｒ（２）

３ Ｋ（１）
２ （１）

１１ ＋ Ｒ（２）
３ （ｅ２１５ （１） ） ２ － Ｒ（１）

３ Ｋ（２）
２ （１）

１１ － Ｒ（１）
３ ｅ２１５ （２） ｅ２１５ （１） ＋ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （２）Ｋ（１）

２ － Ｋ（２）
２ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１）

Ｃ（１）
４４ Ｋ（１）

２ （１）
１１ ＋ Ｃ（１）

４４ （ｅ２１５ （１） ） ２ － （Ｒ（１）
３ ） ２（１）

１１ － ２Ｒ（１）
３ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） ＋ （ｅ１１５ （１） ） ２Ｋ（１）

２

，

Ｇ１ ＝
Ｋ（１）

２ （１）
１１ ｅ１１５ （２） ＋ ｅ１１５ （２）（ｅ２１５ （１） ） ２ ＋ Ｒ（１）

３ （２）
１１ ｅ２１５ （１） － Ｒ（１）

３ ｅ２１５ （２） （１）
１１ － ｅ２１５ （２） ｅ２１５ （１） ｅ１１５ （１） － （２）

１１ Ｋ（１）
２ ｅ１１５ （１）

Ｃ（１）
４４ Ｋ（１）

２ （１）
１１ ＋ Ｃ（１）

４４ （ｅ２１５ （１） ） ２ － （Ｒ（１）
３ ） ２（１）

１１ － ２Ｒ（１）
３ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） ＋ （ｅ１１５ （１） ） ２Ｋ（１）

２

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（Ａ４）

　 　

Ｂ２ ＝
Ｒ（１）

３ （１）
１１ Ｃ（２）

４４ ＋ Ｒ（１）
３ ｅ１１５ （１） ｅ１１５ （２） ＋ Ｃ（２）

４４ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） － Ｒ（２）
３ （１）

１１ Ｃ（１）
４４ － Ｒ（２）

３ （ｅ１１５ （１） ） ２ － Ｃ（１）
４４ ｅ１１５ （２） ｅ２１５ （１）

Ｃ（１）
４４ Ｋ（１）

２ （１）
１１ ＋ Ｃ（１）

４４ （ｅ２１５ （１） ） ２ － （Ｒ（１）
３ ） ２（１）

１１ － ２Ｒ（１）
３ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） ＋ （ｅ１１５ （１） ） ２Ｋ（１）

２

，

Ｅ２ ＝
Ｒ（１）

３ Ｒ（２）
３ （１）

１１ ＋ Ｒ（１）
３ ｅ１１５ （１） ｅ１１５ （２） ＋ Ｒ（２）

３ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） － Ｋ（２）
２ （１）

１１ Ｃ（１）
４４ － Ｋ（２）

２ （ｅ１１５ （１） ） ２ － Ｃ（１）
４４ ｅ２１５ （２） ｅ２１５ （１）

Ｃ（１）
４４ Ｋ（１）

２ （１）
１１ ＋ Ｃ（１）

４４ （ｅ２１５ （１） ） ２ － （Ｒ（１）
３ ） ２（１）

１１ － ２Ｒ（１）
３ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） ＋ （ｅ１１５ （１） ） ２Ｋ（１）

２

，

Ｇ２ ＝
Ｒ（１）

３ ｅ１１５ （２） （１）
１１ － Ｒ（１）

３ ｅ１１５ （１） （２）
１１ ＋ ｅ１１５ （１） ｅ１１５ （２） ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （１） （２）

１１ Ｃ（１）
４４ － Ｃ（１）

４４ （１）
１１ ｅ２１５ （２） － （ｅ１１５ （１） ） ２ｅ２１５ （２）

Ｃ（１）
４４ Ｋ（１）

２ （１）
１１ ＋ Ｃ（１）

４４ （ｅ２１５ （１） ） ２ － （Ｒ（１）
３ ） ２（１）

１１ － ２Ｒ（１）
３ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） ＋ （ｅ１１５ （１） ） ２Ｋ（１）

２

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（Ａ５）

　 　

Ｂ３ ＝
Ｃ（２）

４４ Ｒ（１）
３ ｅ２１５ （１） － Ｃ（２）

４４ ｅ１１５ （１）Ｋ（１）
２ ＋ Ｒ（１）

３ Ｒ（２）
３ ｅ１１５ （１） ＋ Ｃ（１）

４４ Ｋ（１）
２ ｅ１１５ （２） － （Ｒ（１）

３ ） ２ｅ１１５ （２） － Ｃ（１）
４４ Ｒ（２）

３ ｅ２１５ （１）

Ｃ（１）
４４ Ｋ（１）

２ （１）
１１ ＋ Ｃ（１）

４４ （ｅ２１５ （１） ） ２ － （Ｒ（１）
３ ） ２（１）

１１ － ２Ｒ（１）
３ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） ＋ （ｅ１１５ （１） ） ２Ｋ（１）

２

，

Ｅ３ ＝
Ｒ（１）

３ Ｒ（２）
３ ｅ２１５ （１） － Ｒ（２）

３ ｅ１１５ （１）Ｋ（１）
２ ＋ Ｒ（１）

３ Ｋ（２）
２ ｅ１１５ （１） ＋ Ｃ（１）

４４ Ｋ（１）
２ ｅ２１５ （２） － （Ｒ（１）

３ ） ２ｅ２１５ （２） － Ｃ（１）
４４ Ｋ（２）

２ ｅ２１５ （１）

Ｃ（１）
４４ Ｋ（１）

２ （１）
１１ ＋ Ｃ（１）

４４ （ｅ２１５ （１） ） ２ － （Ｒ（１）
３ ） ２（１）

１１ － ２Ｒ（１）
３ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） ＋ （ｅ１１５ （１） ） ２Ｋ（１）

２

，

Ｇ３ ＝
Ｒ（１）

３ ｅ１１５ （２） ｅ２１５ （１） － ｅ１１５ （２） ｅ１１５ （１）Ｋ（１）
２ ＋ Ｒ（１）

３ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （２） － Ｃ（１）
４４ ｅ２１５ （１） ｅ２１５ （２） － Ｃ（１）

４４ Ｋ（１）
２ （２）

１１ ＋ （Ｒ（１）
３ ） ２（２）

１１

Ｃ（１）
４４ Ｋ（１）

２ （１）
１１ ＋ Ｃ（１）

４４ （ｅ２１５ （１） ） ２ － （Ｒ（１）
３ ） ２（１）

１１ － ２Ｒ（１）
３ ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） ＋ （ｅ１１５ （１） ） ２Ｋ（１）

２

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（Ａ６）

④ 式（４１）中的 Ｊ，Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３，Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３ 表达式如下：

　 　 Ｊ ＝ { Ｐ′［（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ２］ ＋ Ｑ［（ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ） －

　 　 　 　 （Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ）］ － Ｐ２［（ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ＋

　 　 　 　 （Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ）］ } ［（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ２］ －

　 　 　 　
ＱＫ（１）

２ ｅ１１５ （１） － Ｐ２ｅ１１５ （１） ｅ２１５ （１） － Ｐ２Ｒ（１）
３ （１）

１１ － ＱＲ（１）
３ ｅ２１５ （１）

Ｋ（１）
２ （１）

１１ ＋ （ｅ２１５ （１） ） ２ ， （Ａ７）

　 　

Ｉ１ ＝ Ａ{ Ｃ（２）
４４ ［（Ｋ（１）

２ ＋ Ｋ（２）
２ ）（（１）

１１ ＋ （２）
１１ ） ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ２］ － Ｒ（２）

３ ［（Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋

　 　 （ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ）］ － ｅ１１５ （２） ［（Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） －

　 　 （Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）］ } ，

Ｌ１ ＝
Ｒ（２）

３ Ｑ（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ＋ Ｒ（２）
３ Ｐ２（（１）

１１ ＋ （２）
１１ ） － ｅ１１５ （２）Ｑ（Ｋ（１）

２ ＋ Ｋ（２）
２ ） ＋ ｅ１１５ （２）Ｐ２（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ）

（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ２ ，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（Ａ８ａ）

　 　

Ｉ２ ＝ Ａ{ Ｒ（２）
３ ［（Ｋ（１）

２ ＋ Ｋ（２）
２ ）（（１）

１１ ＋ （２）
１１ ） ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ２］ － Ｋ（２）

２ ［（Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋

　 　 （ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ）］ － ｅ２１５ （２） ［（Ｒ（１）
３ ＋ Ｒ（２）

３ ）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） －

　 　 （Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（ｅ１１５ （１） ＋ ｅ１１５ （２） ）］ } ，

Ｌ２ ＝
ＱＫ（２）

２ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ＋ Ｐ２Ｋ（２）
２ （（１）

１１ ＋ （２）
１１ ） － Ｑｅ２１５ （２）（Ｋ（１）

２ ＋ Ｋ（２）
２ ） ＋ Ｐ２ｅ２１５ （２）（ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ）

（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ２ ，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（Ａ８ｂ）

２２８ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



　 　

Ｉ３ ＝ Ａ{ ｅ１１５ （２） ［（Ｋ（１）
２ ＋ Ｋ（２）

２ ）（（１）
１１ ＋ （２）

１１ ） ＋ （ｅ２１５ （１） ＋ ｅ２１５ （２） ） ２］ － ｅ２１５ （２） ［（Ｒ（１）
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Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｆａｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， １８０： ２６８⁃２８１．

［１９］　 ＬＩ Ｌ Ｈ， ＺＨＡＯ Ｙ． Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｓｃｒｅｗ ｄｉｓｌｏｃａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ａｎｄ ｗｅｄｇｅ⁃ｓｈａｐｅｄ ｃｒａｃｋｓ ｉｎ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ⁃
ａｌ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ ｂｉｍａｔｅｒｉａｌ［Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１９， ２０１９：
１⁃７．

［２１］　 ＬＡＮＤＡＵ Ｌ Ｄ， ＬＩＦＳＨＩＴＺ Ｉ Ｅ． Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ［Ｍ］ ． ２ｎｄ ｅｄ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｐｅｒｇａｍａｎ Ｐｒｅｓｓ， １９６８．

４２８ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷


