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基于重构边界光滑离散剪切间隙法的
复合材料层合板自由振动分析*

李　情，  陈莘莘

（华东交通大学 土木建筑学院，南昌 330013）

 
摘要：  重构边界光滑离散剪切间隙（RES-DSG3）法，利用边界光滑技术将域积分转化为沿光滑域边界的边界积

分，结合基于全局坐标系的非等参离散剪切间隙（DSG）法，避免了坐标映射和 Jacobi 矩阵的计算，同时克服了“剪

切自锁”现象，提高了计算的精度.基于一阶剪切变形理论，采用该文给出的方法，从不同材料参数、边厚比、边界

条件等几个方面对复合材料层合板自由振动固有频率进行了数值分析，通过典型算例的计算，验证了该方法的可行

性和有效性.
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Free Vibration Analysis of Laminated Composite Plates Based on the
Reconstructed Edge-Based Smoothing DSG Method

LI Qing，  CHEN Shenshen
（School of Civil Engineering and Architecture, East China Jiaotong University, Nanchang 330013, P.R.China）

 
Abstract： To  avoid  transverse  shear  locking  and  improve  the  accuracy,  the  RES-DSG3  method  was  proposed  through  the
incorporation of the non-isoparametric DSG method with a novel edge-based smoothing technique based on global coordinates,
and  all  the  integration  of  smoothed  matrices  can  be  calculated  along  the  boundary  segments  of  smoothed  cells  without
coordinate  mapping.  Based  on  the  1st-order  shear  theory,  the  RES-DSG3  method  was  used  to  analyze  free  vibration  natural
frequencies  of  laminated  composite  plates  with  different  material  parameters,  edge-thickness  ratios  and  boundary  conditions.
The free vibrations of the composite plates were analyzed numerically. The calculation of the example verifies the feasibility and
effectiveness of the proposed method.

Key words：edge-based  smoothing  technique；discrete  shear  gap； laminated  composite  plate；1st-order  shear  deformation

theory；free vibration

 

引　　言

复合材料层合结构因其比强度高、耐高温耐腐蚀、比模量高、可设计性好等优点，广泛用于航空航天、汽
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车、船舶海洋等工程领域，对其振动特性的研究具有重要的工程意义[1-3]
.现有层合板理论的主要差别是对于横

向剪切形变的处理，经典层合理论基于 Kirchhoff-Love假设，忽略了层间的剪切和挤压，只适用于薄板；一阶剪

切变形理论 (FSDT)考虑横向剪切形变，引入了剪切修正系数，对中厚板适用结果良好；高阶剪切变形板理论

(HSDT)引入剪切应力沿板厚方向的非线性变化，避免了 FSDT剪切修正系数的引入，但是需要有限元方程

C1 连续，在实际计算过程中较难实现.诸多学者利用较为简洁的 FSDT对层合板进行了自由振动分析，得到了

令人满意的结果.

迄今为止，工程结构分析中常见的数值计算方法有：有限元法、边界元法、无网格法等.作为应用最为广

泛和成熟的数值计算方法，有限元法在复合材料层合板的动力问题分析中应用广泛[4-5]
.然而，传统的有限元法

大多是基于自然坐标的，计算时需要进行等参变换和 Jacobi矩阵的计算，当单元严重不规则或变形时，坐标转

换的要求将显著降低计算精度；同时，刚度矩阵存在过刚现象，对三角形单元等低阶单元尤为突出.为了解决

上述难点，学者们提出了不同的解决方法，Liu等[6] 将有限元法和无网格法中的应变光滑技术相结合，提出了

光滑有限元法 (S-FEM)，展现了良好的计算精度、效率和稳定性.基于光滑域构造方式的不同，光滑有限元法

包括基于单元子域的光滑有限元法 (CS-FEM)[6]、基于单元节点的光滑有限元法 (NS-FEM)[7]、基于单元边界

的光滑有限元法 (ES-FEM)[8] 和基于单元面的光滑有限元法 (FS-FEM)[9].众多学者将光滑有限元法拓展到弹

塑性问题[10-11]、板壳问题[12-13] 以及复合材料分析[14-15] 等领域，并取得了良好的结果.目前 Reissner-Mindlin板壳

单元依然是工程实际数值计算中常见的单元类型，但当板壳厚度很薄时，常伴随“剪切自锁”的现象.为了消

除自锁，众多学者开展了大量的研究工作，提出了不同的解决方法，比如基于选择性积分的板壳单元、

MITC4单元、C0单元、EAS单元、ANS单元等.Bletzinger等 [16] 提出了离散剪切间隙 (DSG)法，构造了

DSG3单元，利用离散单元剪切间隙得到新的剪切应变矩阵，削弱了“自锁”现象.然而，原始 DSG单元的剪

切应变会受单元节点编号的顺序变化的影响，尤其是对于不规则网格和畸变网格，计算精度和稳定性不高.

Nguyen-Xuan 和 Nguyen-Thoi 等将光滑有限元法与 DSG法结合，提出了 ES-DSG3 单元[17]、NS-DSG单

元[18]、CS-DSG单元[12]，用于分析 Reissner-Mindlin板的问题，得到了较好的结果.值得注意的是，在上述方法

中虽然对应变矩阵进行了光滑处理，但是 Reissner-Mindlin板有限元方程中的荷载矢量、质量矩阵仍需要进行

等参变换，无法完全避免坐标映射和变换.由此，Yang等[19] 基于全局坐标构造了 Reissner-Mindlin板改进的边

界光滑 DSG单元 (RES-DSG3)，提出了一种非等参 DSG方法，将其与符号积分和光滑技术相结合，对矩阵进

行了光滑处理，同时避免了坐标映射，并将此法用于分析 Reissner-Mindlin板，取得了良好的计算结果.本文借

助于 RES-DSG3法，详细推导了复合材料层合板自由振动的控制方程，并编制了相应的 MATLAB程序，通过

典型算例的计算，验证了本文方法的可行性和有效性. 

1    层合板自由振动的有限元控制方程

基于 FSDT，复合材料层合板的位移场可以描述为
u(x,y,z) = u0(x,y)+ zβx(x,y),
v(x,y,z) = v0(x,y)+ zβy(x,y),
w(x,y,z) = w0(x,y),

（1）

x,y,z式中，u, v, w 表示层合板内任意点 变形后的位移，u0, v0, w0 表示层合板中面上相应点的位移，βx, βy 为中面

法线关于 y 轴和 x 轴方向的转角，如图 1所示.

位移应变关系为

εxx
εyy
γxy

 =


∂u0
∂x
∂v0
∂y

∂u0
∂y
+
∂v0
∂x


+ z



∂βx

∂x
∂βy

∂y
∂βx

∂y
+
∂βy

∂x


= ε0 + zk, （2）
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{γxz
γyz

}
=


βx +

∂w0

∂x

βy+
∂w0

∂y

 = γ0. （3）

  

图 1    层合板的坐标系

Fig. 1    The coordinate system for the laminate

合力、合力矩和等效剪力向量可分别描述为

N = (Nx Ny Nxy)T, M = (Mx My Mxy)T, Qs = (Qx Qy)T. （4）

则广义本构关系为N
M
Qs

 =
 A B 0

B D 0
0 0 As


ε0

k
γ0

 = [ D̄ 0
0 As

]
, （5）

式中，A为拉伸刚度矩阵，B为耦合刚度矩阵，D为弯曲刚度矩阵，As 为剪切刚度矩阵，它们的元素可以分别表

示为

A =

A11 A12 A16

A21 A22 A26

A61 A62 A66

 , B =

B11 B12 B16

B21 B22 B26

B61 B62 B66

 , D =

D11 D12 D16

D21 D22 D26

D61 D62 D66

 , As =

[A44 A45

A45 A55

]
,

其中

(Ai j Bi j Di j) =
w h/2

−h/2
Q̄i j(1 z z2)dz =

N∑
n=1

w zn+1

zn
Q̄(n)

i j (1 z z2)dz, i, j = 1,2,6, （6）

Asi j = ζ
w h/2

−h/2
Q̄i j(1 z z2)dz =

N∑
n=1

ζ
w zn+1

zn
Q̄(n)

i j dz, i, j = 4,5, （7）

Q̄i j上标 (n)表示第 n 层， 表示弹性矩阵系数，ζ为剪切修正因子.

根据 Hamiltion原理，不考虑阻尼，可得层合板自由振动的有限元控制方程为
Ku+Mü = 0, （8）

式中，K为结构的系统刚度矩阵，M为结构的系统质量矩阵，u为系统的位移矢量.同时有

K = Kb+Ks, （9）

且

Kb
i j =

w
Ω

(Bb
i )T D̄Bb

jdΩ, （10）

Ks
i j =

w
Ω

(Bs
i )
TAsBs

jdΩ. （11）

Bb
i Bs

i和 的表达式分别为

Bb
i =



∂Ni/∂x 0 0 0 0
0 ∂Ni/∂y 0 0 0

∂Ni/∂y ∂Ni/∂x 0 0 0
0 0 0 ∂Ni/∂x 0
0 0 0 0 ∂Ni/∂y
0 0 0 ∂Ni/∂y ∂Ni/∂x


, （12）
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Bs
i =

[
0 0 ∂Ni/∂x Ni 0
0 0 ∂Ni/∂y 0 Ni

]
, （13）

式中，Ni 为单元的形函数.

单元的质量矩阵为

Mi j =
w
Ω

Ni
TmN jdΩ, （14）

式中，m为质量密度矩阵，其表达式为

m=


I1 0 0 I2 0
0 I1 0 0 I2

0 0 I1 0 0
I2 0 0 I3 0
0 I2 0 0 I3

. （15）

对第 K 层材料有

(I1 I2 I3) =
w zk

zk−1
ρ(k)(1 z z2)dz. （16）

 

2    RES-DSG3 法[17]

 

2.1   基于全局坐标系的非等参DSG3 法

有限元方程中节点 i 相关的剪切间隙可描述为全局卡氏坐标系下的标量形式：

∆wi
γx(x,y) =

w xi

x1
γh

xdx = wh(x,y)
∣∣∣xi
x1
+

w xi

x1
βh

xdx, （17）

∆wi
γy(x,y) =

w yi

y1
γh

ydy = wh(x,y)
∣∣∣yi
y1 +

w yi

y1
βh

ydy, （18）

同时

∆N xi
j = N j(xi,y)−N j(x1,y), （19）

∆Nyi
j = N j(x,yi)−N j(x,y1). （20）

全局坐标系下，三角形单元的形函数为

N = (1 x y)


1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3


−1

= (1 x y)


a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 = PT3 AT3, （21）

式中，xi，yi 为三角形单元节点的全局坐标，aij (i=1, 2, 3; j=1, 2, 3)是与式 (21)中逆矩阵对应的矩阵元素.

将形函数代入方程 (17)、(18)，得到

∆wi
γx(x,y) = ∆N̂xiŵ+ N̄xiβ̂x, （22）

∆wi
γy(x,y) = ∆N̂yiŵ+ N̄yiβ̂y, （23）

式中

ŵ = (w1 w2 w3)T, β̂x = (βx1 βx2 βx3)T, β̂y = (βy1 βy2 βy3)T, （24）

∆N̂xi = P̂T3x AT3, P̂T3x = (0 xi− x1 0), （25）

∆N̂yi = P̂T3y AT3, P̂T3x = (0 0 yi− y1), （26）

N̄xi = P̄T3x AT3, P̄T3x =

[
xi− x1

1
2

(x2
i − x2

1) y(xi− x1)
]
, （27）

N̄yi = P̄T3y AT3, P̄T3y =

[
yi− y1 x(yi− y1)

1
2

(y2
i − y2

1)
]
. （28）

则剪切应变可表示为

1126 应 用 数 学 和 力 学 2022 年  第 43 卷

 



γx =
dN
dx
∆wγx, γy =

dN
dy
∆wγy, （29）

∆wγx = (0 ∆w2
γx ∆w3

γx)T, （30）

∆wγy = (0 ∆w2
γy ∆w3

γy)T. （31）

基于 DSG方程，复合材料层合板的单元剪切应变可写为矩阵形式，如下：

γe =

{γex
γey

}
=



Nnod∑
i=1

dNi

dx
∆wi

γx

Nnod∑
i=1

dNi

dy
∆wi

γy


= BDSG3

e

[
de

1 de
2 de

3

]T
, （32）

式中

de
i = (ue

i ve
i we

i β
e
xi β

e
yi)

T, （33）

BDSG3
e = (BDSG3

ex BDSG3
ey )T, （34）

BDSG3
exi =

0 0
3∑

j=2
a2 j∆N̂ x j

i

3∑
j=2

a2 jN̄
x j
i 0

 , i = 1,2,3, （35）

BDSG3
eyi =

0 0
3∑

j=2
a2 j∆N̂y j

i

3∑
j=2

a2 jN̄
y j
i 0

 , i = 1,2,3. （36）
 

2.2   边界光滑技术

对于平面问题，基于符号积分和 Gauss散度定理有w
Ωs

f (x,y)dΩ =
w
Γs

(w
f (x,y)dx

)
nxdΓ, （37）

w
Ωs

f (x,y)dΩ =
w
Γs

(w
f (x,y)dy

)
nydΓ, （38）

式中，Г 为积分域边界.

假设积分域包含 k 条边界，且为光滑连续，则式 (37)、(38)可写为沿积分域边界的线积分之和：
w
Ωs

f (x,y)dΩ =
k∑

i=1

w
Γs

i

(w
f (x,y)dx

)
ni

xdΓ, （39）

w
Ωs

f (x,y)dΩ =
k∑

i=1

w
Γs

i

(w
f (x,y)dy

)
ni

ydΓ, （40）

ni
x ni

y Γs
i式中， ， 为 与 x，y 轴之间的夹角的方向余弦.

应用近似积分技术，光滑域内点 xC 处的任意函数可表示为

f̃ (xC) =
w
Ωs

f (x)ϕ(x− xC)dΩ, （41）

ϕ(x− xC)式中， 为光滑函数，定义为

ϕ(x− xC) =
{

1/AC , x ∈ Ωs,

0, x < Ωs,
（42）

AC =
r
Ωs dΩ其中 为单元 Ωe 中的光滑域 ΩC 的面积.

将式 (42)代入式 (41)中，得

f̃ (xC) =
1

AC

w
Ωs

f (x)dΩ. （43）

将式 (43)代入式 (39)、(40)中，得
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f̃ (xC) =
1

AC

w
Ωs

f (x)dΩ =
1

AC

k∑
i=1

w
Γs

i

(w
f (x)dx

)
ni

xdΓ, （44）

f̃ (xC) =
1

AC

w
Ωs

f (x)dΩ =
1

AC

k∑
i=1

w
Γs

i

(w
f (x)dy

)
ni

ydΓ. （45）

引入 Gauss积分，得

f̃ (xC) =
1

AC

w
Ωs

f (x)dΩ =
1

AC

k∑
i=1

NG∑
j=1

1
2

Wi, jφx(xGP
x, j )n

i
xli, （46）

f̃ (xC) =
1

AC

w
Ωs

f (x)dΩ =
1

AC

k∑
i=1

NG∑
j=1

1
2

Wi, jφy(xGP
x, j )n

i
yli, （47）

同时

φx(xGP
x, j ) =

(w
f (x)dx

) ∣∣∣∣xGP
x, j
, φy(xGP

x, j ) =
(w

f (x)dy
) ∣∣∣∣xGP

x, j
, （48）

xGP
x, j xGP

x, j式中， 为边界Гi 的 Gauss积分点，其长度为 li，Wi,j 是与 的 Gauss积分点相对应的权系数，NG 表示每条边

界上的 Gauss积分点的个数. 

3    基于 REG-DSG3 的有限元方程

Ω =
∑ne

i=1
Ωe

Ω =
∑Neg

k=1
Ωs

k

假设求解域 Ω 离散为 Ne 个单元，求解域 ，这些单元网格共有 Neg 条边，将每条边的两个端点

和这条边相邻的两个三角形单元的中心相连接，这样就在三角形单元的基础上形成了 Ns 个基于边的光滑域，

求解域 ，光滑域的数目和三角形单元边的数目相等，即 Neg=Ns，如图 2所示.
  

图 2    三角形单元和基于边界的光滑域

Fig. 2    Triangular elements and smoothing domains associated with edges
 

利用边界光滑技术和 DSG单元，层合板自由振动控制方程中的应变矩阵可表示为

B̃b
i =

1
AC

w
Γs



Ninx 0 0 0 0
0 Niny 0 0 0

Niny Ninx 0 0 0
0 0 0 Ninx 0
0 0 0 0 Niny

0 0 0 Niny Ninx


dΓ =



b̃ix 0 0 0 0
0 b̃iy 0 0 0

b̃iy b̃ix 0 0 0
0 0 0 b̃ix 0
0 0 0 0 b̃iy

0 0 0 b̃iy b̃ix


, （49）

其中
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b̃i j =
1

AC

k∑
m=1

NG∑
n=1

1
2

Wm,nNi(xGP
m,n)nm

j lm, j = x,y, （50）

式中，k 表示每个光滑域的边界段数，对于求解域内边界处的边，k=3，对于求解域内部的边，k=4；Ni 是与边界

段 m 相关的三角形单元节点 i 的形函数.

B̃bDSG3
i =

1
AC

w
Ωs

(B̃bDSG3
ix B̃bDSG3

ix )
TdΩ =

1
AC

w
Γs

((w
B̃bDSG3

ix

)
nx

(w
B̃bDSG3

iy

)
ny

)T
dΓ = (b̃bDSG3

ix b̃bDSG3
ix )T, （51）

其中

b̃b
ix =

1
AC

k∑
m=1

NG∑
n=1

1
2

Wm,nΦ
DSG3
ix (xGP

m,n,y
GP
m,n)nm

x lm, （52）

b̃b
iy =

1
AC

k∑
m=1

NG∑
n=1

1
2

Wm,nΦ
DSG3
ix (xGP

m,n,y
GP
m,n)nm

x lm, （53）

ΦDSG3
ix (xGP

m,n,y
GP
m,n) =

0 0
3∑

j=2
a2 jx∆N̂ x j

i

3∑
j=2

a2 jxN̄ x j
i 0


∣∣∣∣∣∣∣∣
(xGP

m,n,yGP
m,n)

, （54）

ΦDSG3
iy (xGP

m,n,y
GP
m,n) =

0 0
3∑

j=2
a2 jy∆N̂y j

i 0
3∑

j=2
a2 jyN̄y j

i


∣∣∣∣∣∣∣∣
(xGP

m,n,yGP
m,n)

, （55）

∆N̂ x j
i ∆N̂y j

i N̄ x j
i N̄y j

i式中， ， ， ， 的定义参见式 (25)~(28).
由此，光滑刚度矩阵为

K̃ =
Neg∑
C=1

AC(B̃b
C)

T D̄B̃b
C +

Neg∑
C=1

AC(B̃sDSG3
C )

T ASB̃sDSG3
C . （56）

同理，光滑质量矩阵可通过以下转换得到：

Ñi =
1

AC

w
Ωs

NidΩ =
1

AC

w
Γs
ψi (x,y)nxdΓ, （57）

ψi(x,y) =
w

Nidx = a1ix+
1
2

a2ix2+a3iy. （58）

通过 Gauss积分，得

Ñi =
1

AC

k∑
m=1

NG∑
n=1

1
2

Wm,nψi(xGP
m,n,y

GP
m,n)nm

x lm, （59）

M̃ =
Neg∑
C=1

AC ÑT
C mÑC. （60）

由此，层合板有限元控制方程中的矩阵都已沿光滑域的边界段进行光滑处理和计算，在计算过程中不需

要坐标映射和 Jacobi矩阵的计算. 

4    数 值 算 例

ω̄ = (ωa2/h)
√
ρ/E2

下面通过数值算例分析复合材料层合板的自由振动问题.如无特殊说明，层合板各层具有相同的厚度，且

由均匀线弹性复合材料构成，无量纲固有频率为 .
 

4.1   算例1

首先以一长度为 a、厚度为 h 的四边简支对称层合方板 (0°/90°/90°/0°)为研究对象，探讨 RES-DSG3法在

求解复合材料动力学问题时的收敛性和有效性.对于规则网格，α=0；不规则网格，α=0.4，其中 α 为定义在区间
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0 ~ 0.5的不规则系数[20]
.相关的材料参数为 E1/E2=10,20,30，G12=G13=0.6E2，G23=0.5E2，v12 =0.25，ρ=1，剪切修

正因子 ζ=5/6.
由表 1可见，不同节点分布和不同弹性模量比时的四层层合板的一阶无量纲固有频率与文献 [21]的一阶

剪切理论的精确解很接近，具有较高的计算精度，表明了本文方法的有效性和收敛性.同时，网格“质量”对

计算精度的影响很小，即使在极不规则的网格下也能获取稳定可靠的计算结果，进一步拓宽了该单元的使用

范围.
  

表 1    四层复合材料简支层合板的一阶无量纲固有频率

Table 1    The non-dimensional 1st fundamental frequency of the simply supported 4-layer laminated composite plate
 

number of meshes
E1/ E2=10 E1/ E2=20 E1/ E2=30

α=0 α=0.4 ref. [21] α=0 α=0.4 ref. [21] α=0 α=0.4 ref. [21]

13 × 13 8.293 8.309

8.298

9.525 9.526

9.567

10.259 10.246

10.326
15 × 15 8.293 8.306 9.535 9.528 10.275 10.255

17 × 17 8.294 8.300 9.541 9.539 10.285 10.276

19 × 19 8.294 8.301 9.546 9.548 10.293 10.283
 

4.2   算例2

考虑三层对称层合方板 (0°/90°/0°)，边长为 a，厚度为 h，材料参数为 E1/E2=40.采用 17 × 17网格离散求解

域，对不同边界条件和不同边厚比条件下的板进行了数值计算.

表 2列出了通过本文方法计算的四边简支 (SS)，四边固支 (CC)，两对边简支、另两对边固支 (SC)三种边

界条件和不同边厚比的三层层合方板的一阶固有频率，并分别与文献 [21-22]基于 FSDT的复合二次径向基

函数法计算的结果进行了对比，具有较好的一致性.同时，表 3列出了三种边界条件下的前三阶固有频率，可

以看出本文方法计算的无量纲固有频率与文献 [23]基于高阶剪切变形理论计算的结果也很接近，验证了本文

方法的有效性.
  

表 2    三层复合材料层合板的一阶无量纲固有频率

Table 2    The non-dimensional 1st fundamental frequency of the 3-layer laminated composite plate
 

a/h method SS SC CC a/h method SS SC CC

2

ref. [22] 5.211 5.217 5.263

10

ref. [22] 14.804 17.199 19.678

ref.[21] 5.205 5.211 5.257 ref. [21] 14.767 17.175 19.669

present 5.149 5.571 5.256 present 14.475 17.346 19.626

5

ref. [22] 10.207 10.658 11.274

100

ref. [22] 18.355 28.165 40.234

ref. [21] 10.290 10.646 11.266 ref. [21] 18.891 28.501 40.743

present 10.116 10.675 11.477 present 18.565 28.616 40.761
  

表 3    三层复合材料层合板前三阶无量纲固有频率（a/h=10）

Table 3    The non-dimensional 1st 3 fundamental frequencies of the 3-layer laminated composite plate (a/h=10)
 

model method SS SC CC

1
present 14.384 17.346 19.626

ref. [23] 14.766 17.175 19.669

2
present 22.040 23.794 25.187

ref. [23] 22.158 23.677 25.349

3
present 36.521 37.996 38.553

ref. [23] 36.900 37.720 38.650
 

5    结　　论

本文将基于全局坐标的重构边界光滑 DSG单元用于复合材料层合板的自由振动问题分析.与原始的

DSG单元相比，该方法不需要对系统方程进行坐标映射，同时结合光滑技术将有限元矩阵的域积分简化为沿

平滑单元边界的线积分.从数值计算结果来看，RES-DSG3法在复合材料层合板自由振动分析时表现出良好
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的性能，具有较高的计算精度；即使是不规则网格，也能获得较好的结果，是一种有效可行的方法.此外，该方

法中的光滑技术也可以扩展到其他问题的有限元框架内.
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