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摘要：  为了探讨季节性、蚊子叮咬的偏好性和人类的扩散对疟疾传播的影响，该文提出了一个部分退化的周期反

应扩散模型.利用动力系统的持续性理论，研究了模型关于基本再生数   的阈值动力学.即当   时，疾病灭绝；

而当   时，疾病一致持续，且会发生季节性的流行.数值上发现了忽略空间异质性和蚊子叮咬的偏好性会低估疾

病传染的风险.
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Abstract：In order to explore the combined effects of seasonality, vector-bias and human diffusion on malaria transmission,

a partially degenerate periodic reaction-diffusion model was considered. With the persistence theory for dynamical systems,

the threshold dynamics for the system was established in terms of basic reproduction number  . That is, the disease will go

extinct if  , while the disease will be uniformly persistent and break out seasonally for  . Numerical results show

that, the neglect of spatial heterogeneity and vector-bias will lead to underestimation of the risk of disease spread.

Key words：malaria model；threshold dynamics；seasonality；vector-bias；spatial heterogeneity

 

0    引　　言

疟疾是由疟原虫感染引起的蚊媒疾病，主要通过成年雌性按蚊的叮咬传播.目前，疟疾仍在非洲、东南亚

和南美洲等多个地区流行.根据世界卫生组织 (WHO) 发布的《世界疟疾报告 2022》：2021年全球有约 2.47 亿
例疟疾病例，死亡人数约为 61.9 万.其中死亡人数的 50% 以上来自恶性疟原虫盛行的非洲，恶性疟原虫致病

性极强，如不及时治疗会发展成为凶险型疟疾，甚至死亡[1]
.因此，全球抗疟形势依然严峻.

疟疾的发生与流行受气候因素的影响.研究表明，温度升高 (不超过 30 ℃)，蚊子成熟的速率会加快，疟原

虫在雌蚊体内的孵化时间会缩短[2]
.而降雨量增加会延长蚊子的寿命，提高蚊子的繁殖数量和质量，衍生出更

多的蚊虫栖息场所[3]
.因此，疟疾多发于温热潮湿的夏秋季，具有明显的季节性传播特征.

此外，Lacroix 等[4] 通过一项实验发现，疟原虫在人体内发育的过程中会释放某种化学物质，使染病者对蚊
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子具有更强的吸引力，从而增强其传播力.同时，蚊子可以通过选择染病者，最大程度地提高其在进食期间的

蛋白质摄入量[5]
.这表明蚊子更喜欢叮咬染病者而不是易感者.为了在数学模型中反映这一现象，Chamchod 和

Britton[6] 利用参数   和   刻画了蚊子遇到并选择叮咬染病者和易感者的概率，进而提出了一个具有蚊子叮咬

偏好性的常微分方程模型.基于此，Wang 和 Zhao[7] 通过考虑季节性和蚊子感染的潜伏期对疟疾传播的影响，

建立了一个具有蚊子叮咬偏好性的时滞微分方程模型.

我们注意到，成蚊的分布取决于幼蚊和宿主的分布，由于幼蚊多栖息于河流和沼泽附近，因此新成熟的蚊

子会在这些地方聚集，并逐渐飞往人群密集的场所.这就导致了疟疾的流行会受空间异质性的影响[8]
.基于这

一生物现象，Lou 和 Zhao[9] 通过考虑蚊子感染的潜伏期建立了一个非局部时滞反应扩散疟疾模型，并分析了

系统的阈值动力学.Bai 等[10] 综合考虑了季节性、蚊子叮咬的偏好性和空间异质性等因素，建立了一个具有非

局部时滞的周期反应扩散疟疾模型，并研究了疾病的消除和一致持续.更多这方面的工作可参见文献 [11-13]
及其引文.

R0

值得注意的是，大多数的蚊子一生只能飞行几千米[14-15], 与人类的扩散距离相比可以忽略不计.因此，基于

上述背景，本文将考虑一个具有蚊子叮咬偏好性的部分退化的周期反应扩散疟疾模型 (见第 1 节).在第 2 节
和第 3 节中，将根据下一代再生算子来定义模型的基本再生数，并研究系统关于   的阈值动力学.在第 4 节
中，将通过数值模拟验证理论结果，并分析模型中的一些重要参数对疟疾传播的影响.最后是关于本文所研究

内容的一些总结和讨论. 

1    模　　型

Ω ⊂ Rn ∂Ω t x H(x) =

S h(t, x)+ Ih(t, x), ∀t≥0, x ∈ Ω̄, S h, Ih S m

Im β(t, x) c(b)

p l p≥l > 0 t x

假设   是具有光滑边界   的有界开集.设时刻  、位置 处的总人口密度处于一个稳态 
 其中   分别表示易感者和染病者.将蚊群分为易感的蚊子 ( ) 和染病的蚊子

( ).令   为蚊子的叮咬率，  为每次叮咬疾病从染病的蚊子到易感者 (或染病者到易感的蚊子)的转移

率.  和   分别表示蚊子遇到并选择叮咬染病者和易感者的概率，且  .则时刻   、位置   处新感染的人

和蚊子分别为
cβ(t, x)l[H(x)− Ih(t, x)]

pIh(t, x)+ l[H(x)− Ih(t, x)]
Im(t, x),

bβ(t, x)pIh(t, x)
pIh(t, x)+ l[H(x)− Ih(t, x)]

S m(t, x).

Dh dh ρ µ(t) dm(t)假设人类的扩散率为  ，死亡率和康复率分别为   和  .令   为幼蚊到成蚊的输入率，  为蚊子的死亡

率.按照文献 [9-10] 中的建模思路，我们考虑如下模型：

∂Ih(t, x)
∂t

= Dh△Ih(t, x)+
cβ(t, x)l[H(x)− Ih(t, x)]

pIh(t, x)+ l[H(x)− Ih(t, x)]
Im(t, x)−

(dh+ρ)Ih(t, x), t > 0, x ∈ Ω,
∂S m(t, x)

∂t
= µ(t)−dm(t)S m(t, x)− bβ(t, x)pIh(t, x)

pIh(t, x)+ l[H(x)− Ih(t, x)]
S m(t, x), t > 0, x ∈ Ω,

∂Im(t, x)
∂t

=
bβ(t, x)pIh(t, x)

pIh(t, x)+ l[H(x)− Ih(t, x)]
S m(t, x)−dm(t)Im(t, x), t > 0, x ∈ Ω,

∂Ih(t, x)
∂ν

= 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,

（1）

ν ∂Ω Dh, dh, ρ µ(t) dm(t) C1 β(t, x) R× Ω̄
Hölder t ω

其中   为   的单位外法向量的值.假定   均为正常数.设  ，  为正的   函数，  在   上
为非平凡的正的   连续函数，且它们关于时间   是  -周期的.

X :=C(Ω̄,R3) X+ :=C(Ω̄,R3
+) T1(t, s) : C(Ω̄,R)→C(Ω̄,R)定义   为具有最大模范数的 Banach 空间， .以  来表示

系统 
∂u(t, x)
∂t

= Dh△u(t, x)− (dh+ρ)u(t, x), t > 0, x ∈ Ω,
∂u(t, x)
∂ν

= 0, t > 0, x ∈ ∂Ω

t > s T1(t, s) ϕ ∈C(Ω̄,R) T2(t, s)ϕ = e−
r t

s dm(ξ)dξϕ的演化算子.显然，当   时，  是紧的强正算子.对于任意的  ，定义  .易见
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Ti(t+ω, s+ω) = Ti(t, s), i = 1,2.令
XH := {ϕ = (ϕ1,ϕ2,ϕ3) ∈ X+ : ϕ1(·)≤H(·)}.

ϕ ∈ XH对于任意的初始值  ，系统 (1) 可写为如下积分形式：

Ih(t, ·) = T1(t,0)ϕ1+
w t

0
T1(t, s)

cβ(s, ·)l[H(·)− Ih(s, ·)]
pIh(s, ·)+ l[H(·)− Ih(s, ·)] Im(s, ·)ds,

S m(t, ·) = T2(t,0)ϕ2+
w t

0
T2(t, s)

(
µ(s)− bβ(s, ·)pIh(s, ·)

pIh(s, ·)+ l[H(·)− Ih(s, ·)]S m(s, ·)
)
ds,

Im(t, ·) = T2(t,0)ϕ3+
w t

0
T2(t, s)

bβ(s, ·)pIh(s, ·)
pIh(s, ·)+ l[H(·)− Ih(s, ·)]S m(s, ·)ds.

ϕ ∈ XH ϕ (Ih(t, ·,ϕ),S m(t, ·,ϕ), Im(t, ·,ϕ)) ∈ XH [0,+∞)定理 1　对于任意的  ，系统 (1) 过初值  的解   在   上存在唯

一，且它的所有解最终有界和一致有界.

ϕ ∈ XH [0, tϕ) ϕ (Ih(t, ·,ϕ),S m(t, ·,ϕ), Im(t, ·,ϕ)) ∈ XH

tϕ≤∞

证明　利用文献 [16] 中推论 4发展的抽象泛函微分方程理论 (见文献 [10]中引理 1) 可得，对于任意的

，系统 (1) 在其最大存在区间   上有满足初值   的唯一解  ，其中

.

t ∈ [0, tϕ) Ih(t, ·,ϕ)≤H(·) Nm(t, x) = S m(t, x)+ Im(t, x) t x显然对于任意的  ，有  .令   为蚊群在时刻  、位置   处的总

密度，则其满足
∂Nm(t, x)

∂t
= µ(t)−dm(t)Nm(t, x)≤µ̂− d̄mNm(t, x), t > 0, x ∈ Ω,

µ̂ =maxt∈[0,ω] µ(t) d̄m =mint∈[0,ω] dm(t) tϕ =∞ [0,∞)其中  ， .利用比较定理可得  ，即系统 (1) 的解在   上全局存在.同

时，可得解最终有界和一致有界. □
t≥0 Q(t) : XH → XH对于任意的  ，定义   为

Q(t)ϕ = u(t, ·,ϕ),

u(t, ·,ϕ) = (Ih(t, ·,ϕ),S m(t, ·,ϕ), Im(t, ·,ϕ)) ϕ ∈ XH Q(t) ω

Q := Q(ω) é Q(t) XH

κ(B) := inf{δ > 0} B =
m∪

i=1

Bi Bi

d(Bi)≤δ

其中   是系统 (1) 过初值   的解.显然   是一个  - 周期半流[17]，且

 是系统  (1) 的  Poincar  映射 .易见    不紧，为此，对于    的任意有界子集 B，定义 B的

Kuratowski非紧性测度[18] 为 ，其中 B可以表示为有限个集的并： ，且每个 的直径

.

t > 0 Q(t) XH k e−d̄mt Q XH引理 1　对于任意的  ，  在   上是  -contraction 的，且具有压缩系数  .此外，  在   中有一

个连通的全局吸引子.

t > 0 Q(t) XH k

e−d̄mt Q(t) XH XH

Q XH

证明　利用文献 [19]中引理 2.5的方法可证得对于任意的  ，  在   上是  -contraction 的，且具有

压缩系数  .由定理 1 知，  在   上是点耗散的，  的有界集的正轨道是有界的.进而由文献 [20]中定

理 2.4.6知，  在   中有一个连通的全局吸引子. □ 

2    基本再生数

Y :=C(Ω̄,R2) Y+ :=C(Ω̄,R2
+) Ih ≡ Im ≡ 0 S m定义  ， .令  ，则系统 (1) 中   满足

∂S m(t, x)
∂t

= µ(t)−dm(t)S m(t, x), t > 0, x ∈ Ω. （2）

显然系统 (2) 存在唯一的正周期解

S ∗m(t) = e−
r t

0 dm(s)ds


w ω

0
µ(ξ)e−

r ω
ξ dm(s)dsdξ

1− e−
r ω

0 dm(s)ds
+

w t

0
µ(ξ)e

r ξ
0 dm(s)dsdξ


C(Ω̄,R) (0,S ∗m(t),0) Ih, Im在   上全局吸引.将系统 (1) 在无病周期解   处线性化，则   满足
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∂Ih(t, x)
∂t

= Dh△Ih(t, x)+ cβ(t, x)Im(t, x)− (dh+ρ)Ih(t, x), t > 0, x ∈ Ω,

∂Im(t, x)
∂t

= −dm(t)Im(t, x)+
bβ(t, x)pS ∗m(t)

lH(x)
Ih(t, x), t > 0, x ∈ Ω,

∂Ih(t, x)
∂ν

= 0, t > 0, x ∈ ∂Ω.

（3）

Cω R ω C+ω :=

{φ ∈Cω : φ(t)(x)≥0, ∀t ∈ R, x ∈ Ω̄} t ∈ R F(t) : Y→ Y
令 为从 到 Y的连续   -周期函数的全体构成的  Banach 空间，赋予其上确界范数，且  

.对任意的  ，定义映射   为

F(t)
(
φ1
φ2

)
=

 cβ(t, ·)φ2

bβ(t, ·)pS ∗m(t)
lH(·) φ1

 , ∀φ = (φ1,φ2) ∈ Y.

Φ(t, s), t≥s,令   为下列系统的演化算子：

∂v1(t, x)
∂t

= Dh△v1(t, x)− (dh+ρ)v1(t, x), t > 0, x ∈ Ω,
∂v2(t, x)
∂t

= −dm(t)v2(t, x), t > 0, x ∈ Ω,
∂v1(t, x)
∂ν

= 0, t > 0, x ∈ ∂Ω.

Φ(t, s) ω̄(Φ) = inf{ω̃ : ∃M≥1} ∥Φ(t+ s, s)∥≤Meω̃t, ∀s ∈ R, t≥0回顾  指数增长界的定义，即 ，使得  .

由 Krein-Rutman 定理和文献 [21]中引理 14.2可得
0 < r(Φ(ω,0)) =max{r(T1(ω,0)),r(T2(ω,0))} < 1,

r(Φ(ω,0)) Φ(ω,0) s = 0 ω̄(Φ) < 0 F(t) Φ(t, s)其中   是   的谱半径.进而利用文献 [22]中命题 5.5，并取   可得  .则   和 
满足

t≥0 F(t)Y+ ⊆ Y+(A1) 任意的  ， ；

t≥s Φ(t, s)Y+ ⊆ Y+ Φ(t, s)int(Y+) ⊆ int(Y+) ω̄(Φ) < 0(A2) 任意的  ， ， ， .

R0 φ ∈Cω φ(s, x) = φ(s)(x) s ∈ R
x L : Cω→Cω

现利用文献 [23] 中发展的理论定义系统 (3) 的基本再生数  .假定  ，  是时刻  、

位置  处染病的人和蚊子的初始分布.定义线性算子   为

[Lφ](t) =
w t

−∞
Φ(t, s)F(s)φ(s)ds =

w ∞
0
Φ(t, t− s)F(t− s)φ(t− s)ds, ∀t ∈ R, φ ∈Cω,

t t R0 := r(L)表示所有时刻   以前新感染的人和蚊子经过演化后到达时刻   的累积分布.则定义基本再生数  .

P(t)令   为系统 (3) 的解映射，即
P(t)φ = z(t, ·,φ), ∀t≥0,

z(t, ·,φ) z(0, ·,φ) = φ P := P(ω) é

r(P)

其中   为系统 (3) 满足初始条件   的唯一解.令   为系统 (3) 的 Poincar  映射，它的谱

半径为  .考虑下列周期特征值问题：

∂v̄1(t, x)
∂t

= Dh△v̄1(t, x)+ cβ(t, x)v̄2(t, x)− (dh+ρ)v̄1(t, x)+λv̄1(t, x), t ∈ R, x ∈ Ω,

∂v̄2(t, x)
∂t

= −dm(t)v̄2(t, x)+
bβ(t, x)pS ∗m(t)

lH(x)
v̄1(t, x)+λv̄2(t, x), t ∈ R, x ∈ Ω,

∂v̄1(t, x)
∂ν

= 0, t ∈ R, x ∈ ∂Ω,

（4）

v̄1, v̄2 ω t ∈ R其中 是关于 t 的 -周期函数， .

根据文献 [24]中定理 2.16 和注 2.20可得如下引理.

r(P) λ∗0 = −
ln(r(P))
ω

v∗ ∈ int(C+ω)

e−λ
∗
0tv∗(t, x)

引理 2　  是 P 的主特征值.  是系统 (4) 的特征值，其对应的特征向量  .此外，

 是系统 (3) 的一个解.

λ ∈ [0,∞)对于任意给定的  ，考虑下列线性周期系统：
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∂Ih(t, x)
∂t

= Dh△Ih(t, x)+λcβ(t, x)Im(t, x)− (dh+ρ)Ih(t, x), t > 0, x ∈ Ω,

∂Im(t, x)
∂t

= −dm(t)Im(t, x)+λ
bβ(t, x)pS ∗m(t)

lH(x)
Ih(t, x), t > 0, x ∈ Ω,

∂Ih(t, x)
∂ν

= 0, t > 0, x ∈ ∂Ω.

（5）

{U(t, s,λ) : t≥s} Rλ = r(λL) = λR0 Rλ
U(ω,0,1) = P(ω) t > s U(t, s,λ)

令   为系统 (5) 在 Y 上的演化族.定义  ，则   可视作系统 (5) 的基本再生数，且

.显然，对于任意的  ， 在 Y上是强正的.进而根据文献 [25]中引理 3.1可以验证：

r(U(ω,0,λ))≥1 λ ∈ [0,∞) U(ω,0,λ)(A3) 当   时，对于任意的  ，正线性算子   具有孤立主特征值，且该特征值对

应强正的特征向量.

R0−1 r(P)−1引理 3　  与   的符号相同 (见文献 [23]中定理 3.1). 

3    阈值动力学

R0本节将研究系统 (1) 关于基本再生数   的阈值动力学.为此，首先给出如下引理.

(Ih(t, ·,ϕ),S m(t, ·,ϕ), Im(t, ·,ϕ)) ϕ ∈ XH引理 4　令   为系统 (1) 过初值   的解.则

ϕ ∈ XH S m(t, x,ϕ) > 0 t > 0 x ∈ Ω̄ σ(ⅰ) 对任意的  ，有   关于   和   成立，并且存在正常数   使得

liminf
t→∞

S m(t, x,ϕ)≥σ, ∀x ∈ Ω̄；

t0≥0 Ih(t0, ·,ϕ) . 0 Im(t0, ·,ϕ) . 0 t > t0 x ∈ Ω̄ Ih(t, x,ϕ) > 0且

Im(t, x,ϕ) > 0

(ⅱ) 若存在  ，使得   或  ，则当   时，对于任意的  ，有 
.

ϕ ∈ XH ṽ(t, x,ϕ2)证明　(ⅰ) 对于任意的  ，令   为
∂ṽ(t, x)
∂t

= µ(t)−
(
dm(t)+

bβ(t, x)p
l

)
ṽ(t, x), t > 0, x ∈ Ω （6）

ṽ(0, x) = ϕ2(x) t > 0 x ∈ Ω̄ S m(t, x,ϕ)≥ṽ(t, x,ϕ2) > 0

ṽ∗(t, x)

满足初值   的解.应用比较定理可得当   且   时，有  .又因系统 (6)
存在全局吸引的正周期解  ，所以显然

liminf
t→∞

S m(t, x,ϕ)≥σ :=
1
2

inf
t∈[0,ω],x∈Ω̄

ṽ∗(t, x), ∀x ∈ Ω̄.

t0≥0 Ih(t0, ·,ϕ) . 0 Ih(ⅱ) 假设存在  ，使得  .易见   满足
∂Ih(t, x)
∂t

≥Dh△Ih(t, x)− (dh+ρ)Ih(t, x), t > 0, x ∈ Ω.

t > t0
x ∈ Ω̄ Ih(t, x) > 0

由抛物方程的最大值原理（文献 [26]中定理 4 ）和 Hopf 引理（文献 [26]中定理 3）知，当   时，对于任意的

，有  .由于

Im(t, x) = T2(t, t0)Im(t0, x)+
w t

t0
T2(t, s)h(s, x)ds≥

w t

t0
T2(t, s)h(s, x)ds,

h(s, x) =
bβ(s, x)pIh(s, x)

pIh(s, x)+ l[H(x)− Ih(s, x)]
S m(s, x) > 0 t > t0 x ∈ Ω̄ Im(t, x,ϕ) > 0其中  ，所以对于任意的   和  ，有  .

t0≥0 Im(t0, ·,ϕ) . 0若存在  ，使得  .因为

Im(t, x) = T2(t, t0)Im(t0, x)+
w t

t0
T2(t, s)h(s, x)ds≥T2(t, t0)Im(t0, x),

Im(t, x,ϕ)≥0 t > t0 x ∈ Ω̄所以   关于   和   成立.又因

Ih(t, x) = T1(t, t0)Ih(t0, x)+
w t

t0
T1(t, s)g(s, x)ds≥

w t

t0
T1(t, s)g(s, x)ds,

g(s, x) =
cβ(s, x)l[H(x)− Ih(s, x)]

pIh(s, x)+ l[H(x)− Ih(s, x)]
Im(s, x)≥0 T1 t > t0 x ∈ Ω̄ Ih(t, x,ϕ)

> 0 t > t0 x ∈ Ω̄ Im(t, x,ϕ) > 0

其中   且   强正，于是当   时，对于任意的  ，有 

.进而由第一种情形可得当   时，对于任意的  ，有  .

定理 2　下列结论成立：

R0 < 1 (0,S ∗m(t),0) XH(ⅰ) 若  ，则无病周期解   在   中是全局吸引的.
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R0 > 1 ω η > 0 ϕ ∈ XH

ϕ1 . 0 ϕ3 . 0

(ⅱ) 若  ，则系统 (1) 至少存在一个正的  -周期解.此外，存在  ，使得对于任意的  ，当

 且   时，系统 (1) 的解满足
liminf

t→∞
min
x∈Ω̄

(Ih(t, x,ϕ),S m(t, x,ϕ), Im(t, x,ϕ))≥(η,η,η). （7）

R0 > 1

r(P) > 1 λ∗0 = −
lnr(P)
ω

< 0

证明　结论 (ⅰ) 的证明基本类似于文献 [10]中定理 1(ⅰ)，因此我们只证结论 (ⅱ).容易看出，当 

时，有  ，故  .定义

X0 = {ϕ ∈ XH : ϕ1(·) . 0 , ϕ3(·) . 0},
∂X0 = XH \X0 = {ϕ ∈ XH : ϕ1(·) ≡ 0 or ϕ3(·) ≡ 0}.

ϕ ∈ X0 Ih(t, ·,ϕ)≫ 0 Im(t, ·,ϕ)≫ 0 t > 0 n ∈ N
Qn(X0) ⊂ X0 Q XH

对于任意的  ，利用引理 4(ⅱ) 知，  且   关于   成立.所以对于一切的  ，有

.此外，由引理 1知，  在   中存在一个全局吸引子.进一步定义
M∂ := {ψ ∈ ∂X0 : Qn(ψ) ∈ ∂X0, ∀n ∈ N},
M0 := {ψ ∈ XH : ψ1(·) ≡ 0 , ψ3(·) ≡ 0}.

M∂ = M0 E0 = (0,S ∗m(0),0) ω(ψ) γ+(ψ) = {Qn(ψ) :

∀n ∈ N} ω ψ ∈ M∂ = M0 Ih(t, ·,ψ) ≡ 0 Im(t, ·,ψ) ≡ 0 t≥0

limt→∞(S m(t, ·,ψ)−S ∗m(t)) = 0 ω(ψ) = E0 M∂

E0 M∂ E0 ∂X0

类似于文献 [27]中定理 4.2的断言 2，可证得  .记  .令   为轨道 
 的    极限集.易见对于任意的   ，有    且    关于    成立，从而

.这表明  .由于系统 (1) 限制在   上是一个单调系统，所以根据文献

[17]中引理 2.2.1 知，  在   中是局部 Liapunov 稳定的.因此，  在   中不能形成环.

δ > 0考虑如下带有参数   的辅助系统：

∂vδ1(t, x)
∂t

= Dh△vδ1(t, x)+
cβ(t, x)l[H(x)−δ]
pδ+ l[H(x)−δ] vδ2(t, x)− (dh+ρ)vδ1(t, x), t > 0, x ∈ Ω,

∂vδ2(t, x)
∂t

= −dm(t)vδ2(t, x)+
bβ(t, x)pvδ1(t, x)
(p− l)δ+ lH(x)

(S ∗m(t)−δ), t > 0, x ∈ Ω,

∂vδ1(t, x)
∂ν

= 0, t > 0, x ∈ ∂Ω.

（8）

r(Pδ) é limδ→0 r(Pδ) = r(P) > 1 δ > 0 r(Pδ) > 1 δ <

mint∈[0,ω] S ∗m(t) ω v∗δ e−λ
∗
δtv∗δ(t, x) λ∗δ =

− lnr(Pδ)
ω

< 0 η∗ > 0 ϕ ∥ϕ−E0∥ < η∗

t ∈ [0,ω] ∥Q(t)(ϕ)−Q(t)E0∥ < δ

令    为系统  (8) 的  Poincar  映射的谱半径.因   ，故存在 ，使得   和

.根据引理  2, 存在一个   -周期函数   ，使得    是系统  (8) 的一个解，其中  

.由解对初值的连续依赖性知，存在   ，使得当初值    满足    时，对于一切的

，有  .

现证如下：我们断言
limsup

n→∞
∥Qn(ϕ)−E0∥≥η∗, ∀ϕ ∈ X0.

ϕ0 ∈ X0 limsupn→∞ ∥Qn(ϕ0)−E0∥ < η∗ ñ≥1 n≥ñ

∥Qn(ϕ0)−E0∥ < η∗ t≥ñω t = nω+ t′ n = [t/ω] t′ ∈ [0,ω)

若不然，假设存在   ，使得 .则能够找到一个常数 ，当    时，有

.对于任意的  ，令  ，其中  ， .进而有
∥Q(t)ϕ0−Q(t)E0∥ = ∥Q(t′)(Qn(ϕ0))−Q(t′)E0∥ < δ.

由此可得

Ih(t, x,ϕ0), Im(t, x,ϕ0) < δ, S m(t, x,ϕ0) > S ∗m(t)−δ, ∀t≥ñω, x ∈ Ω̄.

Ih Im则   和   满足

∂Ih(t, x)
∂t

≥Dh△Ih(t, x)+
cβ(t, x)l[H(x)−δ]
pδ+ l[H(x)−δ] Im(t, x)− (dh+ρ)Ih(t, x), t≥ñω, x ∈ Ω,

∂Im(t, x)
∂t

≥−dm(t)Im(t, x)+
bβ(t, x)pIh(t, x)
(p− l)δ+ lH(x)

(S ∗m(t)−δ), t≥ñω, x ∈ Ω,

∂Ih(t, x)
∂ν

= 0, t≥ñω, x ∈ ∂Ω.

(Ih(t, x,ϕ0), Im(t, x,ϕ0))≫ (0,0) α > 0因为  ，所以存在  ，使得

(Ih(ñω, x,ϕ0), Im(ñω, x,ϕ0))≫ αe−λ
∗
δ ñωv∗δ(ñω, x), ∀x ∈ Ω̄.
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(Ih(t, x,ϕ0), Im(t, x,ϕ0)≫ αe−λ
∗
δtv∗δ(t, x) t≥ñω x ∈ Ω̄ t→∞

Ih(t, x,ϕ0)→∞ Im(t, x,ϕ0)→∞ Ih Im

利用比较定理可得    关于    和    成立 .所以当    时，有

 和  ，这与   和   的有界性相矛盾.

E0 XH Ws(E0)
∩

X0 = ∅ Ws(E0) E0

(X0,∂X0) η̃ > 0 ϕ ∈ X0

上述断言意味着  是 Q 在   中的一个孤立不变集，且 ，其中   是   的稳定集.由

文献 [17]中定理 1.3.1 和 注 1.3.1 知，Q 关于   是一致持续的，即存在  ，使得对于任意的  ，有
liminf

n→∞
d(Qn(ϕ),∂X0)≥η̃.

Q ρ ϕ ∈ X0 ρ(ϕ) = d(ϕ,∂X0) Q k

Q ϕ∗ = (ϕ∗1,ϕ
∗
2,ϕ
∗
3) ∈ X0

(Ih(t, x,ϕ∗),S m(t, x,ϕ∗), Im(t, x,ϕ∗)) ω

这表明   是   一致持续的，且对于任意的  ，有  .另外，注意到   点耗散， -condensing 且
有界集的轨道有界.所以，利用文献 [28]中定理 4.5 可得   有一个不动点  .因此，结合引理

4 知，  是系统 (1) 的严格正的  -周期解.

最后，类似于文献 [10] 中定理 1的推导过程，我们便可证得系统 (1) 的解是一致持续的，即结论 (7) 是成

立的. □ 

4    数 值 模 拟

Ω = [0,π]

本节将通过数值模拟验证理论结果，并分析模型 (1) 中的关键参数对疟疾传播的影响.假设所有参数以月

(1 month≈30.4 d) 为时间单位，并令  .基于文献 [7, 29] 中的数据，选取

H(x) = 100(1.1− cos(2x)) (km2)−1, β(t) = 3.6(1−0.6sin(π(t+2.5)/6)) month−1
.

Dh = 0.1 km2 ·month−1, dh = 1/(70×12) month−1, ρ = 0.018 7 month−1, b = 0.08, c = 0.011 dm = 3.2 month−1, µ =

600 (km2 ·month)−1, p = 0.7, l = 0.3

令 ，

.取初始值
Ih(0, x) = 4−2cos(2x), S m(0, x) = 100−5cos(2x), Im(0, x) = 8−5cos(2x).

R0 = 1.692 3 > 1 Ih Im

Ih Im

利用文献 [30] 中定理 3.8 和引理 2.5计算可得  ，此时染病的人   和染病的蚊子   的长期行为

如图 1 所示.观察发现，  和   将会持续存在，并呈现周期性振荡，与定理 2(ⅱ) 的结果相吻合.
  

R0 > 1 Ih Im图 1      时   和   的演化

Ih Im R0 > 1Fig. 1    The evolutions of   and   for 
 

q = l/p ∈ (0,1] R0 q

q = l/p = 1

R0 Dh R0

Dh

为了研究蚊子叮咬的偏好性对疟疾传播的影响，我们取  ，并利用上述参数描绘出了   随 
的变化.如图 2(a) 所示，不考虑蚊子叮咬的偏好性，即取  ，将低估疟疾的传播风险.图 2(b) 模拟了扩

散系数对   的影响.我们发现增加人类的扩散会在一定程度上降低疾病风险，但是当   大于 0.3 时，  随
 的变化趋于平缓，这说明不能依靠提高人类的扩散彻底消除疟疾.

β(t) = 3.6(1−εsin(π(t+2.5)/6)) ε ∈ [0,1]

R0 ε ε = 0.6 H(x) = 100(1.1−δcos(2x)) δ ∈ [0,1]

R0 δ

考虑到蚊群的叮咬率受气候因素影响较大，故令  ，其中   表示季节性

波动的幅度.观察图 3(a) 发现，  关于   非单调.固定  ，并令  ，其中   表
示人群在城乡间的分布.图 3(b) 表明   与   呈正相关，即城市化发展会加速疾病的传播.

Dm ∈ [0,0.015]

R0 Dm

最后，为了考察蚊子的扩散对疟疾传播的影响，我们令  ，并利用图 1 的参数得到图 4.显然

 随   的变化幅度较小，因此在一些情况下忽略蚊子的扩散是合理的.
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R0图 2    蚊子叮咬的偏好性和人类的扩散对   的影响

R0Fig. 2    The effects of vector-bias and human diffusion on 
 

  

R0图 3    季节性和空间异质性对   的影响

R0Fig. 3    The effects of seasonality and spatial heterogeneity on 
 

  

R0 Dm图 4      随   的变化

R0 DmFig. 4      as a function of 
  

5    总结与讨论

Q(t)

Q(t) k

R0 R0 R0 < 1

R0 > 1

为了综合考虑季节性、蚊子叮咬的偏好性和空间异质性对疟疾传播的影响，本文研究了一个部分退化的

周期反应扩散模型.由于忽略了蚊子的扩散，所以系统的解映射   失去了紧性，为了克服这一困难，我们引

入了 Kuratowski 非紧性测度的概念，并证明了   是  -contraction 的.紧接着，我们通过下一代再生算子的谱

半径定义了系统的基本再生数  ，并证明了   可以作为预测疾病是否持续的阈值参数，即   时，疾病灭

绝；  时，疾病一致持续且会发生季节性的流行.最后，在数值上，我们讨论了人类的扩散、季节性、空间异
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R0质性以及蚊子叮咬的偏好性对   的影响.结果表明，这些因素都是影响疟疾传播的关键因素，忽视它们将低

估或高估疾病暴发的风险.另外，我们还考察了蚊子的小扩散对疟疾传播的影响，证明了在一些情况下忽略蚊

子的扩散是合理的.

在本课题的基础上我们还可以做进一步的探讨，例如：有研究表明，不同的人感染疟疾之后潜伏期的长短

存在差异，因此建立具有分布时滞的反应扩散疟疾模型对研究疾病传播的动力学行为具有重要意义 (具体可

参见文献 [31]).另外，无界域上疾病传播的动力学也是我们感兴趣的研究方向 (具体可参见文献 [32-33]).
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