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广义算子下约束 Hamilton 系统的 Noether 定理*

沈世磊，  宋传静

（苏州科技大学 数学科学学院，江苏 苏州 215009）

 
摘要：  研究了广义算子下奇异系统的 Noether 对称性与守恒量.首先，建立了广义算子下奇异系统的 Lagrange 方

程，并导出该系统的初级约束，然后引入 Lagrange 乘子建立了广义算子下约束 Hamilton 方程以及相容性条件.其次，

基于 Hamilton 作用量在无限小变换下的不变性，建立了广义算子下约束 Hamilton 系统的 Noether 定理，并给出了该

系统的对称性及相应的守恒量.在特定条件下，广义算子下约束 Hamilton 系统的 Noether 守恒量可以退化为整数阶

约束 Hamilton 系统的 Noether 守恒量.最后举例说明了结果的应用.
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Abstract：Noether ’s  symmetry  and  conserved  quantity  of  singular  systems  under  generalized  operators  were  studied.

Firstly,  the  Lagrangian  equation  of  singular  systems  under  generalized  operators  was  established,  and  the  primary

constraints  on  the  system  were  derived.  Then  the  Lagrangian  multiplier  was  introduced  to  establish  the  constrained

Hamilton equation and the  compatibility  condition under  generalized operators.  Secondly,  based on the  invariance  of  the

Hamilton  action  under  the  infinitesimal  transformation,  Noether ’s  theorem  for  constrained  Hamiltonian  systems  under

generalized operators was established, and the symmetry and corresponding conserved quantity of the system were given.

Under  certain conditions,  Noether’s  conservation of  constrained Hamiltonian systems under  generalized operators  can be

reduced  to  Noether ’s  conservation  of  integer-order  constrained  Hamiltonian  systems.  Finally,  an  example  illustrates  the

application of the results.
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引　　言

用奇异 Lagrange函数描述的系统称为奇异系统，在过渡到相空间描述时，其正则变量之间存在固有约束，

称为约束 Hamilton系统.奇异系统长期活跃在物理学的众多领域，如杨-Mills场、旋量场、电磁场、超引力、超

弦等理论都与其息息相关.因此奇异系统的基本理论在物理学中，特别是在现代量子场论中有着不可或缺的

作用[1-2]
.Nambu[3] 率先研究了奇异 Lagrange系统的正则形式，此后 Bergmann等[4] 也奠定了该系统动力学与量

子化的基础.

Noether定理是德国数学家 Noether[5] 在 1918年提出的，该定理首次揭示了对称性与守恒量之间的关

系.众所周知，Noether对称性是指 Hamilton作用量在无限小变换下的不变性.通过 Noether定理可以找到不

同力学系统的守恒量，而力学系统的守恒量对研究力学系统的动力学行为及稳定性都有指导意义，因此

Noether理论的研究一直以来是诸多学者关注的热门课题，并且也取得了丰硕的成果[6-11]
.特别地，李子平[12] 提

出了奇异系统在相空间中的 Noether定理.

分数阶模型相比于整数阶模型，能够更好地描述复杂动力学及物理行为.由于分数阶微积分具有记忆性

和非局域性，因此被广泛应用于流体力学、光学、经济学、信号图像处理以及生物医学工程等众多领域[13-15]
.分

数阶算子中应用最为广泛的是 Riemann-Liouville分数阶算子 [16]、Caputo分数阶算子 [17]、Riesz-Riemann-
Liouville分数阶算子[18] 以及 Riesz-Caputo分数阶算子[19]

.2010年，Agrawal[20] 提出了一种新的分数阶算子，称

其为广义分数阶算子.在特殊情形下，广义分数阶算子可以退化为上述四种算子.

1996年，Riewe[21-22] 首次将分数阶微积分纳入非保守力学系统，提出并初步研究了分数阶变分问题，

Frederico等[23-24]、Agrawal[20] 也进一步研究了分数阶变分问题.2007年，Frederico等[23-24] 首次研究了分数阶

Noether对称性与守恒量并建立了 Noether定理.之后，分数阶 Noether对称性与守恒量的研究也取得了重大

进展[25-31]
.特别地，Song等[32-33] 利用 Agrawal提出的广义分数阶算子给出了 Birkhoff系统以及 Hamilton系统

的 Noether对称性与守恒量，然而在广义分数阶算子下，对奇异系统的 Noether对称性与守恒量的研究还未涉

及.因此本文进一步研究了广义分数阶算子下奇异系统的 Noether对称性，建立并证明了该系统的 Noether定
理，同时给出了广义算子下相应的守恒量. 

1    预 备 知 识

KαM AαM BαM广义分数阶算子 ， ， 是由 Agrawal[20] 提出的，这里主要列出它们的定义以及相关性质.

KαM AαM BαM广义算子 ， ， 定义为

Kα⟨t1,t,t2,m,ω⟩ f (t) = KαM f (t) = m
w t

t1
κα (t, τ) f (τ)dτ+ω

w t2

t
κα (τ, t) f (τ)dτ, α > 0, （1）

AαM f (t) = DnKn−α
M f (t) , n−1 < α < n, （2）

BαM f (t) = Kn−α
M Dn f (t) , n−1 < α < n, （3）

M = ⟨t1, t, t2,m,ω⟩ m ω κα(t, τ) α n其中 是参数集， 和 是实数， 是依赖于阶数 的核， 为整数.

KαM AαM BαM算子 ， ， 的分部积分分别为w t2

t1
g (t) KαM f (t)dt =

w t2

t1
f (t) KαM∗g (t)dt, （4）

w t2

t1
g (t) AαM f (t)dt = (−1)n

w t2

t1
f (t) BαM∗g (t)dt+

n−1∑
j=0

(−D)n−1− jg (t) Aα+ j−n
M f (t)|t=t2

t=t1 , （5）

w t2

t1
g (t) BαM f (t)dt = (−1)n

w t2

t1
f (t) AαM∗g (t)dt+

n−1∑
j=0

(−1) jAα+ j−n
M∗ g (t)Dn−1− j f (t)|t=t2

t=t1 , （6）

M = ⟨t1, t, t2,m,ω⟩ M∗ = ⟨t1, t, t2,ω,m⟩ n n−1 < α < n其中 ， ， 为整数， .

κα(t, τ) = (t−τ)α−1/Γ(α) M = M1 = ⟨t1, t, t2,1,0⟩当 ， 时，得

AαM1
f (t) = DnKn−α

M1
f (t) = RL

t1 Dαt f (t) , （7）

第 12 期 沈世磊，等： 广义算子下约束 Hamilton 系统的 Noether 定理 1423

 



BαM1
f (t) = Kn−α

M1
Dn f (t) = C

t1D
α
t f (t). （8）

κα(t, τ) = (t−τ)α−1/Γ(α) M = M2 = ⟨t1, t, t2,0,1⟩当 ， 时，得

AαM2
f (t) = DnKn−α

M2
f (t) = (−1)nRL

t Dαt2 f (t) , （9）

BαM2
f (t) = Kn−α

M2
Dn f (t) = (−1)nC

t D
α
t2 f (t). （10）

κα(t, τ) = (t−τ)α−1/Γ(α) M = M3 =

⟨
t1, t, t2,

1
2
,
1
2

⟩
当 ， 时，得

AαM3
f (t) = DnKn−α

M3
f (t) = R

t1D
α
t2 f (t) , （11）

BαM3
f (t) = Kn−α

M3
Dn f (t) = RC

t1 Dαt2 f (t). （12）

AαM BαM

式（7） ~ （12）分别为左 Riemann-Liouville分数阶导数、左 Caputo分数阶导数、右 Riemann-Liouville分数

阶导数、右 Caputo分数阶导数、Riesz-Riemann-Liouville分数阶导数、Riesz-Caputo分数阶导数，以上都是算

子 ， 的特例. 

2    广义算子下奇异 Lagrange 系统和初级约束
 

AαM2.1   算子 下奇异 Lagrange 系统和初级约束

AαM算子 下的 Hamilton作用量定义为

S A =
w t2

t1
LA

(
t, qA,AαM qA

)
dt, （13）

其中
qA = (qA1,qA2, · · · ,qAn), AαM qA = (AαMqA1,AαMqA2, · · · ,AαMqAn), 0 < α < 1.

等时变分
δS A = 0 （14）

满足交换关系
δAαMqAi = AαMδqAi, i = 1,2, · · · ,n （15）

和端点条件
qA1 = qA(t1), qA2 = qA(t2), （16）

qA1 = (qA11,qA21, · · · ,qAn1) qA2 = (qA12,qA22, · · · ,qAn2) AαM其中 ， ，称为算子 下的分数阶 Hamilton原理.

由式（5）、（14） ~ （16）可得
∂LA

∂qAi
−BαM∗

∂LA

∂AαMqAi
+mκ1−α (t2, t)

∂LA (t2)
∂AαMqAi

−ωκ1−α (t, t1)
∂LA (t1)
∂AαMqAi

= 0, i = 1,2, · · · ,n, （17）

LA(t1) = LA(t1, qA(t1),AαM qA(t1)) LA(t2) = LA(t2, qA(t2),AαM qA(t2)) AαM其中 ， .式（17）为算子 下的分数阶 Lagrange方程.

定义广义动量和 Hamilton量为

pAi =
∂LA(t, qA,AαM qA)
∂AαMqAi

, （18）

HA = pAiAαMqAi−LA
(
t, qA,AαM qA

)
, i = 1,2, · · · ,n. （19）

LA(t, qA,AαM qA) AαMqAi AαMqAi 0≤R < n

1≤R < n R = 0

这里考虑 是奇异的，即 只有一部分能解出来，假设可以解出 R 个 ， ，接下

来讨论两种情况分别为 和 .

1≤R < n当 时，有
AαMqAσ = f σA (t, qA, pAE ,AαM qAρ), σ,E = 1,2, · · · ,R; ρ = R+1,R+2, · · · ,n, （20）

其中
pAE = (pA1, pA2, · · · , pAR) , AαM qAρ = (AαMqA(R+1),AαMqA(R+2), · · · ,AαMqAn), 1≤R < n.

将式（20）代入式（18）得
pAi = gAi(t, qA, f σA (t, qA, pAE ,AαM qAρ),AαM qAρ) = gAi(t, qA, pAE ,AαM qAρ), i = 1,2, · · · ,n. （21）
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i = 1,2, · · · ,R i = R+1,R+2, · · · ,n当 时，式（21）是成立的，若 ，有
pAρ = gAρ (t, qA, pAE) , or pAF = gAF (t, qA, pAE) , 1≤R < n, （22）

其中
pAF =

(
pA(R+1), pA(R+2), · · · , pAn

)
, gAF =

(
gA(R+1),gA(R+2), · · · ,gAn

)
, ρ = R+1,R+2, · · · ,n,

或记为
ϕA (t, qA, pA) = pAF − gAF (t, qA, pAE) = 0, （23）

其中
ϕA =

(
ϕA1,ϕA2, · · · ,ϕA(n−R)

)
, pA = (pA1, pA2, · · · , pAn) , 1≤R < n.

R = 0 AαMqAi当 时，则没有 能被解出，由式（18）得
pAi = gAi (t, qA) , i = 1,2, · · · ,n, （24）

ϕAa(t, qA, pA) = pAa−gAa (t, qA) = 0, a = 1,2, · · · ,n. （25）

由式（23）、（25）得
ϕAa(t, qA, pA) = 0, a = 1,2, · · · ,n−R, 0≤R < n. （26）

AαM式（26）称为算子 下的初级约束.

κα(t, τ) = (t−τ)α−1/Γ(α) M = M1 M = M2 M = M3注 1　令 ，当 ， 以及 时，由式（17）、（26）分别得到左 Riemann-Liouville分数

阶导数、右 Riemann-Liouville分数阶导数以及 Riesz-Riemann-Liouville分数阶导数下的 Lagrange方程和初级约束.
 

BαM2.2   算子 下奇异 Lagrange 系统和初级约束

BαM算子 下的 Hamilton作用量定义为

SB =
w t2

t1
LB

(
t, qB,BαM qB

)
dt, （27）

其中
qB = (qB1,qB2, · · · ,qBn), BαM qB = (BαMqB1,BαMqB2, · · · ,BαMqBn), 0 < α < 1.

等时变分
δS B = 0 （28）

满足交换关系
δBαMqBi = BαMδqBi, i = 1,2, · · · ,n （29）

和端点条件
qB1 = qB(t1), qB2 = qB(t2), （30）

qB1 = (qB11,qB21, · · · ,qBn1) qB2 = (qB12,qB22, · · · ,qBn2) BαM其中 ， ，称为算子 下的分数阶 Hamilton原理.

由式（6）、（28） ~ （30）可得
∂LB

∂qBi
−AαM∗

∂LB

∂BαMqBi
= 0, i = 1,2, · · · ,n, （31）

LB(t1) = LB(t1, qB(t1),BαM qB(t1)) LB(t2) = LB(t2, qB(t2),BαM qB(t2)) BαM其中 ， .式（31）为算子 下的分数阶 Lagrange方程.

定义广义动量和 Hamilton量为

pBi =
∂LB(t, qB,BαM qB)
∂BαMqBi

, i = 1,2, · · · ,n, （32）

HB = pBiBαMqBi−LB
(
t, qB,BαM qB

)
, i = 1,2, · · · ,n, （33）

LB(t, qB,BαM qB) BαMqBi BαMqBi 0≤R < n

1≤R < n R = 0

这里考虑 是奇异的，即 只有一部分能解出来，假设可以解出 R 个 ， ，接下来讨

论两种情况分别为 和 .

1≤R < n当 时，有
BαMqBσ = f σB (t, qB, pBE ,BαMqBρ), σ,E = 1,2, · · · ,R; ρ = R+1,R+2, · · · ,n, （34）

其中
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pBE = (pB1, pB2, · · · , pBR) , BαM qBρ = (BαMqBR+1,BαM qBR+2, · · · ,BαMqBn), 1≤R < n.

将式（34）代入式（32）得
pBi = gBi(t, qB, f σB (t, qB, pBE ,BαMqBρ),BαMqBρ) = gBi(t, qB, pBE ,BαMqBρ), i = 1,2, · · · ,n. （35）

i = 1,2, · · · ,R i = R+1,R+2, · · · ,n当 时，式（35）是成立的，若 ，有
pBρ = gBρ (t, qB, pBE) , or pBF = gBF (t, qB, pBE) , 1≤R < n, （36）

其中
pBF = (pBR+1, pBR+2, · · · , pBn) , gBF = (gBR+1,gBR+2, · · · ,gBn) , ρ = R+1,R+2, · · · ,n,

或记为
ϕB (t, qB, pB) = pBF − gBF (t, qB, pBE) = 0, （37）

其中
ϕB = (ϕB1,ϕB2, · · · ,ϕBn−R) , pB = (pB1, pB2, · · · , pBn) , 1≤R < n.

R = 0 BαMqBi当 时，则没有 能被解出，由式（32）得
pBi = gBi (t, qB) , i = 1,2, · · · ,n, （38）

ϕBa(t, qB, pB) = pBa−gBa (t, qB) = 0, a = 1,2, · · · ,n, （39）

其中
qB = (qB1,qB2, · · · ,qBn) , pB = (pB1, pB2, · · · , pBn).

由式（37）、（39）得
ϕBa(t, qB, pB) = 0, a = 1,2, · · · ,n−R; 0≤R < n. （40）

BαM式（40）称为算子 下的初级约束.

κα(t, τ) = (t−τ)α−1/Γ(α) M = M1 M = M2 M = M3注 2　令 ，当 ， 以及 时，由式（31）、（40）分别得到左 Caputo分数阶导数、右

Caputo分数阶导数以及 Riesz-Caputo分数阶导数下的 Lagrange方程和初级约束.
 

3    广义算子下约束 Hamilton 方程及相容性条件
 

AαM3.1   算子 下约束 Hamilton 方程

由式（18）和（19）得

δHA = PAi ·δAαMqAi+AαMqAiδ pAi−
∂LA

∂qAi
δqAi−

∂LA

∂AαMqAi
δAαMqAi =

AαMqAiδ pAi−
∂LA

∂qAi
δqAi, i = 1,2, · · · ,n. （41）

由式（17）得
∂LA

∂qAi
= BαM∗

∂LA

∂AαMqAi
−mκ1−α (t2, t)

∂LA(t2)
∂AαMqAi

+ωκ1−α (t, t1)
∂LA(t1)
∂AαMqAi

. （42）

HA(t, qA, pA)由 Hamilton量 可得

δHA =
∂HA

∂qAi
δqAi+

∂HA

∂pAi
δ pAi, i = 1,2, · · · ,n. （43）

由式（26）的等时变分得

δϕAa =
∂ϕAa

∂qAi
δqAi+

∂ϕAa

∂pAi
δ pAi = 0, i = 1,2, · · · ,n; a = 1,2, · · · ,n−R; 0≤R < n. （44）

λAa(t) a = 1,2, · · · ,n−R 0≤R < n引入 Lagrange乘子 ， ， ，由式（41） ~ （44）得

BαM∗ pAi = −
∂HA

∂qAi
−λAa

∂ϕAa

∂qAi
+mκ1−α (t2, t) pAi(t2)−ωκ1−α (t, t1) pAi(t1), AαMqAi =

∂HA

∂pAi
+λAa

∂ϕAa

∂pAi
,

i = 1,2, · · · ,n; a = 1,2, · · · ,n−R; 0≤R < n. （45）

AαM方程（45）为算子 下的约束 Hamilton方程.
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HAT = HA+λAaϕAa引入总 Hamilton量 ，式（45）也可表示为

AαMqAi =
∂HAT

∂pAi
, BαM∗ pAi = −

∂HAT

∂qAi
+mκ1−α (t2, t) pAi(t2)−ωκ1−α (t, t1) pAi(t1),

i = 1,2, · · · ,n; a = 1,2, · · · ,n−R; 0≤R < n. （46）

κα(t, τ) = (t−τ)α−1/Γ(α) M = M1 M = M2 M = M3注 3　令 ，当 ， 以及 时，由式（45）分别得到左 Riemann-Liouville分数阶导

数、右 Riemann-Liouville分数阶导数以及 Riesz-Riemann-Liouville分数阶导数下的约束 Hamilton方程.
 

BαM3.2   算子 下约束 Hamilton 方程

由式（32）和（33）得

δHB = PBi ·δBαMqBi+BαMqBiδpBi−
∂LB

∂qBi
δqBi−

∂LB

∂BαMqBi
δBαMqBi =

BαMqBiδ pBi−
∂LB

∂qBi
δ qBi, i = 1,2, · · · ,n. （47）

由式（31）得
∂LB

∂qBi
= AαM∗

∂LB

∂BαMqBi
= AαM∗ pBi. （48）

HB(t, qB, pB)由 Hamilton量 可得

δHB =
∂HB

∂qBi
δqBi+

∂HB

∂pBi
δpBi, i = 1,2, · · · ,n. （49）

由式（40）的等时变分得

δϕBa =
∂ϕBa

∂qBi
·δqBi+

∂ϕBa

∂pBi
·δpBi = 0, i = 1,2, · · · ,n; a = 1,2, · · · ,n−R; 0≤R < n. （50）

λBa(t) a = 1,2, · · · ,n−R 0≤R < n引入 Lagrange乘子 ， ， ，由式（47） ~ （50）得

BαMqBi =
∂HB

∂pBi
+λBa

∂ϕBa

∂pBi
, AαM∗ pBi = −

∂HB

∂qBi
−λBa

∂ϕBa

∂qBi
,

i = 1,2, · · · ,n; a = 1,2, · · · ,n−R; 0≤R < n. （51）

BαM方程（51）为算子 下的约束 Hamilton方程.

HBT = HB+λBaϕBa引入总 Hamilton量 ，式（51）也可表示为

BαMqBi =
∂HBT

∂pBi
, AαM∗ pBi = −

∂HBT

∂qBi
, i = 1,2, · · · ,n; a = 1,2, · · · ,n−R; 0≤R < n. （52）

κα(t, τ) = (t−τ)α−1/Γ(α) M = M1 M = M2 M = M3注 4　令 ，当 ， 以及 时，由式（51）分别得到左 Caputo分数阶导数、右

Caputo分数阶导数以及 Riesz-Caputo分数阶导数下的约束 Hamilton方程.
 

3.3   广义算子下约束Hamilton 系统的相容性条件

F = F (t, q, p) G =G (t, q, p)令 ， ，定义 Poisson括号：

{F,G} = ∂F
∂qi

∂G
∂pi
− ∂F
∂pi

∂G
∂qi
, i = 1,2, · · · ,n, （53）

q = (q1,q2, · · · ,qn) p= (p1, p2, · · · , pn)其中 ， .利用 Poisson括号和式（46）可得

({ϕAa,HA}+λAb {ϕAa,ϕAb})
∂ϕAa

∂qA j
q̇A j+

(
∂ϕAa

∂t
+
∂ϕAa

∂pA j
ṗA j

)
∂ϕAa

∂qAi
AαMqAi−(

∂ϕAa

∂pAi
· ∂ϕAa

∂qA j
q̇A j

) [
BαM∗ pAi−mκ1−α (t2, t) pAi (t2)+ωκ1−α (t, t1) pAi (t1)

]
= 0,

i, j = 1,2, · · · ,n; a = 1,2, · · · ,n−R; 0≤R < n. （54）

AαM式（54）称为算子 下约束 Hamilton系统的相容性条件.

BαM同理，算子 下约束 Hamilton系统的相容性条件为
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({ϕBa,HB}+λBb {ϕBa,ϕBb})
∂ϕBa

∂qB j
q̇B j+

(
∂ϕBa

∂t
+
∂ϕBa

∂pB j
ṗB j

)
∂ϕBa

∂qBi
BαMqBi−

∂ϕBa

∂pBi
· ∂ϕBa

∂qB j
q̇B j ·AαM∗ pBi = 0, i, j = 1,2, · · · ,n; a = 1,2, · · · ,n−R; 0≤R < n. （55）

det
[{ϕAa,ϕAb}

]
, 0 det

[{ϕBa,ϕBb}
]
, 0 λAa λBa如果 ( )，则所有的 Lagrange乘子 ( )可由式（54）（式（55））全部解出.

det
[{ϕAa,ϕAb}

]
= 0 det

[{ϕBa,ϕBb}
]
= 0

[{ϕAa,ϕAb}
] [{ϕBa,ϕBb}

]
λAa λBa如果 ( )，则矩阵 ( )是奇异的，此时 ( )不能全部

解出，则产生新的约束称为次级约束，次级约束是由初级约束的相容性条件所导出.同理，若次级约束仍然不

能解出所有的 Lagrange乘子，就会又导出新的次级约束.对有限自由度系统，这种次级约束相容性条件经过有

限次步骤后，就不再产生新的次级约束.

κα(t, τ) = (t−τ)α−1/Γ(α) M = M1 M = M2 M = M3注 5　令 ，当 ， 以及 时，由式（54）和（55）分别得到左 Riemann-Liouville分数

阶导数、左 Caputo分数阶导数、右 Riemann-Liouville分数阶导数、右 Caputo分数阶导数、Riesz-Riemann-Liouville分数阶导

数以及 Riesz-Caputo分数阶导数下初级约束的相容性条件.
 

4    广义算子下约束 Hamilton 系统的 Noether 定理

AαM BαM

Noether对称性是 Hamilton作用量在无限小变换下的不变性.Noether对称性导致 Noether守恒量.这里我

们将分别研究算子 和 下约束 Hamilton系统的 Noether定理. 

AαM4.1   算子 下约束 Hamilton 系统的 Noether 定理

AαM考虑算子 的 Hamilton作用量：

SA =
w t2

t1

[
pAi ·AαMqAi−HA (t, qA, pA)

]
dt, i = 1,2, · · · ,n. （56）

引入无限小变换：
t̄ = t+∆t, q̄Ai = qAi(t)+∆qAi, p̄Ai(t̄) = pAi(t)+∆pAi, （57）

其展开式为{
t̄ = t+ θAξA0 (t, qA, pA)+o (θA) , q̄Ai = qAi(t)+ θAξAi (t, qA, pA)+o (θA) ,
p̄Ai(t̄) = pAi(t)+ θAηAi (t, qA, pA)+o (θA) ,

（58）

θA ξA0 ξAi ηAi i = 1,2, · · · ,n其中 是无限小参数， ， ， 为无限小生成元， .

∆SA = S̄A−SA =
w t̄2

t̄1

[
p̄AiAαM̄ q̄Ai−HA (t̄, q̄A, p̄A)

]
dt̄−

w t2

t1

[
pAiAαMqAi−HA (t, qA, pA)

]
dt =

θA

w t2

t1

[
pAiAαM (ξAi− q̇AiξA0)+

(
pAi

d
dt

AαMqAi−
∂HA

∂t

)
ξA0−

∂HA

∂qAi
ξAi+

(
pAiAαMqAi−HA

)
ξ̇A0+

λAa
∂ϕAa

∂pAi
ηAi+ωpAiqAi(t2)ξA0(t2)

d
dt
κ1−α (t2, t)−mpAiqAi(t1)ξA0(t1)

d
dt
κ1−α (t, t1)

]
dt, （59）

其中

ξA0(t1) = ξA0 (t1, qA (t1) , pA (t1)) , ξA0(t2) = ξA0 (t2, qA (t2) , pA (t2)) , M̄ = ⟨t̄1, t̄, t̄2,m,ω⟩.

AαM
∆SA = 0

算子 下约束 Hamilton系统的 Noether对称性是指 Hamilton作用量在无限小变换（57）下的不变性，即

要满足 ，由式（59）得

pAi ·AαM (ξAi− q̇AiξA0)+
(
pAi

d
dt

AαMqAi−
∂HA

∂t

)
ξA0−

∂HA

∂qAi
ξAi+

(
pAiAαMqAi−HA

)
ξ̇A0+

λAa
∂ϕAa

∂pAi
ηAi+ωpAiqAi(t2)ξA0(t2)

d
dt
κ1−α (t2, t)−mpAiqAi(t1)ξA0(t1)

d
dt
κ1−α (t, t1) = 0. （60）

AαM式（60） 称为算子 下约束 Hamilton系统的 Noether等式.

∆S A = −
w t2

t1

d
dt

(∆GA)dt ∆GA = θAGA GA (t, qA, pA) AαM对于无限小变换（57），如果满足 成立，其中 ， 为算子 下的规

范函数，即
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pAiAαM (ξAi− q̇AiξA0)+
(
pAi

d
dt

AαMqAi−
∂HA

∂t

)
ξA0−

∂HA

∂qAi
ξAi+

(
pAiAαMqAi−HA

)
ξ̇A0+

λAa
∂ϕAa

∂pAi
ηAi+ωpAiqAi(t2)ξA0(t2)

d
dt
κ1−α (t2, t)−mpAiqAi(t1)ξA0(t1)

d
dt
κ1−α (t, t1)+ ĠA = 0. （61）

AαM则变换（57）称为算子 下约束 Hamilton系统的 Noether准对称变换.

AαM ξA0 ξAi ηAi定理 1　对于算子 下约束 Hamilton系统（45），若无限小生成元 ， ， 满足式（60），则存在如下的守

恒量：

IA = (pAiAαMqAi−HA)ξA0+
w t

t1
{pAiAαM(ξAi− q̇AiξA0)+

(ξAi− q̇AiξA0)[BαM∗ pAi−mκ1−α(t2, τ)pAi(t2)+ωκ1−α(τ, t1)pAi(t1)]}dτ+

ωqAi(t2)ξA0(t2)
w t

t1
pAi (τ)

d
dτ
κ1−α (t2, τ)dτ−mqAi (t1)ξA0 (t1)

w t

t1
pAi (τ)

d
dτ
κ1−α (τ, t1)dτ = const. （62）

dIA/dt = 0证明　由式（26）、（45）、（60）可得 .

AαM GA ξA0 ξAi ηAi定理 2　对于算子 下约束 Hamilton系统（45），若存在一个规范函数 ，使无限小生成元 ， ， 满

足式（61），则存在如下守恒量：

IAG = (pAiAαMqAi−HA)ξA0+
w t

t1
{pAiAαM(ξAi− q̇AiξA0)+

(ξAi− q̇AiξA0)[BαM∗ pAi−mκ1−α(t2, τ)pAi(t2)+ωκ1−α(τ, t1)pAi(t1)]}dτ+

ωqAi(t2)ξA0(t2)
w t

t1
pAi(τ)

d
dτ
κ1−α(t2, τ)dτ−mqAi(t1)ξA0(t1)

w t

t1
pAi(τ)

d
dτ
κ1−α(τ, t1)dτ+GA = const. （63）

dIAG/dt = 0证明　由式（26）、（45）、（61）可得 .

κα(t, τ) = (t−τ)α−1/Γ(α) M = M1 M = M2 M = M3注 6　令 ，当 ， 以及 时，由式（60）、（61）和定理 1、定理 2分别得到左

Riemann-Liouville分数阶导数、右 Riemann-Liouville分数阶导数、Riesz-Riemann-Liouville分数阶导数下分数阶约束

Hamilton系统的 Noether对称性与 Noether准对称性以及导致的守恒量.
 

BαM4.2   算子 下约束 Hamilton 系统的 Noether 定理

BαM考虑算子 的 Hamilton作用量：

SB =
w t2

t1

[
pBi ·BαMqBi−HB (t, qB, pB)

]
dt, i = 1,2, · · · ,n. （64）

引入无限小变换：
t̄ = t+∆t, q̄Bi = qBi(t)+∆qBi, p̄Bi(t̄) = pBi(t)+∆pBi, （65）

其展开式为{
t̄ = t+ θBξB0 (t, qB, pB)+o (θB) , q̄Bi = qBi(t)+ θBξBi (t, qB, pB)+o (θB) ,
p̄Bi(t̄) = pBi(t)+ θBηBi (t, qB, pB)+o (θB) ,

（66）

θB ξB0 ξBi ηBi i = 1,2, · · · ,n其中 是无限小参数， ， ， 为无限小生成元， .

∆SB = S̄B−SB =
w t̄2

t̄1

[
p̄BiBαM̄ q̄Bi−HB (t̄, q̄B, p̄B)

]
dt̄−

w t2

t1

[
pBiBαMqBi−HBt, qB, pB

]
dt =

θB

w t2

t1

[
pBi ·BαM (ξBi− q̇BiξB0)+

(
pBi

d
dt

BαMqBi−
∂HB

∂t

)
ξB0−

∂HB

∂qBi
ξBi+

(
pBiBαMqBi−HB

)
ξ̇B0+

λBa
∂ϕBa

∂pBi
ηBi+ωpBiκ1−α (t2, t) q̇Bi(t2)ξB0(t2)−mpBiκ1−α (t, t1) q̇Bi(t1)ξB0(t1)

]
dt, （67）

其中
ξB0(t1) = ξB0 (t1, qB (t1) , pB (t1)) , ξB0(t2) = ξB0 (t2, qB (t2) , pB (t2)) ,

M̄ = ⟨t̄1, t̄, t̄2,m,ω⟩.
BαM算子 下约束 Hamilton系统的 Noether对称性是指 Hamilton作用量在无限小变换（65）下的不变性，即
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∆SB = 0要满足 ，由式（67）得

pBiBαM (ξBi− q̇BiξB0)+
(
pBi

d
dt

BαMqBi−
∂HB

∂t

)
ξB0−

∂HB

∂qBi
ξBi+

(
pBiBαMqBi−HB

)
ξ̇B0+

λBa
∂ϕBa

∂pBi
ηBi+ωpBiκ1−α (t2, t) q̇Bi(t2)ξB0(t2)−mpBiκ1−α (t, t1) q̇Bi(t1)ξB0(t1) = 0. （68）

BαM式（68）称为算子 下约束 Hamilton系统的 Noether等式.

∆S B = −
w t2

t1

d
dt

(∆GB)dt ∆GB = θBGB GB (t, qB, pB) BαM对于无限小变换（65），如果满足 成立，其中 ， 为算子 下的

规范函数，即

pBiBαM (ξBi− q̇BiξB0)+
(
pBi

d
dt

BαMqBi−
∂HB

∂t

)
ξB0−

∂HB

∂qBi
ξBi+

(
pBiBαMqBi−HB

)
ξ̇B0+

λBa
∂ϕBa

∂pBi
ηBi+ωpBiκ1−α (t2, t) q̇Bi(t2)ξB0(t2)−mpBiκ1−α (t, t1) q̇Bi(t1)ξB0(t1)+ ĠB = 0. （69）

BαM则变换（65）称为算子 下约束 Hamilton系统的 Noether准对称变换.

BαM ξB0 ξBi ηBi定理 3　对于算子 下约束 Hamilton系统（51），若无限小生成元 ， ， 满足式（68），则存在如下的守

恒量：

IB =
(
pBiBαMqBi−HB

)
ξB0+

w t

t1

[
pBiBαM (ξBi− q̇BiξB0)+ (ξBi− q̇BiξB0) AαM∗ pBi

]
dτ+

ωq̇Bi (t2)ξB0 (t2)
w t

t1
pBi (τ)κ1−α (t2, τ)dτ−

mq̇Bi (t1)ξB0 (t1)
w t

t1
pBi (τ)κ1−α (τ, t1)dτ = const. （70）

dIB/dt = 0证明　由式（40）、（51）、（68）可得 .

BαM GB ξB0 ξBi ηBi定理 4　对于算子 下约束 Hamilton系统（51），若存在一个规范函数 ，使无限小生成元 ， ， 满

足式（69），则存在如下守恒量：

IBG =
(
pBiBαMqBi−HB

)
ξB0+

w t

t1

[
pBiBαM (ξBi− q̇BiξB0)+ (ξBi− q̇BiξB0) AαM∗ pBi

]
dτ+

ωq̇Bi (t2)ξB0 (t2)
w t

t1
pBi (τ)κ1−α (t2, τ)dτ−

mq̇Bi (t1)ξB0 (t1)
w t

t1
pBi (τ)κ1−α (τ, t1)dτ+GB = const. （71）

dIBG/dt = 0证明　由式（40）、（51）、（69）可得 .

κα(t, τ) = (t−τ)α−1/Γ(α) M = M1 M = M2 M = M3注 7　令 ，当 ， 以及 时，由式（68）、（69）和定理 3、定理 4分别得到左

Caputo分数阶导数、右 Caputo分数阶导数、Riesz-Caputo分数阶导数下分数阶约束 Hamilton系统的 Noether对称性与

Noether准对称性以及导致的守恒量.
 

5    算　　例

AαM算例 1　考虑算子 下的奇异系统，其 Lagrange函数为

LA = −
c
2

(qA1)2+
b
2

(qA2)2+
1
2
(
qA2AαMqA1−qA1AαMqA2

)
, （72）

b c其中 ， 为正常数，研究该系统的 Noether对称性与守恒量.

由式（18）、（19）其广义动量和 Hamilton量分别为

pA1 =
∂LA

∂AαMqA1
=

1
2

qA2, pA2 =
∂LA

∂AαMqA2
= −1

2
qA1, （73）

HA = pA1AαMqA1+ pA2AαMqA2−LA =
c
2

(qA1)2− b
2

(qA2)2
. （74）
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det[HAi j] = 0由 ，可得 Lagrange函数是奇异的，则由式（26）可得两个初级约束

ϕA1 = pA1−
1
2

qA2 = 0, ϕA2 = pA2+
1
2

qA1 = 0. （75）

由相容性可得两个 Lagrange乘子{
bq̇A1qA2+λA1q̇A1+ ṗA2AαMqA1− q̇A1[BαM∗qA2−mκ1−α(t2, t)pA2(t2)+ωpA2(t1)κ1−α(t, t1)] = 0,
cqA1q̇A2+λA2q̇A2− ṗA1AαMqA2+ q̇A2[BαM∗qA1−mκ1−α(t2, t)pA1(t2)+ωpA1(t1)κ1−α(t, t1)] = 0.

（76）

由式（45）、（76）得{
AαMqA1 = −2bqA2+2[BαM∗ pA2−mκ1−α(t2, t)pA2(t2)+ωpA2(t1)κ1−α(t, t1)],
AαMqA2 = −2cqA1−2[BαM∗ pA1−mκ1−α(t2, t)pA1(t2)+ωpA1(t1)κ1−α(t, t1)].

（77）

式（77）为该系统的运动微分方程.

由式（61）得
pA1AαM (ξA1− q̇A1ξA0)+ pA2AαM (ξA2− q̇A2ξA0)− cqA1ξA1+bqA2ξA2+(

pA1
d
dt

AαMqA1+ pA2
d
dt

AαMqA2

)
ξA0+λA1ηA1+λA2ηA2+ (pA1AαMqA1+ pA2AαMqA2−HA)ξ̇A0+

ωpA1qA1(t2) · ξA0(t2)
d
dt
κ1−α(t2, t)−mpA1qA1(t1)ξA0(t1)

d
dt
κ1−α(t, t1)+

ωpA2qA2(t2)ξA0(t2)
d
dt
κ1−α (t2, t)−mpA2qA2 (t1)ξA0 (t1)

d
dt
κ1−α (t, t1)+ ĠA = 0. （78）

式（78）有解为

ξA0 = −1, ξA1 = ξA2 = 0, ηA1 = ηA2 = 0, G0
A = 0. （79）

最后由定理 2得到守恒量

IA = −
(
pA1AαMqA1+ pA2AαMqA2−

c
2

q2
A1+

b
2

q2
A2

)
+

w t

t1

{
pA1

d
dτ

AαMqA1+ pA2
d
dτ

AαMqA2+

q̇A1
[
BαM∗ pA1−mκ1−α (t2, τ) pA1 (t2)+ωκ1−α (τ, t1) pA1 (t1)

]
+

q̇A2
[
BαM∗ pA2−mκ1−α (t2, τ) pA2 (t2)+ωκ1−α (τ, t1) pA2 (t1)

]}
dτ = const. （80）

κα(t, τ) = (t−τ)α−1/Γ(α) M = M1 M = M2 M = M3 α→ 1 IA = HA = const特别地，令 ，当 ( 或 )， 时可得 ，此时上述算

例退化为在双方没有增员和自然损失情形下的常规战斗模型的 Noether定理，这与文献 [7]中的结果一致. 

6    结　　论

分数阶微积分作为各个领域的重要工具，能够更好地解决一些在整数阶导数下无法解决的问题，同时奇

异系统也一直备受关注，如相对论运动粒子，杨-Mills场等都是由奇异 Lagrange量所描述.本文提出并证明了

广义算子下约束 Hamilton系统的 Noether定理.主要贡献如下：

1） 给出了广义算子下奇异 Lagrange方程以及初级约束.

2） 建立了广义算子下约束 Hamilton系统，并由 Poisson括号导出该系统的相容性条件.

3） 建立并证明了广义算子下约束 Hamilton系统的 Noether定理.

κα(t, τ) = (t−τ)α−1/Γ(α) M = M1 M = M2 M = M3

α→ 1

4） 若令 ，且当 ， 以及 时，可得到基于左（右）Riemann-Liouville
分数阶导数、左（右）Caputo分数阶导数、Riesz-Riemann-Liouville分数阶导数和 Riesz-Caputo分数阶导数的

分数阶约束 Hamilton系统的对称性与守恒量.当 时，广义算子下的约束 Hamilton方程退化为经典整数阶

情况，这与文献 [2]中的结果一致.

广义算子下奇异系统还有很多问题值得研究，如 Lie对称性、Mei对称性等.此外，时间尺度微积分提供

了一种可以同时研究离散系统和连续系统的有效方法，所以时间尺度上广义算子奇异系统的对称性与守恒量

也是值得研究的.
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