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摘要：　 针对热传导问题，提出了杂交基本解有限元法．首先，假设两个独立场：一个为利用基本解线性组合近似的

单元域内温度场，另一个为使用与传统有限元法相同形式的辅助网线温度场．然后，利用修正变分泛函将上述两个

独立场关联起来，并导出有限元列式．然而，该方法的准确性很大程度上取决于源点的分布和数量，通常将源点布置

在单元外部两种虚拟边界上：与单元相似的边界和圆形边界．此外，还提出了双重虚拟边界，并与上述两种源点布局

方式进行对比．通过两个典型数值算例，验证了该文方法在不同源点布局下的有效性和对网格畸变的不敏感性．
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０　 引　 　 言

杂交 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元法（ＨＴ⁃ＦＥＭ）最早由 Ｊｉｒｏｕｓｅｋ 和 Ｌｅｏｎ［１］ 在对薄板体弯曲问题的研究中提出，该方法

融合了传统有限元法（ＦＥＭ）和边界元法（ＢＥＭ）的诸多优点，并且摒弃了它们的一些缺点［２⁃４］ ．对于某些物理

问题，杂交 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元法很难得到相应的完备解，且需要选择合适的 Ｔｒｅｆｆｔｚ 项数来获得预期结果．为克服

这一缺点，近年来，基于基本解的杂交有限元法（ＨＦＳ⁃ＦＥＭ）得到了广泛的关注［４⁃６］ ．与杂交 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元法相

似，杂交基本解有限元法也假设两个独立的温度场：单元域内温度场和单元边界网线场．不同之处在于，后者

利用控制方程基本解的线性组合来近似单元域内场，而前者采用完备解．引入修正变分泛函将上述两个场关

联起来，导出仅含边界积分的有限元列式，降低了求解维度，从而减少了计算量，稀疏网格下也能获得理想的

精度［６⁃１１］ ．显然，该方法几乎继承了杂交 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元法的所有优点，且规避了难以构造 Ｔｒｅｆｆｔｚ 函数的问题．
到目前为止，杂交基本解有限元法已成功应用于热传导问题［４］、平面弹性问题［１２］、热弹性问题［１３］、轴对称问

题［７⁃８，１４］和裂纹问题［１５］等．
由于基本解的奇异性［１６］，适当数量的源点需布置在单元域外，以避免基本解涉及奇异积分问题．根据以

往的研究，源点的布局主要有两种方式：一种是假设与单元边界形状相似的虚拟边界（偏置边界），另一种是

在单元域外假设一个圆形虚拟边界［１７］ ．虚拟边界偏移量和源点数目的选择直接影响计算结果的准确性和稳

定性，需要根据问题具体分析，目前尚无准确的数值供选择．上述杂交基本解有限元法均采用第一种虚拟边

界求解问题，而对其他源点布局未作阐述．在求解扭转弹性问题［１８］ 中，通过对比上述两种边界方式下的计算

结果，认为当源点布局方式与单元域形状相似时，可得到良好的结果．
在问题求解中，一种源点的方案可能不适用于所有的问题，当其失效时，可以考虑其他源点布局方式．为

了探究不同源点对杂交基本解有限元法的影响，本文结合上述两种虚拟边界以及双重虚拟边界［１９］分析了热

传导问题．通过两个算例验证了不同源点布局方式的可行性，探讨了源点数目和偏移量对计算精度的影响，
以及虚拟边界参数对单元刚度矩阵条件数的影响，同时也分析了不同源点布局下的收敛性．此外，还说明了

当网格畸变程度较大时，哪种源点布局更适合求解．

１　 问 题 描 述

１．１　 控制方程与边界条件

对于稳态热传导问题，一般二维区域 Ω 的 Ｌａｐｌａｃｅ 控制方程为

　 　 ｋ ∂２ｕ
∂ｘ２

１

＋ ｋ ∂２ｕ
∂ｘ２

２

＝ ０，　 　 ｉｎ　 Ω， （１）

考虑 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 和 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件：
　 　 ｕ（ｘ） ＝ ｕ－（ｘ），　 　 ｏｎ　 Γϕ， （２）

　 　 ｑ（ｘ） ＝ － ｋ ∂ｕ
∂ｘ１

ｎｘ１
－ ｋ ∂ｕ

∂ｘ２
ｎｘ２

＝ ｑ－（ｘ），　 　 ｏｎ　 Γｑ， （３）

式中， ｕ 和 ｑ 分别代表未知温度和热流，字母上方的横线代表已知边界值， ｋ 为导热系数， Γ ＝ Γｕ ∪ Γｑ 为求

解域 Ω 围成的整个边界， ｎｘ１ 和 ｎｘ２ 分别代表边界 Γ 上任意点外法线方向余弦， ｘ ＝ ［ｘ１，ｘ２］ Ｔ ．
１．２　 基本解及源点布局

对于均质各向同性材料，Ｌａｐｌａｃｅ 方程（１）的基本解［４，１３］为

　 　 ｕ∗（ｘ，ｙ） ＝ － １
２π

ｌｎ ｒ（ｘ，ｙ）， （４）

式中， ｘ 为场点， ｙ 为源点， ｒ（ｘ，ｙ） ＝ （ｘ１ － ｙ１） ２ ＋ （ｘ２ － ｙ２） ２ ，当场点和源点重合甚至过近时，基本解会发

生奇异．为避免基本解奇异积分问题，通常将源点布置在单元求解域之外，在这里考虑三种源点布局类型．
类型 １　 单元域外假想一个与单元边界形状相似的虚拟边界，源点 ｙｓｊ（ ｊ ＝ １，２，…，ｎｓ） 位置可由基本解

法确定：
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　 　 ｙｓｊ ＝ ｘｂ ＋ λ（ｘｂ ＋ ｘｃ）， （５）
式中， λ 为无量纲参数，决定着源点到单元边界的距离， ｘｂ 为单元边界上的场点， ｘｃ 为单元形心．图 １（ａ）为
一个典型的单元源点分布．

类型 ２　 单元域外假想一个半径为 Ｒ 的圆形虚拟边界，其形式如图 １（ｂ）所示，源点和场点满足下列方

程式：

　 　
ｙ１ｊ ＝ ｘ１ｃ ＋ Ｒｃｏｓ（θ ｊ），
ｙ２ｊ ＝ ｘ２ｃ ＋ Ｒｓｉｎ（θ ｊ），

{ （６ａ）

　 　 θ ｊ ＝ ｔａｎ －１ ｘ２ｂ － ｘ２ｃ

ｘ１ｂ － ｘ１ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （６ｂ）

类型 ３　 双层虚拟边界，与类型 ２ 类似，在单元域外假想两个半径分别为 Ｒ１ 和 Ｒ２ 的圆，其形式如图 １
（ｃ）所示，源点分别布置在两个圆上：

　 　
ｙ１ｋ ＝ ｘ１ｃ ＋ Ｒ１ｃｏｓ（θ ｋ），
ｙ２ｋ ＝ ｘ２ｃ ＋ Ｒ１ｓｉｎ（θ ｋ），

{ （７ａ）

　 　
ｙ１ｌ ＝ ｘ１ｃ ＋ Ｒ２ｃｏｓ（θ ｌ），
ｙ２ｌ ＝ ｘ２ｃ ＋ Ｒ２ｓｉｎ（θ ｌ），

{ （７ｂ）

式中， θ 为单元边界节点的角度．为了便于区分，假设 Ｒ１ ＜ Ｒ２， ｋ 为内层虚拟边界的源点数目， ｌ 为外层虚拟

边界的源点数目，并且 ｋ ≤ ｌ， ｋ ＋ ｌ ＝ ｎｓ ．
为了更好地对源点布局进行比较分析，构造了以无量纲参数 λ 为变量的关系式：

　 　
Ｒ ＝ Ｒ２ ＝ ｄｍａｘ ＋ λｄｍａｘ，
Ｒ１ ＝ Ｒ２ － ｄ，{ （８）

式中， ｄｍａｘ 为单元边上点到单元形心的最大距离， ｄ 为双层虚拟边界之间的距离，即 ｄ ＝ Ｒ２ － Ｒ１ ＝ αＲ２，若无

特殊说明， α ＝ ０．１．

图 １　 源点配置方式

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｏｕｒｃｅ ｐｏｉｎｔｓ

２　 杂交有限元列式

２．１　 假设温度场

类似于 Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元法，杂交基本解有限元法将所考虑的问题域划分为一系列小的单元，采用两个独立

的插值模式（单元域内温度场和辅助网线温度场）．图 ２ 为一个典型的四节点单元．单元域内温度场由基本解

的线性组合构成，保证了单元域内变量场的计算精度； 单元边界定义的辅助网线温度场确保了单元间的连

续性，一般采用常规有限元法的形函数［７］ ．
１） 单元域内温度场

　 　 ｕｅ（ｘ） ＝ ∑
ｎｓ

ｊ ＝ １
Ｎｅ（ｘ，ｙ ｊ）ｃｅｊ ＝ Ｎｅ（ｘ）ｃｅ，　 　 ｉｎ　 Ωｅ， （９）
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式中， ｕｅ 为单元域内的温度，Ｎｅ 为基本解 Ｎｅ（ｘ，ｙ ｊ）＝ ｕ∗（ｘ，ｙ） 的线性组合构成的行向量， ｎｓ 为单元域外源点

个数， ｃｅ 为待定参数构成的列向量， Ωｅ 为单元边界 Γｅ 围成的单元区域．
利用式（９），单元边界 Γｅ 上的外法向热流 ｑｅ 为

　 　 ｑｅ ＝ － ｋ
∂ｕｅ

∂ｎ
＝ Ｑｅｃｅ， （１０）

式中

　 　 Ｑｅ ＝ ＡＴｅ， Ａ ＝ ［ｋｎｘ１，ｋｎｘ２］， Ｔ ＝
∂Ｎｅ

∂ｘ１
，
∂Ｎｅ

∂ｘ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

． （１１）

２） 辅助网线温度场

　 　 ｕｅ（ｘ） ＝ Ｎｅ（ｘ）ｄｅ，　 　 ｏｎ　 Γｅ， （１２）
式中， ｕｅ 为单元边界的温度， Ｎｅ 为常规有限元法的形函数行向量， ｄｅ 为单元节点自由度列向量．图 ２ 为自然

坐标系表示的线性插值函数，对于任一单元边（２⁃３ 边），其温度分布可表示为

　 　 ｕ２⁃３ ＝ Ｎ１ｕ２ ＋ Ｎ２ｕ３， （１３）
式中， Ｎ１ 和 Ｎ２ 为自然坐标系 ξ ∈ ［ － １， １］ 定义的常规形函数，其形式分别为

　 　 Ｎ１ ＝ （１ － ξ） ／ ２， Ｎ２ ＝ （１ ＋ ξ） ／ ２．

图 ２　 典型四节点单元和单元边形函数

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｔｙｐｉｃａｌ ４⁃ｎｏｄｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｉｄｅ ｓｈａｐｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

２．２　 修正变分泛函

整个求解域 Ω 的杂交泛函 Πｍ 为所有单元泛函 Πｍｅ 的叠加，即 Πｍ ＝∑ ｅ
Πｍｅ ．为将上述两个温度场关联

在一起，单元泛函可表示为

　 　 Πｍｅ ＝
１
２ ∫Ωｅ（ｑ

２
ｅ１ ＋ ｑ２

ｅ２）ｄΩ － ∫
Γｅｕ
ｑｅｕｅｄΓ ＋ ∫

Γｅｑ
（ｑ－ ｅ － ｑｅ）ｕｅｄΓ － ∫

ΓｅＩ
ｑｅｕｅｄΓ， （１４）

式中， ｑｅ１ ＝ ∂ｕ ／ ∂ｘ１， ｑｅ２ ＝ ∂ｕ ／ ∂ｘ２， Γｅ ＝ Γｅｕ ＋ Γｅｑ ＋ ΓｅＩ， Γｅｕ ＝ Γｅ ∩ Γｕ， Γｅｑ ＝ Γｅ ∩ Γｑ， ΓｅＩ 为相邻单元的公

共边界．对泛函（１４）应用散度定理，并注意在单元边界 Γｅ 上有 ｕ－ ＝ ｕ， 可消除区域积分，从而得到只含边界积

分的泛函形式：

　 　 Πｍｅ ＝
１
２ ∫ΓｅｑｅｕｅｄΓ － ∫

Γｅ
ｑｅｕｅｄΓ ＋ ∫

Γｅｑ
ｑ－ ｅｕｅｄΓ ． （１５）

将式（９）、（１０）和（１２）代入式（１５），有

　 　 Πｍｅ ＝
１
２

ｃＴ
ｅＨｅｃｅ － ｃＴ

ｅＧｅｄｅ ＋ ｄＴ
ｅＰｅ， （１６）

式中

　 　 Ｈｅ ＝ ∫
Γｅ
ＱＴ

ｅＮｅｄΓ， Ｇｅ ＝ ∫
Γｅ
ＱＴ

ｅＮｅｄΓ， Ｐｅ ＝ ∫
Γｅｑ
ＮＴ

ｅ ｑ
－
ｅｄΓ ． （１７）

为保证单元间连续性，未知向量 ｃｅ 由单元节点自由度向量 ｄｅ 表示，对泛函（１６）应用驻值原理分别消去
ｃｅ 和 ｄｅ， 即

　 　
∂Πｍｅ

∂ｃＴ
ｅ

＝ Ｈｅｃｅ － Ｇｅｄｅ ＝ ０ ⇒ ｃｅ ＝ Ｈ －１
ｅ Ｇｅｄｅ， （１８）
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∂Πｍｅ

∂ｄＴ
ｅ

＝ － ＧＴ
ｅ ｃｅ ＋ Ｐｅ ＝ ０ ⇒ Ｋｅｄｅ ＝ Ｐｅ， （１９）

式中， Ｋｅ ＝ ＧＴ
ｅＨ

－１
ｅ Ｇｅ 和 Ｐｅ 分别为单元刚度矩阵和等效节点载荷列阵，由于 Ｈｅ，Ｇｅ 和 Ｐｅ 仅涉及边界积分，因

此可沿着单元边界利用一维 Ｇａｕｓｓ 积分进行数值求解．
２．３　 恢复刚体运动项

将上述单元刚度方程（１９）进行装配构造总体刚度方程 Ｋｄ ＝ Ｐ， 这里 Ｋ，ｄ 和 Ｐ 分别为整体刚度矩阵、未
知节点温度和整体等效节点载荷列阵，然后引入式（２）的 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件，即可求得单元节点未知温度

ｕｅ ．通过对基本解和杂交泛函（１５）的检验，在计算单元域内温度场时，舍弃的刚体运动项必须恢复．根据以往

的研究［４，６］，对于任一单元 ｅ， 必须通过修改式（９）以恢复舍弃的刚体运动项：
　 　 ｕｅ ＝ ｃ０ ＋ Ｎｅｃｅ， （２０）

其中， ｃ０ 为待定的刚体运动参数，可由域内温度场 ｕｅ 和网线温度场 ｕｅ 的最小二乘在单元节点处匹配确定，即

　 　 ∑
ｎｅ

ｉ ＝ １
（Ｎｅｃｅ ＋ ｃ０ － ｕｅ） ２

ｎｏｄｅｉ
＝ ｍｉｎ（ｕｅ － ｕｅ） ． （２１）

进一步得知

　 　 ｃ０ ＝ １
ｎｅ
∑
ｎｅ

ｉ ＝ １
（ｕｅ － Ｎｅｃｅ）， （２２）

式中， ｎｅ 为单元的节点个数，一旦通过整体刚度矩阵求得节点的温度，向量 ｃｅ 即可通过式（１８）确定，然后 ｃ０
可由式（２２）求得，最后可通过式（２０）求出单元域内任一点的温度 ｕｅ ．

３　 数 值 算 例

为验证不同源点布局方式下本文方法的可行性，考虑了两个数值算例：正方形板和偏心环空的热传导．
若无特别说明，导热系数取为 ｋ ＝ １ Ｗ ／ （ｍ·Ｋ）．为了从量化角度理解计算结果的准确性，引入了任意变量 ｆ 的
平均相对误差（ＡＲＥ）：

　 　 εＡＲＥ（ ｆ） ＝
∑
Ｎｔ

ｉ ＝ １
（ ｆＨＦＳ⁃ＦＥＭ － ｆｒｅｆ） ２

ｉ

∑
Ｎｔ

ｉ ＝ １
（ ｆｒｅｆ） ２

ｉ

× １００％， （２３）

式中， Ｎｔ 为测试点的数目， （ ｆＨＦＳ⁃ＦＥＭ） ｉ 和 （ ｆｒｅｆ） ｉ 分别为杂交基本解有限元法和 ＡＢＡＱＵＳ 在点 ｉ 的数值解．
３．１　 正方形板

第一个算例考虑的是正方形板，其几何尺寸和边界条件如图 ３ 所示．板的上下表面均施加 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界

条件，右表面施加 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件．为研究该方法的收敛性，将正方形板分别离散为 ２×２，４×４，６×６ 和 ８×８
网格．

图 ３　 正方形板与有限元网格

Ｆｉｇ． ３　 Ａ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈｅｓ
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在基本解法中，源点的位置和数目决定了其计算精度．图 ４ 给出了 ３ 种源点布局方案，为便于对比分析，
本文还提供了 ２５×２５ 网格下（共 ６２５ 个单元）的 ＡＢＡＱＵＳ 数值解作为参考解．在计算中，采用图 ３ 所示的 ４×４
网格离散求解域，图 ５ 为不同源点数目下，杂交基本解有限元法温度的平均相对误差随着无量纲参数 λ 的

变化情况．当 λ ＜ ０．４ 时，采用 ８ 源点布置于相似虚拟边界（类型 １）和圆形虚拟边界（类型 ２）的误差过大，故
未在图中表示．从图中可以看出，除了 １２ 源点的双重虚拟边界（类型 ３）在 λ ＞ ２．５ 时误差有所波动外，其他

５ 种源点布局方式下的计算精度均随着无量纲参数 λ 的增大而提高，且很快趋于平稳．λ 在［０．２，１．０］区间

内，相比于其他源点布局方式，采用双重虚拟边界的精度趋于稳定更快．从数值角度看，随着源点和单元边界

距离的增加，可能会导致矩阵 Ｈｅ 产生较大的条件数 （ｃｏｎｄ（Ｈｅ） ＝‖Ｈｅ‖·‖Ｈ －１
ｅ ‖） ．通过分析图 ６ 描述的变

化规律不难看出，无量纲参数在［０．８，３．２］区间内，矩阵条件数大多在１０３ 和 １０１６附近．若无特别说明，综合考

虑杂交基本解有限元法的准确性和稳定性，后面的计算中，前两种源点布局方式的源点数和无量纲参数分别

取为 ｎｓ ＝ ４ 和 λ ＝ ３．２， 双重虚拟边界的源点数和无量纲参数分别取为 ｎｓ ＝ ８ 和 λ ＝ ３．２．

图 ４　 不同源点数目的四节点单元

Ｆｉｇ． ４　 Ａ ４⁃ｎｏｄｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｓｏｕｒｃｅ ｐｏｉｎｔｓ

图 ５　 无量纲参数 λ 对计算精度的影响 图 ６　 无量纲参数 λ 对矩阵 Ｈｅ 条件数的影响

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒ λ ｏｎ Ｆｉｇ． ６　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒ λ ｏｎ

ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｍａｔｒｉｘ Ｈｅ
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为研究本文方法对网格畸变的不敏感性，图 ７ 给出了 ５ 种 ４×４ 网格畸变方案，由无量纲参数 ψ ＝ ｅ ／ ｌ 决
定网格的畸变程度．图 ８ 给出了温度的平均相对误差随着畸变程度的变化情况，尽管网格畸变程度较大，该
方法仍能得到良好的计算结果，这主要得益于修正变分泛函仅涉及边界积分．从图 ９ 可以看出，采用不同源

点布局方式的计算结果收敛的趋势是相同的，而采用双重虚拟边界收敛的速度更快一些．表 １ 和表 ２ 分别给

出了若干点的温度和沿着 ｘ２ 方向的热流分量，尽管个别点热流误差较大，但仍在工程实际容许范围内，并且

随着网格的加密，精度会逐渐改善．

图 ７　 网格畸变方案

Ｆｉｇ． ７　 Ｍｅｓｈ ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅｓ

图 ８　 畸变程度 ψ 对计算精度影响 图 ９　 网格密度对计算精度的影响

Ｆｉｇ． ８　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ψ ｏｎ Ｆｉｇ． ９　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｓｈ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｎ

ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ

表 １　 选择点处温度 ｕ 的计算结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｕ ａｔ ｔｈｅ ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｐｏｉｎｔｓ

ｘ１ ｘ２ ｓｏｕｒｃｅ ｐｏｉｎｔ ｔｙｐｅ
ＨＦＳ⁃ＦＥＭ

２×２ ｍｅｓｈ ４×４ ｍｅｓｈ ６×６ ｍｅｓｈ ８×８ ｍｅｓｈ

ＡＢＡＱＵＳ

２５×２５ ｍｅｓｈ

０．０２ ０．４８

１ ４０．３７５ ３ ４０．４１０ ３ ４０．４１８ ２ ４０．４２０ ７

２ ４０．３７５ ３ ４０．４１０ ３ ４０．４１８ ２ ４０．４２０ ７ ４０．４２２ １

３ ４０．４０３ ３ ４０．４１７ ４ ４０．４２０ １ ４０．４２１ １

０．１ ０．１

１ ４８．０２７ ５ ４８．１０２ ９ ４８．１１９ ０ ４８．１１９ ９

２ ４８．０２７ ５ ４８．１０２ ９ ４８．１１９ ０ ４８．１１９ ９ ４８．１２３ ８

３ ４８．０２７ ７ ４８．１０７ ０ ４８．１１６ ２ ４８．１１９ ７

０．３４ ０．４４

１ ４１．３０４ １ ４１．４５３ ３ ４１．４７９ ８ ４１．４８０ ２

２ ４１．３０４ １ ４１．４５３ ３ ４１．４７９ ８ ４１．４８０ ２ ４１．４８７ ０

３ ４１．２８６ ２ ４１．４４７ ３ ４１．４７９ ７ ４１．４８７ ８
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表 ２　 选择点处热流分量 ｑｘ２ 的计算结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｈｅａｔ ｆｌｕｘ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｑｘ２ ａｔ ｔｈｅ ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｐｏｉｎｔｓ

ｘ１ ｘ２ ｓｏｕｒｃｅ ｐｏｉｎｔ ｔｙｐｅ
ＨＦＳ⁃ＦＥＭ

２×２ ｍｅｓｈ ４×４ ｍｅｓｈ ６×６ ｍｅｓｈ ８×８ ｍｅｓｈ

ＡＢＡＱＵＳ

２５×２５ ｍｅｓｈ

０．０２ ０．４８

１ ２０．１８０ ５ ２０．８８２ ７ ２１．００２ ７ ２１．０４４ ３

２ ２０．１８０ ５ ２０．８８２ ６ ２１．００２ ７ ２１．０４４ ３ ２１．０９７ ４

３ ２０．１１１ ２ ２０．８６３ １ ２１．０１０ ０ ２１．０６２ ４

０．１ ０．１

１ １９．７１０ ３ １８．９１８ ４ １９．０９１ ４ １８．９０８ ６

２ １９．７１０ ３ １８．９１８ ４ １９．０９１ ５ １８．９０８ ６ １８．９３１ ８

３ １９．７３１ ５ １９．１０５ ３ １８．９２２ １ １８．９２９ ５

０．３４ ０．４４

１ ２１．５９４ ２ ２４．３３７ ３ ２４．８５３ ８ ２４．１４８ ８

２ ２１．５９４ ２ ２４．３３７ ３ ２４．８５３ ８ ２４．１４８ ７ ２４．４６９ ７

３ ２１．４４６ ９ ２３．７９６ ８ ２３．９９１ ０ ２４．０８４ １

３．２　 偏心环空的热传导

为验证本文方法求解曲边问题的有效性，第二个算例考虑偏心环空的热传导．该算例的尺寸参数和边界

条件如图 １０ 所示，内表面施加 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件，外表面施加 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件．在计算过程中，整个求解

域离散为 ７８ 个 ４ 节点四边形单元．为便于比较，将采用 ３００ 个单元的 ＡＢＡＱＵＳ 数值解作为参考解．

图 １０　 偏心环空与有限元网格

Ｆｉｇ． １０　 Ａｎ ｅｃｃｅｎｔｒｉｃ ａｎｎｕｌｕｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈｅｓ

图 １１ 给出了不同源点布局下杂交基本解有限元法采用 ７８ 个单元的温度等值线图，可以看出与

ＡＢＡＱＵＳ 数值结果吻合较好．为了使数据可视化，图 １２ 和 １３ 给出了不同源点布局下偏心环空内表面和外表

面单元形心的周向温度及其热流分量 ｑｘ１ 和 ｑｘ２ 的计算结果，与 ＡＢＡＱＵＳ 数值解对比发现，两者结果基本吻

合，进一步说明了本文方法在稀疏网格下仍能得到满意的结果．为说明该方法的效率，表 ３ 列出了 ＣＰＵ 计算

所需的时间，所有的计算都是在戴尔灵越 １５⁃１５５８（处理器类型：Ｉｎｔｅｌ Ｃｏｒｅ ｉ７⁃５５００Ｕ）上进行的．与 ＡＢＡＱＵＳ
相比，ＨＦＳ⁃ＦＥＭ 计算所需的时间更少，这表明该方法具有更高的效率．

表 ３　 ＣＰＵ 时间的对比

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＣＰＵ ｔｉｍｅ

ｍｅｔｈｏｄ ｅｌｅｍｅｎｔ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｔＣＰＵ ／ ｓ

ＨＦＳ⁃ＦＥＭ （ｔｙｐｅ ３） ７８ ０．０７

ＡＢＡＱＵＳ
７８ ０．１

３００ ０．２
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图 １１　 偏心环空温度 ｕ 的等值线图 图 １２　 单元形心处温度 ｕ 沿周向的变化

Ｆｉｇ． １１　 Ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔｓ ｏｆ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｕ ｉｎ Ｆｉｇ． １２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｕ ａｔ ｅｌｅｍｅｎｔ ｃｅｎｔｒｏｉｄｓ

ｔｈｅ ｅｃｃｅｎｔｒｉｃ ａｎｎｕｌｕｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图 １３　 单元形心处热流分量 ｑｘ１ 和 ｑｘ２ 沿周向的变化

Ｆｉｇ． １３　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｈｅａｔ ｆｌｕｘ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｑｘ１ ａｎｄ ｑｘ２ ａｔ ｅｌｅｍｅｎｔ ｃｅｎｔｒｏｉｄｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

４　 结　 　 论

对于热传导问题，本文基于杂交基本解有限元法，分别采用 ３ 种源点布局方式（与单元形状相似的虚拟

边界、圆形虚拟边界和双重虚拟边界）进行求解，所得结论如下：
１） 相比于单元偏置的虚拟边界和圆形边界，随着网格的加密，采用双重虚拟边界的收敛性更好．
２） 对于网格畸变程度较大的算例，圆形虚拟边界更适合用来求解．
３） 随着源点与边界距离的增加，８ 源点双重虚拟边界下，靠近单元边界趋于稳定更快，并且其矩阵条件

数的上下振荡次数较小．对于另外两种方法，尽管矩阵条件数较小，但其数值振荡次数较大．
本文通过两个数值算例，与传统有限元法计算结果对比．验证了 ３ 种源点布局方式的可行性，在稀疏网

格下，杂交基本解有限元法仍能获得较高的精度．
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［１７］　 ＧＲＡＢＳＫＩ Ｊ Ｋ， ＫＡＲＡＧＥＯＲＧＨＩＳ Ａ． Ｍｏｖｉｎｇ ｐｓｅｕｄｏ⁃ｂｏｕｎｄａｒｙ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｗｉｔｈ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ， ２０１９， １０５： ７８⁃８６．

［１８］　 ＧＯＲＺＥＬＡＮ􀲅ＣＺＹＫ Ｐ， ＫＯŁＯＤＺＩＥＪ Ｊ Ａ． Ｓｏｍｅ ｒｅｍａｒｋｓ ｃｏｎｃｅｒｎｉｎｇ ｔｈｅ ｓｈａｐｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｕｒｃｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｗｉｔｈ ａｐｐｌｉｃａ⁃
ｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｅｌａｓｔｉｃ ｔｏｒｓｉｏｎ ｏｆ ｐｒｉｓｍａｔｉｃ ｒｏｄｓ［ Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ
Ｗｉｔｈ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ， ２００８， ３２（１）： ６４⁃７５．

［１９］　 潘文峰， 戴海． 具有双重虚拟边界的基本解方法求解 Ｓｔｏｋｅｓ 问题［ Ｊ］ ． 中国科技论文， ２０１８， １３（５）： ５６３⁃５６７．
（ＰＡＮ Ｗｅｎｆｅｎｇ， ＤＡＩ Ｈａｉ． Ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｄｏｕｂｌｅ ｆｉｃｔｉｔｉｏｕｓ ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ
Ｓｔｏｋｅｓ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎａ Ｓｃｉｅｎｃｅｐａｐｅｒ， ２０１８， １３（５）： ５６３⁃５６７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

０４４ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷


