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摘要：　 该文研究了一类格竞争系统的双稳周期行波解的存在性．首先， 将两种群竞争系统转化为合作系统；其次，
构造合作系统的上下解，并建立比较原理，得到当初始函数满足一定条件时，解在无穷远处是收敛的；最后，利用黏

性消去法证明系统连接两个稳定周期平衡点的行波解的存在性．
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０　 引　 　 言

本文主要研究下面的格竞争系统双稳周期行波解的存在性：

　 　
ｕ′ｊ（ ｔ） ＝ ｄ１（ｕ ｊ ＋１ ＋ ｕ ｊ －１ － ２ｕ ｊ） ＋ ｕ ｊ（ ｒ１（ ｔ） － ａ１（ ｔ）ｕ ｊ － ｂ１（ ｔ）ｖｊ），
ｖ′ｊ（ ｔ） ＝ ｄ２（ｖｊ ＋１ ＋ ｖｊ －１ － ２ｖｊ） ＋ ｖｊ（ ｒ２（ ｔ） － ａ２（ ｔ）ｖｊ － ｂ２（ ｔ）ｕ ｊ），

{ （１）

其中 ｕ ｊ（ ｔ），ｖｊ（ ｔ） 表示 ｕ，ｖ两个物种在 ｔ时刻、位置 ｊ处的种群密度，ｄ１，ｄ２ 分别是物种 ｕ，ｖ的扩散系数，ｒｉ（ ｔ） 是

种群内的内禀增长率，ｂｉ（ ｔ） 是两种群之间的竞争系数，ａｉ（ ｔ） 表示种群自身的死亡率． ｒｉ（ ｔ），ａｉ（ ｔ），ｂｉ（ ｔ）（ ｉ ＝
１，２） ∈ Ｃ２（ＲＲ ） 且为 Ｔ⁃ 周期函数，即 ∀ｔ ＞ ０，ｒｉ（ ｔ ＋ Ｔ） ＝ ｒｉ（ ｔ），ａｉ（ ｔ ＋ Ｔ） ＝ ａｉ（ ｔ），ｂｉ（ ｔ ＋ Ｔ） ＝ ｂｉ（ ｔ）， 此外，ｄｉ

＞ ０，ａｉ（ ｔ） ＞ ０，ｂｉ（ ｔ） ＞ ０，∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ．
系统（１）为下面时间周期 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 竞争扩散系统的空间离散形式：
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ｕｔ ＝ ｄ１ｕｘｘ ＋ ｕ（ ｒ１（ ｔ） － ａ１（ ｔ）ｕ － ｂ１（ ｔ）ｖ），
ｖｔ ＝ ｄ２ｖｘｘ ＋ ｖ（ ｒ２（ ｔ） － ａ２（ ｔ）ｖ － ｂ２（ ｔ）ｕ） ．{

目前，有关 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 竞争系统行波解的研究已经越来越广泛．Ｂａｏ 和 Ｗａｎｇ 在文献［１］中研究了时间周

期 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 竞争系统双稳周期行波解的存在性和稳定性．Ｆａｎｇ 和 Ｚｈａｏ 在文献［２］中研究了部分退化反

应扩散系统的的单调行波解．Ｌｉ 在文献［３］中研究了一类部分退化合作系统行波解的存在性．Ｚｈａｏ 和 Ｒｕａｎ
在文献［４］中研究了 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 竞争扩散系统的时间周期行波解的存在性、唯一性和渐近稳定性．Ｈａｏ、Ｌｉ
和 Ｗａｎｇ 在文献［５］中研究了 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 竞争系统空间周期的整体解和传播动力学．Ｂａｏ、Ｌｉ 和 Ｗａｎｇ 在文

献［６］中研究了 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 竞争扩散系统的时间周期行波解的渐进行为．在实际生活中，种群的活动空间

通常是不连续的，因此考虑空间离散模型对生物种群动力学的研究具有重要的实际意义，同时，离散化后形

成的格微分方程具有更丰富的动力学行为．Ｇｕｏ 和 Ｗｕ 在文献［７⁃８］中分别讨论了自治情形下 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ
格竞争系统的单稳和双稳行波解的存在性和单调性．Ｗａｎｇ 和 Ｏｕ 在文献［９］中讨论了 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 格竞争

系统的传播方向和波速符号．Ｓｈｅｎ 在文献［１０］中讨论了二维格反应扩散方程双稳周期行波解的存在性与唯

一性．考虑到物种的生存环境（例如温度）和物种的死亡率、出生率会随季节发生周期性改变，故在模型中加

入周期．综上，研究系统（１）的周期行波解对于预测物种的竞争情况有重大意义．为方便讨论，给出假设条件：
（Ａ１）（双稳性假设）
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其中　 　 ｒ－ ｉ ＝
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Ｔ ∫
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ｒｉ（ ｔ）ｄｔ ＞ ０．

系统（１）所对应的空间齐次系统为

　 　
ｕ′（ ｔ） ＝ ｕ（ ｒ１（ ｔ） － ａ１（ ｔ）ｕ － ｂ１（ ｔ）ｖ），
ｖ′（ ｔ） ＝ ｖ（ ｒ２（ ｔ） － ａ２（ ｔ）ｖ － ｂ２（ ｔ）ｕ） ．{ （２）

在假设条件（Ａ１）下，系统（２）存在 ４ 个非负的周期解 （０，０），（ｐ（ ｔ），０），（０，ｑ（ ｔ）），（ｕ★（ ｔ），ｖ★（ ｔ）），此
时，（ｐ（ ｔ），０），（０，ｑ（ ｔ）） 在ＲＲ ＋的内部是稳定的，（ｕ★（ ｔ），ｖ★（ ｔ）） 是不稳定的．其中 ｐ（ ｔ），ｑ（ ｔ） 表示如下：
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为方便讨论，先做一个变换：

　 　 ｕ－ ｊ（ ｔ） ＝
ｕ ｊ（ ｔ）
ｐ（ ｔ）

， ｖ－ ｊ（ ｔ） ＝
ｑ（ ｔ） － ｖｊ（ ｔ）

ｑ（ ｔ）
， （３）

并将 （ｕ－ ｊ（ ｔ），ｖ
－
ｊ（ ｔ）） 仍用（ｕ ｊ（ ｔ），ｖｊ（ ｔ）） 表示，得到一个合作系统：

　 　
ｕ′ｊ（ ｔ） ＝ ｄ１（ｕ ｊ ＋１ ＋ ｕ ｊ －１ － ２ｕ ｊ） ＋ ｕ ｊ［ａ１（ ｔ）ｐ（ ｔ）（１ － ｕ ｊ） － ｂ１（ ｔ）ｑ（ ｔ）（１ － ｖｊ）］，
ｖ′ｊ（ ｔ） ＝ ｄ２（ｖｊ ＋１ ＋ ｖｊ －１ － ２ｖｊ） ＋ （１ － ｖｊ）［ａ２（ ｔ）ｐ（ ｔ）ｕ ｊ － ｂ２（ ｔ）ｑ（ ｔ）ｖｊ］ ．{ （４）

由变换（３），系统（１）的周期解 （０，０），（０，ｑ（ ｔ）），（ｐ（ ｔ），０），（ｕ★（ ｔ），ｖ★（ ｔ）） 为对应系统（４） 的周期解（０，
１），（０，０），（１，１），（ｕ∗（ ｔ），ｖ∗（ ｔ）） ．定义：０ ＝ （０，０），１ ＝ （１，１） ．因此研究系统（１）连接两个稳定半平凡平衡

点的双稳周期行波解就转化成了研究系统（４）连接两个稳定边界平衡点的双稳周期行波解．令

　 　
ｆ１（ｕ ｊ，ｖｊ，ｔ） ＝ ｕ ｊ［ａ１（ ｔ）ｐ（ ｔ）（１ － ｕ ｊ） － ｂ１（ ｔ）ｑ（ ｔ）（１ － ｖｊ）］，
ｆ２（ｕ ｊ，ｖｊ，ｔ） ＝ （１ － ｖｊ）［ａ２（ ｔ）ｐ（ ｔ）ｕ ｊ － ｂ２（ ｔ）ｑ（ ｔ）ｖｊ］ ．{

下面给出周期行波解的定义．
定义 １　 系统（４）的一个解称为连接 ０ 和 １ 的周期行波解，若存在一个函数 Ｕ（·，·） ∈ Ｌ１

ｌｏｃ（ＲＲ２，ＲＲ２） 和一
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个常数 ｃ ∈ ＲＲ 满足：
 ｕ ｊ（ ｔ） ＝ Ｕ（ξ，ｔ），ξ ＝ ｊ ＋ ｃｔ，Ｕ（ξ，ｔ） 关于 ｔ 是周期的，即有 Ｕ（ξ，ｔ ＋ Ｔ） ＝ Ｕ（ξ，ｔ），∀ｔ ∈ ＲＲ ．
 Ｕ（ － ∞，ｔ） ＝ ｌｉｍξ→－∞ Ｕ（ξ，ｔ） ＝ ０ 和 Ｕ（∞ ，ｔ） ＝ ｌｉｍξ→∞ Ｕ（ξ，ｔ） ＝ １，且关于 ｔ ∈ ［０，Ｔ］ 是一致收敛的．
进一步，若 Ｕ（ξ，ｔ） 关于 ξ ∈ ＲＲ 还是单调非减的，则称 Ｕ（ξ，ｔ） 是一个周期波前解．
本文通过构造合作系统（４）的上下解，并且建立比较原理，进而证明了当初始函数满足一定条件时，解

在无穷远处收敛，并采用黏性消去法证明了系统（４）连接 ０ 和 １ 的双稳周期行波解的存在性．具体的思路是

∀Ｄ ＞ ０， 构造一个系统（４）的波相系统的辅助系统：

　 　

ｕｔ（ξ，ｔ） ＋ ｃｕξ ＝ Ｄ１ｕξξ ＋ ｄ１［（ｕ（ξ ＋ １，ｔ） ＋ ｕ（ξ － １，ｔ） － ２ｕ（ξ，ｔ））］ ＋
　 　 ｆ１（ｕ（ξ，ｔ），ｖ（ξ，ｔ），ｔ），
ｖｔ（ξ，ｔ） ＋ ｃｖξ ＝ Ｄ２ｖξξ ＋ ｄ２［（ｖ（ξ ＋ １，ｔ） ＋ ｖ（ξ － １，ｔ） － ２ｖ（ξ，ｔ））］ ＋
　 　 ｆ２（ｕ（ξ，ｔ），ｖ（ξ，ｔ），ｔ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（５）

根据文献［１］， ∀Ｄ ∈ （０，１］， 系统（５）存在一个连接 ０ 和 １ 的双稳周期行波解 ＶＤ（ ｊ ＋ ｃＤ ｔ，ｔ） ＝ （ＶＤ
１（ ｊ ＋

ｃＤ ｔ，ｔ），ＶＤ
２（ ｊ ＋ ｃＤ ｔ，ｔ））， 令 Ｄ → ０， 可得系统（４）的行波解的存在性．由于格微分方程所对应的行波解没有好

的光滑性，给研究带来了技术上的困难，为了克服该困难，证明 {ＶＤ（ξ，ｔ） } 在 Ｌ１
ｌｏｃ（ＲＲ ２，ＲＲ ２） 中是列紧的．

本文的剩余部分内容如下：第 １ 节给出了一些假设条件、重要函数及引理；第 ２ 节给出了系统（４）的一

对上下解和比较原理；第 ３ 节利用黏性消去法证明了系统（４）双稳周期行波解的存在性；最后一节给出了本

文的结论．

１　 预 备 知 识

令

　 　 ｕ ＝ （ｕ，ｖ） Ｔ， ｆ（ｕ，ｔ） ＝ （ ｆ１（ｕ，ｖ，ｔ），ｆ２（ｕ，ｖ，ｔ）） Ｔ， Δ２［ｕ］ ＝ ｕ（ξ ＋ １，ｔ） ＋ ｕ（ξ － １，ｔ） － ２ｕ（ξ，ｔ） ．
假设：

（Ｈ１）　 ｆ：ＲＲ ２ × ＲＲ → ＲＲ ２， （ｕ，ｔ） → ｆ（ｕ，ｔ） ∈ Ｃ２，
（Ｈ２）　 ｆ（ｕ，ｔ ＋ Ｔ） ＝ ｆ（ｕ，ｔ），
（Ｈ３）　 系统 ｕ′（ ｔ） ＝ ｆ（ｕ，ｔ） 有 ３ 个周期解，０，ω－ （ ｔ），１ 且存在 δ ０ ≫ ０，满足 δ ０ ≤ ω－ （ ｔ） ≤ １ － δ ０ ．
由文献［１１］，令 Ｅ：（ＲＲ ｋ，ＲＲ ｋ

＋） 是 ｋ 维序 Ｂａｎａｃｈ 空间，定义范数 ‖ｘ‖ ＝ ‖（ｘ１，…，ｘｋ）‖ ＝ ｍａｘ { ｜ ｘｉ ｜ ；
１ ≤ ｉ ≤ ｋ } ，∀ｘ ∈ ＲＲｋ ．对于 η ＝ （η １，…，η ｋ），η′ ＝ （η′１，…，η′ｋ），∀１ ≤ ｉ ≤ ｋ，若 η ｉ ≥ η′ｉ，则称 η ≥ η′ ．若 η ｉ

＞ η′ｉ，则称 η ≫ η′ ．若 η ≥ η′ 且 η ≠ η′，则称 η ＞ η′ ．令 Ｃ 是ＲＲｋ中的所有有界双边点序列组成的集合， 对

于 ｕ ＝ （ｕ ｊ） ｊ∈ＺＺ，ｖ ＝ （ｖｊ） ｊ∈ＺＺ ∈ Ｃ，类似上面的定义，有 ∀ｊ∈ ＺＺ ，若 ｕ ｊ ≥ ｖｊ，则称 ｕ≥ ｖ ．若 ｕ ｊ ＞ ｖｊ，则称 ｕ≫ ｖ ．若
ｕ ≥ ｖ 且 ｕ ≠ ｖ，则称 ｕ ＞ ｖ ．任意ＲＲｍ中的向量可认为是ＲＲｍ 中的常数点序列， 且令

　 　 ＲＲ ｍ
ｒ { ｕ ∈ ＲＲｍ：ｒ ≥ ｕ ≥ ０ } ， Ｃｒ { ｕ ∈ Ｃ：ｒ ≥ ｕ ≥ ０ } ，　 　 ∀ｒ ∈ ＲＲ ｍ ．

令 δ（ ｓ） ∈ Ｃ∞（ － ∞，∞） 满足当 ｜ ｓ ｜ ≤１时，δ（ ｓ） ≥０；当 ｜ ｓ ｜ ＞ １时，δ（ ｓ） ≡０，并且∫∞
－∞

δ（ ｓ）ｄｓ ＝ １．∀ｈ

＞ ０， 令 δ ｈ（ ｓ） ＝
１
ｈ
δ ｓ

ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，则 δ ｈ（ ｓ） ∈ Ｃ∞（ － ∞，∞），且当 ｜ ｓ ｜ ≤ ｈ 时，δ ｈ（ ｓ） ≥ ０；当 ｜ ｓ ｜ ＞ ｈ 时，δ（ ｓ） ｈ ≡０，

并且∫∞
－∞

δ ｈ（ ｓ）ｄｓ ＝ １．

对于给定的一个在 ＲＲ 上局部可积的函数 ｖ（ｘ） 和一个正数 ｈ ＞ ０，令 ｖｈ（ｘ） ＝ ∫
ＲＲ

１
ｈ
δ ｘ － ｙ

ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｖ（ｙ）ｄｙ， 如果

有 ｌｉｍｈ→０
１
ｈ ∫｜ ｘ－ｘ０｜ ≤ｈ

｜ ｖ（ｘ） － ｖ（ｘ０） ｜ ｄｘ ＝ ０，则称 ｘ０ 为 ｖ（ｘ） 的一个 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ极限点，当 ｘ０ 为 ｖ（ｘ） 的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ

极限点时，有 ｌｉｍｈ→０ ｖｈ（ｘ０） ＝ ｖ（ｘ０） ．
引理 １　 令 ｖ（ｘ） 是 Ｋｒ＋２ρ ＝ { ｘ ∈ ＲＲ ： ｜ ｘ ｜ ≤ ｒ ＋ ２ρ } （ ｒ ＞ ０，ρ ＞ ０） 上的可积函数，且对 ｜ Δｘ ｜ ≤ ρ，ｓ∈
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［０，ｒ ＋ ρ］，有 Ｊｓ（ｖ，Δｘ） ≡ ∫
Ｋｓ
｜ ｖ（ｘ ＋ Δｘ） － ｖ（ｘ） ｜ ｄｘ≤ ｗｓ（ ｜ Δｘ ｜ ），其中 ｗｓ（·） 是一个连续非减函数且 ｗｓ（０）

＝ ０，则对 ｈ ≤ ρ，有 Ｊｒ（ｖｈ，Δｘ） ≤ ｗｒ＋ｈ（ ｜ Δｘ ｜ ） 且∫
Ｋｓ
｜ ｜ ｖ ｜ － ｖ（ｓｉｇｎ ｖ） ｈ ｜ ｄｘ ≤ ２ｗｒ（ｈ） ．

证明　 该引理的证明可参考文献［１２］．

２　 上下解与比较原理

本节给出了系统（４）的上下解，建立了无界域上的比较原理，根据文献［１３⁃１６］，首先给出上下解的定义．
定义 ２　 若一对连续函数 （ｕ（ξ，ｔ），ｖ（ξ，ｔ）） 在ＲＲ × ［０， ＋ ∞） 上除了有限个点（ξ ｉ，ｔｉ），ｉ ＝ １，２，…，ｎ外都

是可微的，且满足对 ∀ｔ ≥ ０，ξ ∈ ＲＲ 成立

　 　
ｕｔ（ξ，ｔ） ＋ ｃｕξ（ξ，ｔ） ≤ ｄ１Δ２［ｕ（ξ，ｔ）］ ＋ ｆ１（ｕ（ξ，ｔ），ｖ（ξ，ｔ），ｔ），
ｖｔ（ξ，ｔ） ＋ ｃｖξ（ξ，ｔ） ≤ ｄ２Δ２［ｖ（ξ，ｔ）］ ＋ ｆ２（ｕ（ξ，ｔ），ｖ（ξ，ｔ），ｔ），

{ （６）

则称 （ｕ（ξ，ｔ），ｖ（ξ，ｔ）） 是系统（４）的下解．通过改变不等式的方向可得系统上解的定义．
令

　 　 ζ（ ｓ） ＝ １
２

１ ＋ ｔａｎｈ ｓ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｓ ∈ ＲＲ ． （７）

则有 ０ ＜ ζ（ ｓ） ＜ １， ζ′（ ｓ） ＝ ζ（ ｓ）（１ － ζ（ ｓ））， ζ″（ ｓ） ＝ ζ（ ｓ）（１ － ζ（ ｓ））（１ － ２ζ（ ｓ）） ．因此 ζ′（ ｓ） ＞ ０， ｜ ζ″（ ｓ） ｜ ≤
１， 基于以上理论基础，给出系统（４）的上下解．

引理 ２　 ∀α ± ∈ ＲＲ ２且 α － ≪ α ＋，当 Ｃ 充分大时，则函数

　 　
ｖ ＋（ξ，ｔ） ＝ ｕ（ ｔ；α ＋）ζ（ξ ＋ Ｃｔ） ＋ ｕ（ ｔ；α －）（１ － ζ（ξ ＋ Ｃｔ）），
ｖ －（ξ，ｔ） ＝ ｕ（ ｔ；α －）ζ（ξ ＋ Ｃｔ） ＋ ｕ（ ｔ；α ＋）（１ － ζ（ξ ＋ Ｃｔ））{

是系统（４）的一对上下解，其中 ｕ（ ｔ；α ±） 是 ｕ′（ ｔ） ＝ ｆ（ｕ，ｔ），ｕ（０，α） ＝ α ∈ ＲＲ ２ 的解．
证明　 在该引理的证明中，仅证明 ｖ ＋（ξ，ｔ） 是一个上解， 下解的证明可类似得到．首先，令
　 　 Ｌｉ［ｖ

＋］（ξ，ｔ） ＝ （ｖ ＋
ｉ ） ｔ － ｄｉΔ２［ｖ

＋
ｉ ］ － ｆｉ（ｖ

＋，ｔ），
则

　 　 Ｌｉ［ｖ
＋］（ξ，ｔ） ＝ （ｖ ＋

ｉ ） ｔ － ｄｉΔ２［ｖ
＋
ｉ ］ － ｆｉ（ｖ

＋，ｔ） ＝
　 　 　 　 （ｕｉ（ ｔ；α ＋） － ｕｉ（ ｔ；α －））（Ｃζ′（ξ ＋ Ｃｔ） － ｄｉΔ２ζ（ξ ＋ Ｃｔ）） ＋
　 　 　 　 ｆｉ（ｕ（ ｔ；α ＋），ｔ）ζ（ξ ＋ Ｃｔ） ＋ ｆｉ（ｕ（ ｔ；α －），ｔ）（１ － ζ（ξ ＋ Ｃｔ）） －
　 　 　 　 ｆｉ（ｕ（ ｔ；α ＋）ζ（ξ ＋ Ｃｔ） ＋ ｕ（ ｔ；α －）（１ － ζ（ξ ＋ Ｃｔ）），ｔ） ．
对任意的 ξ ∈ ＲＲ，ｔ ＞ ０， 由 Ｔａｙｌｏｒ 展开公式得

　 　 ζ ｆｉ（ｕ（ ｔ；α ＋），ｔ） ＋ （１ － ζ） ｆｉ（ｕ（ ｔ；α －），ｔ） － ｆｉ（ｕ（ ｔ；α ＋）ζ ＋ ｕ（ ｔ；α －）（１ － ζ），ｔ） ＝
　 　 　 　 ζ［ ｆｉ（ｕ（ ｔ；α ＋），ｔ） － ｆｉ（ｕ（ ｔ；α ＋）ζ ＋ ｕ（ ｔ；α －）（１ － ζ），ｔ）］ ＋
　 　 　 　 （１ － ζ）［ ｆｉ（ｕ（ ｔ；α －），ｔ） － ｆｉ（ｕ（ ｔ；α ＋）ζ ＋ ｕ（ ｔ；α －）（１ － ζ），ｔ）］ －
　 　 　 　 ｆｉ（ｕ（ ｔ；α ＋）ζ（ξ ＋ Ｃｔ） ＋ ｕ（ ｔ；α －）（１ － ζ），ｔ） ＝

　 　 　 　 ζ（１ － ζ）
２ ∑

２

ｊ ＝ １
∑

２

ｋ ＝ １
（１ － ζ）

∂２ ｆｉ（ｙ
－（ξ，ｔ），ｔ）
∂ξ ｊξ ｋ

＋ ζ
∂２ ｆｉ（ｙ（ξ，ｔ），ｔ）

∂ξ ｊξ ｋ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
×

　 　 　 　 （ｕ ｊ（ ｔ；α ＋） － ｕ ｊ（ ｔ；α －））（ｕｋ（ ｔ；α ＋） － ｕｋ（ ｔ；α －）），
其中　 　 ｙ－（ξ，ｔ），ｙ（ξ，ｔ） ∈ （ｕ（ ｔ；α －），ｕ（ ｔ；α ＋）） ．

令

　 　 Ｃ ｍａｘ
ｄｉΔ２ζ（ξ ＋ Ｃｔ）

ζ（ξ ＋ Ｃｔ）（１ － ζ（ξ ＋ Ｃｔ））{ } ＋ １
２

ｓｕｐ ∑
２

ｊ ＝ １
∑

２

ｋ ＝ １
（１ － ζ）

∂２ ｆｉ（ ｚ（ξ，ｔ），ｔ）
∂ξ ｊξ ｋ

＋é

ë
ê
ê{

　 　 　 　 ζ
∂２ ｆｉ（ ｚ（ξ，ｔ），ｔ）

∂ξ ｊξ ｋ

ù

û
ú
ú
×

（ｕ ｊ（ ｔ；α ＋） － ｕ ｊ（ ｔ；α －））（ｕｋ（ ｔ；α ＋） － ｕｋ（ ｔ；α －））
ｕｉ（ ｔ；α ＋） － ｕｉ（ ｔ；α －） } ，　 　 ｉ ＝ １，２，

其中， ｚ（ξ，ｔ） ∈ （ｖ（ ｔ；α －），ｖ（ ｔ；α ＋）），ｔ ≥ ０．则
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　 　 Ｌｉ［ｖ
＋］（ξ，ｔ） ≥

　 　 　 　 （ｕｉ（ ｔ；α ＋） － ｕｉ（ ｔ；α －））ζ（ξ ＋ Ｃｔ）（１ － ζ（ξ ＋ Ｃｔ）） Ｃ －
ｄｉΔ２ζ（ξ ＋ Ｃｔ）

ζ（ξ ＋ Ｃｔ）（１ － ζ（ξ ＋ Ｃｔ））
－{

　 　 　 　 １
２ ∑

２

ｊ ＝ １
∑

２

ｋ ＝ １
（１ － ζ）

∂２ ｆｉ（ｙ
－（ξ，ｔ），ｔ）
∂ξ ｊξ ｋ

＋ ζ
∂２ ｆｉ（ｙ（ξ，ｔ），ｔ）

∂ξ ｊξ ｋ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
×

　 　 　 　
（ｕ ｊ（ ｔ；α ＋） － ｕ ｊ（ ｔ；α －））（ｕｋ（ ｔ；α ＋） － ｕｋ（ ｔ；α －））

ｕｉ（ ｔ；α ＋） － ｕｉ（ ｔ；α －）
≥ ０．

故 ｖ ＋（ξ，ｔ） 是系统（４）的上解，引理得证．
引理 ３　 对任意给定的 Ｌ ＞ ０，ｄ ＝ ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２），令 ｕ－（ξ，ｔ），ｕ－（ξ，ｔ）：ＲＲ × ［０，∞ ） → ［０，１］ 是两个连续的

函数满足：


ｕ－ ｔ ＋ ｃｕ－ ξ ≥ ｄΔ２［ｕ

－（ξ，ｔ）］ ＋ ｆ（ｕ－（ξ，ｔ），ｔ），
ｕ－ ｔ ＋ ｃｕ－ ξ ≤ ｄΔ２［ｕ－（ξ，ｔ）］ ＋ ｆ（ｕ－（ξ，ｔ），ｔ），

{ 　 　 ∀ξ ∈ ＲＲ ＼［ － Ｌ，Ｌ］， ｔ ＞ ０；

 ｕ－（ξ，０） ≥ ｕ－（ξ，０），∀ξ ∈ ＲＲ，且 ｕ－（ξ，ｔ） ≥ ｕ－（ξ，ｔ），∀ξ ∈ ［ － Ｌ，Ｌ］， ｔ ≥ ０．
则 ｕ－（ξ，ｔ） ≥ ｕ－（ξ，ｔ），∀ξ ∈ ＲＲ，ｔ ≥ ０．

证明　 令 ｗ（ξ，ｔ） ＝ （ｗ１（ξ，ｔ），ｗ２（ξ，ｔ）） ｕ－（ξ，ｔ） － ｕ－（ξ，ｔ），∀ξ ∈ＲＲ，ｔ≥０．则 ｗ（ξ，ｔ） ∈ ［ － １，１］ 且满

足 ∀ｉ ＝ １，２ 有

　 　 （ｗ ｉ） ｔ ＋ ｃ（ｗ ｉ） ξ ≥ ｄｉΔ２［ｗ ｉ］ ＋ ｆｉ（ｕ
－，ｔ） － ｆｉ（ｕ－，ｔ），　 　 ξ ∈ ＲＲ ＼［ － Ｌ，Ｌ］， ｔ ≥ ０． （８）

选择充分大的 Ｋ ＞ ０，满足（７ ／ ４）Ｋ －｜ ｃ ｜ － （３ ／ ２）Ｌｆ － ｍａｘ { ｄ１，ｄ２ } ＞ ０， 其中

　 　 Ｌｆ ＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤２

ｓｕｐ
ｕ∈［０，１］，ｔ≥０

∂ｆｉ（ｕ，ｔ）
∂ｕｉ

．

假定结论不成立，则存在 ｉ ∈ { １，２ } ， ＞ ０ 和 ｔ０ ＞ ０，满足 ∀ξ ∈ ＲＲ，ｔ ∈ ［０，ｔ０），ｗ ｉ（ξ，ｔ） ＞ － ｅ２Ｋｔ，
ｉｎｆξ∈ＲＲ ｗ ｉ（ξ，ｔ０） ＝ － ｅ２Ｋｔ０ 且当 ｋ ≠ ｉ 时， ｗｋ（ξ，ｔ） ≥ ０， 存在一个有界集 Ｓ ⊆ ＲＲ 满足 ∀ξ ∈ Ｓ， ｗ ｉ（ξ，ｔ０） ≤
－ （１５ ／ １６） ｅ２Ｋｔ０ ．

令 ζ ０（ξ） 是一个光滑函数，满足 ｍｉｎξ∈ＲＲ ζ ０（ξ） ＝ １， 当 ξ ∈ Ｓ， ζ ０（ξ） ＝ １， ｓｕｐξ∈ＲＲ ζ ０（ξ） ＝ ζ ０（ ±∞） ＝ ３，
｜ ζ′０（·） ｜ ≤１， ｜ ζ″０（·） ｜ ≤１．∀α ∈ ［０，１］，定义函数：ｚ（ξ，ｔ，α） ＝ － （３ ／ ４ ＋ αζ ０（ξ））ｅ２Ｋｔ， 则（∂ ／ ∂α） ｚ（ξ，ｔ，
α） ＝ － ζ ０（ξ）ｅ２Ｋｔ ＜ ０，∀α ∈ ［０，１］，ξ ∈ ＲＲ，ｔ ∈ ［０，Ｔ］， 成立

　 　 ｚ ξ，ｔ， １
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ３

４
＋ １

４
ζ ０（ξ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋｔ ≤－ ｅ２Ｋｔ ≤ ｗ ｉ（ξ，ｔ），　 　 ∀ξ ∈ ＲＲ， ｔ ∈ ［０，ｔ０］，

　 　 ｚ ξ，ｔ０，
１
８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ３

４
＋ １

８
ζ ０（ξ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋｔ０ ＝ － ７

８
ｅ２Ｋｔ０ ＞ ｗ ｉ（ξ，ｔ０），　 　 ∀ξ ∈ Ｓ ．

定义 α∗ ＝ ｉｎｆ { α ∈ （１ ／ ８，１ ／ ４］ ｜ ｗ ｉ（ξ，ｔ） ≥ ｚ（ξ，ｔ，α），∀ξ ∈ ＲＲ，ｔ ∈ ［０，ｔ０］ } ．根据定义，有 ｗ ｉ（ξ，ｔ） ≥
ｚ（ξ，ｔ，α∗），由于 ｗ ｉ（ξ，０） ≥ ０ ＞ ｚ（ξ，０，α∗）；ｚ（ ±∞，ｔ，α∗） ≤－ （９ ／ ８） ｅ２Ｋｔ ＜ ｗ ｉ（ξ，ｔ），∀ξ ∈ ＲＲ，ｔ ∈ ［０，
ｔ０］；ｗ ｉ（ξ，ｔ） ＞ ｚ（ξ，ｔ，α∗），ξ ∈ ［ － Ｌ，Ｌ］，ｔ ∈ ［０，ｔ０］； 令 Ｈ（ξ，ｔ） ＝ ｗ ｉ（ξ，ｔ） － ｚ（ξ，ｔ，α∗） 在（ξ １，ｔ１） ∈ ＲＲ ＼
［ － Ｌ，Ｌ］ × ［０，ｔ０］ 处达到最小值 ０，则 Ｈ（ξ １，ｔ１） ＝ ０，Ｈｔ（ξ １，ｔ１） ≤ ０，Ｈξ（ξ １，ｔ１） ＝ ０， 由式（８）且 ｗｋ（ξ，ｔ） ≥ ０
可得

　 　 ０ ≥ Ｈｔ（ξ １，ｔ１） ＋ ｃＨξ（ξ １，ｔ１） － ｄｉ［Ｈ（ξ １ ＋ １，ｔ１） ＋ Ｈ（ξ １ － １，ｔ１） － ２Ｈ（ξ １，ｔ１）］ ≥
　 　 　 　 ｆｉ（ｕ

－，ｔ） － ｆｉ（ｕ－，ｔ） － ［ ｚｔ ＋ ｃｚξ － ｄｉ（ ｚ（ξ ＋ １，ｔ） ＋ ｚ（ξ － １，ｔ） － ２ｚ（ξ，ｔ））］ ｜ （ξ１，ｔ１）
＝

　 　 　 　 ∑
２

ｋ ＝ １
ｆｉ（η（ξ １，ｔ１），ｔ１）ｗｋ（ξ １，ｔ１） ＋ ２Ｋ ３

４
＋ α∗ζ ０（ξ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋｔ１ ＋ ｃα∗ζ ０（ξ）ｅ２Ｋｔ１é

ë
êê

ù

û
úú ≥

　 　 　 　 ∂ｉ ｆｉ（η（ξ １，ｔ１），ｔ１）ｗ ｉ（ξ １，ｔ１） ＋ ７
４

Ｋ －｜ ｃ ｜ － ｄｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋｔ１ ＝

　 　 　 　 － ∂ｉ ｆｉ（η（ξ １，ｔ１），ｔ１）
３
４

＋ α∗ζ ０（ξ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋｔ１ ＋ ７

４
Ｋ －｜ ｃ ｜ － ｄｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋｔ１ ≥
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　 　 　 　 ７
４

Ｋ －｜ ｃ ｜ － ３
２

Ｌｆ － ｍａｘ { ｄ１，ｄ２ }
é

ë
êê

ù

û
úú ｅ２Ｋｔ１ ＞ ０，

其中 η（ξ １，ｔ１）＝ θｕ
－（ξ １，ｔ１） ＋ （１ － θ）ｕ－（ξ １，ｔ１），θ∈（０，１）， 由上述不等式，得到矛盾．所以ｕ－（ξ，ｔ） ≥ｕ－（ξ，ｔ），

∀ξ ∈ ＲＲ，ｔ ≥ ０．引理得证．

３　 双稳周期行波解的存在性

本节利用黏性消去法证明双稳周期行波解的存在性，假设条件（Ａ１）对系统（４）成立，在之后出现的定

理和引理的叙述中，不再赘述．基于第 ２ 节的理论，考虑下面的辅助系统：

　 　
ｕｔ（ξ，ｔ） ＋ ｃｕξ（ξ，ｔ） ＝ Ｄ１ｕξξ ＋ ｄ１［ｕ（ξ ＋ １，ｔ） ＋ ｕ（ξ － １，ｔ） － ２ｕ（ξ，ｔ）］ ＋ ｆ１（ｕ（ξ，ｔ），ｔ），
ｖｔ（ξ，ｔ） ＋ ｃｖξ（ξ，ｔ） ＝ Ｄ２ｖξξ ＋ ｄ２［ｖ（ξ ＋ １，ｔ） ＋ ｖ（ξ － １，ｔ） － ２ｖ（ξ，ｔ）］ ＋ ｆ２（ｖ（ξ，ｔ），ｔ） ．{ （９）

根据文献［１１］和文献［１７］中的定理 ５．１ 和注 ５．１ 有：
引理 ４　 对 Ｄ ＞ ０， 系统（９）有一个唯一的周期行波解 ｕＤ（ξ，ｔ） ＝ ϕＤ（ξ ＋ ｃＤ ｔ，ｔ） ．其中 ϕＤ（０，０） ＝ ｗ－ （０），

ｃＤ 是一个常数且 χＤ
＋（０；δ） － χＤ

－（０；δ） ＝ Ｏ（１），其中 ϕＤ（χＤ
±（０；δ）） ＝ ｗ－ （０） ± δ ．

基于以上结果，下面研究 {ϕＤ（ξ，ｔ）：Ｄ ＞ ０ } 在 Ｌｌｏｃ（ＲＲ ２，ＲＲ ２） 中的列紧性．令 ＶＤ（ξ，ｔ） ＝ ϕＤ（ξ，ｔ）， 则

ＶＤ（ξ，ｔ） 满足方程：
　 　 ｕｔ ＋ ｃＤｕξ ＝ Ａｕξξ ＋ ｄΔ２［ｕ］ ＋ ｆ（ｕ，ｔ）， （１０）

其中　 　 Ａ ＝ （Ｄ１，Ｄ２） Ｔ ．

注 １　 由引理 ３ 及双稳性假设，若 ∀ξ ∈ ＲＲ，０ ≤ ｕ０（ξ） ≤ １， 则有 ０ ≤ ｕ（ξ，ｔ；ｕ０） ≤ １；由引理 ４，若 ∀ξ ∈ ＲＲ，０ ≤ ｕ０（ξ）
≤ １ 且 ｕ０（∞ ） ＝ １，ｕ０（ － ∞） ＝ ０，则 ｕ（ ＋ ∞，ｔ；ｕ０） ＝ １，ｕ（ － ∞，ｔ；ｕ０） ＝ ０．

引理 ５　 {ＶＤ（ξ，ｔ）：Ｄ ＞ ０ } 在 Ｌｌｏｃ（ＲＲ ２，ＲＲ ２） 是列紧的．
证明　 该引理的证明思路来源于文献［１８］的引理 ４．１，只需证明 ∀ｉ ＝ １，２， { ＶＤ

ｉ （ξ，ｔ）：Ｄ ∈ （０，１］ } 在

Ｌｌｏｃ（ＲＲ ２，ＲＲ ） 是列紧的．
对任意的 ｉ ＝ １，２，因为 ０ ≤ ＶＤ

ｉ （ξ，ｔ） ≤ １ 且关于 ξ 单调，因此 ∀ｒ ＞ ０，存在一个连续非减函数 Ｗｒ（·） 满

足 Ｗｒ（０） ＝ ０ 且

　 　 ∫
｜ ξ｜ ≤ｒ

｜ ＶＤ
ｉ （ξ ＋ Δξ，ｔ） － ＶＤ

ｉ （ξ，ｔ） ｜ ｄξ ≤ Ｗｒ ｜ Δξ ｜ ． （１１）

下面证明存在一个连续非减函数 Ｗ
－

ｒ（·） 满足 Ｗ
－

ｒ（０） ＝ ０ 且

　 　 ∫
｜ ξ｜ ≤ｒ

｜ ＶＤ
ｉ （ξ，ｔ ＋ Δｔ） － ＶＤ

ｉ （ξ，ｔ） ｜ ｄξ ≤ Ｗ
－

ｒ ｜ Δｔ ｜ ． （１２）

对给定的 ｒ ＞ ０，０ ＜ ｈ ＜ ｒ， 令

　 　 β（ξ）
ｓｉｇｎ（ＶＤ

ｉ （ξ，ｔ ＋ Δｔ） － ＶＤ
ｉ （ξ，ｔ）），　 　 ｜ ξ ｜ ≤ ｒ － ｈ，

０， ｜ ξ ｜ ＞ ｒ － ｈ，{
　 　 ｇ（ξ） ∫∞

－∞

１
ｈ

δ ξ － ｙ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ β（ｙ）ｄｙ，　 　 ξ ∈ ＲＲ，

其中 δ（ ｓ） 已经在预备知识中给出．不难得到 ｇ（ξ） 的紧支集 ｓｕｐｐ ｇ⊆ Ｋｒ { ξ ∈ ＲＲ ｜ ξ ｜ ≤ ｒ } ，且 ｜ ｇ（ξ） ｜ ≤
１， ｜ ｇξ ｜ ≤ Ｃ１ ／ ｈ， ｜ ｇξξ ｜ ≤ Ｃ２ ／ ｈ２，Ｃ１，Ｃ２ 是依赖于 Ｄ，ｈ 的常数，基于上述理论，有

　 　 ∫
｜ ξ｜ ≤ｒ

ｇ（ξ）［ＶＤ
ｉ （ξ，ｔ ＋ Δｔ） － ＶＤ

ｉ （ξ，ｔ）］ｄξ ＝

　 　 　 　 ∫
｜ ξ｜ ≤ｒ

∫ｔ ＋Δｔ
ｔ

ｇ（ξ）（ＶＤ
ｉ ） ｔ（ξ，ｔ）ｄｔｄξ ＝

　 　 　 　 ∫ｔ ＋Δｔ
ｔ
∫
｜ ξ｜ ≤ｒ

ｇ（ξ）［ － ｃＤ（ＶＤ
ｉ ） ξ ＋ Ａ（ＶＤ

ｉ ） ξξ ＋ ｄｉΔ２ＶＤ
ｉ ＋ ｆｉ（ＶＤ（ξ，ｔ），ｔ）］ｄｔｄξ ＝

　 　 　 　 ∫ｔ ＋Δｔ
ｔ
∫
｜ ξ｜ ≤ｒ

［ｃＤＶＤ
ｉ ｇξ ＋ ＡＶＤ

ｉ ｇξξ ＋ ｄｉＶＤ
ｉ Δ２ｇ（ξ） ＋ ｆｉ（ＶＤ（ξ，ｔ），ｔ）ｇ（ξ）］ｄｔｄξ ≤
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　 　 　 　 ＣｒΔｔ ｍａｘ
｜ ξ｜ ≤ｒ

［ ｜ ｇ ｜ ＋｜ ｇξ ｜ ＋ ｜ ｇξξ ｜ ］，

其中 Ｃｒ 是一个依赖于 ｒ 的常数．根据文献［１０］的引理 ２．１， ∀ｈ ∈ （０，ｍｉｎ { １，ｒ ／ ２ } ］， 有

　 　 ∫
｜ ξ｜ ≤ｒ

｜ ＶＤ
ｉ （ξ，ｔ ＋ Δｔ） － ＶＤ

ｉ （ξ，ｔ） ｜ ｄξ ≤

　 　 　 　 ∫
｜ ξ｜ ≤ｒ－ｈ

｜ ＶＤ
ｉ （ξ，ｔ ＋ Δｔ） － ＶＤ

ｉ （ξ，ｔ） ｜ ｄξ ＋ Ｃ３ｈ ≤

　 　 　 　 ∫
｜ ξ｜ ≤ｒ－ｈ

（ＶＤ
ｉ （ξ，ｔ ＋ Δｔ） － ＶＤ

ｉ （ξ，ｔ））ｇ（ξ）ｄξ ＋ Ｃ４Ｗｒ－ｈ（ｈ） ＋ Ｃ３ｈ ≤

　 　 　 　 ∫
｜ ξ｜ ≤ｒ

（ＶＤ
ｉ （ξ，ｔ ＋ Δｔ） － ＶＤ

ｉ （ξ，ｔ））ｇ（ξ）ｄξ ＋ Ｃ４Ｗｒ（ｈ） ＋ Ｃ３ｈ ≤

　 　 　 　 Ｃ５
｜ Δｔ ｜
ｈ２

＋ Ｗｒ（ｈ） ＋ ｈæ

è
ç

ö

ø
÷ ，

其中， Ｃ３，Ｃ４，Ｃ５ 是依赖于 Ｄ，ｈ，ｔ 的常数．令 Ｗ
－

ｒ（Δｔ） Ｃ５ｍｉｎｈ∈（０，ｍｉｎ｛０，ｒ ／ ２｝］［ ｜ Δｔ ｜ ／ ｈ２ ＋ Ｗｒ（ｈ） ＋ ｈ］， 则

　 　 ∫
｜ ξ｜ ≤ｒ

｜ ＶＤ
ｉ （ξ，ｔ ＋ Δｔ） － ＶＤ

ｉ （ξ，ｔ） ｜ ｄξ ≤ Ｗ
－

ｒ ｜ Δｔ ｜ ．

再由式（１１）、（１２）可得， { ＶＤ
ｉ （ξ，ｔ）：Ｄ ∈ （０，１］ } 在 Ｌｌｏｃ（ＲＲ ２，ＲＲ ） 是列紧的，引理得证．

由引理 ４，对 Ｄ１ ＞ ０，Ｄ２ ＞ ０， 系统（９）有唯一的周期行波解 ｕＤ（ξ，ｔ） ＝ ϕＤ（ξ ＋ ｃＤ ｔ，ｔ） ．由引理 ５，令 Ｄｋ →
０，ｃ０ ∈ ＲＲ，ϕ０（·，·） ∈ Ｌｌｏｃ（ＲＲ２，ＲＲ２）， 满足

　 　 ϕＤｋ（ξ，ｔ） → ϕ０（ξ，ｔ），　 　 ａ．ｅ．　 （ξ，ｔ） ∈ ＲＲ × ＲＲ ．
因此存在一个可测集 Ｅ０ ⊆ ＲＲ 满足 ｍ（ＲＲ ＼ Ｅ０） ＝ ０，∀ｔ ∈ Ｅ０， 有

　 　 ϕＤｋ（ξ，ｔ） → ϕ０（ξ，ｔ），　 　 ａ．ｅ．　 （ξ，ｔ） ∈ ＲＲ ． （１３）
由 ϕＤ（ξ，ｔ） 关于 ξ 的单调性，假设 ０ ∈ Ｅ０，∀ｔ ∈ ＲＲ ＼ Ｅ０，存在 {Ｄｋ′ } ⊂ {Ｄｋ } 满足

　 　 ϕＤｋ′（ξ，ｔ） → ϕ０（ξ，ｔ），　 　 ａ．ｅ．　 （ξ，ｔ） ∈ ＲＲ ．
由于 ϕ０（ξ，ｔ） 关于 ξ 是单调的，则 ０ ≤ ϕ０（ξ，ｔ） ≤ １．∀（ξ，ｔ） ∈ ＲＲ ２，令 ｕ（ξ，ｔ） ϕ０（ξ ＋ ｃ０ ｔ，ｔ）， 断言

　 　 ｕ（ξ，ｔ） ＝ ｕ（ξ，０） ＋ ∫ｔ
０
［ｄΔ２ｕ（ξ，τ） ＋ ｆ（ｕ（ξ，τ），τ）］ｄτ ．

令 ϕｋ（ξ，ｔ） ϕＤｋ（ξ，ｔ），Ｖｋ（ξ，ｔ） ＝ ϕｋ（ξ ＋ ｃ０ ｔ，ｔ） ．由系统（９），得
　 　 ϕｋ

ｔ ＋ ｃＤｋ
ϕｋ

ξ ＝ Ｄｋϕξξ ＋ ｄΔ２ϕｋ ＋ ｆ（ϕｋ，ｔ），
则有

　 　 Ｖｋ
ｔ ＋ （ｃＤｋ

－ ｃ０）Ｖｋ
ξ ＝ ＤｋＶξξ ＋ ｄΔ２Ｖｋ ＋ ｆ（Ｖｋ，ｔ） ．

对给定的 ０ ＜ ｔ ＜ ∞，存在 {Ｄｋ′ } ⊂ {Ｄｋ } 满足 ∀τ ∈ （ＲＲ ∩ ［０，ｔ］） ∪ { ０，ｔ } ， 成立

　 　 Ｖｋ′（ξ，τ） → ｕ（ξ，τ），　 　 ａ．ｅ．　 （ξ，ｔ） ∈ ＲＲ ．
由 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 控制收敛定理，对任何具有紧支集的 ｓ（·） ∈ Ｃ∞（ＲＲ ）， 有

　 　 ∫
ＲＲ
ｕ（ξ，ｔ） ｓ（ξ）ｄξ ＝ ｌｉｍ

ｋ′→∞
∫
ＲＲ
Ｖｋ′（ξ，ｔ） ｓ（ξ）ｄξ ＝

　 　 　 　 ｌｉｍ
ｋ′→∞

{ ∫
ＲＲ
Ｖｋ′（ξ，０） ｓ（ξ）ｄξ ＋ ∫ｔ

０
∫
ＲＲ
（（ｃｋ′Ｄ － ｃ０）Ｖｋ′（ξ，τ） ｓξ（ξ） ＋ Ｄｋ′Ｖｋ′（ξ，τ） ｓξξ）ｄξｄτ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
ＲＲ
（ｄΔ２Ｖｋ′（ξ，τ） ｓ（ξ） ＋ ｆ（Ｖｋ′（ｘ，τ），τ） ｓ（ξ））ｄξｄτ } ＝

　 　 　 　 ∫
ＲＲ
ｕ（ξ，０） ｓ（ξ）ｄξ ＋ ∫ｔ

０
∫
ＲＲ
（ｄΔ２ｕ（ξ，τ） ＋ ｆ（ｕ（ｘ，τ），τ） ｓ（ξ））ｄξｄτ ．

根据 Ｆｕｂｉｎｉ 定理得

　 　 ｕ（ξ，ｔ） ＝ ｕ（ξ，０） ＋ ∫ｔ
０
［ｄΔ２ｕ（ξ，τ） ＋ ｆ（ｕ（ξ，τ），τ）］ｄτ，　 　 ａ．ｅ．　 （ξ，ｔ） ∈ ＲＲ ．

基于上述理论，下面给出存在性结果．
定理 １　 令 ϕ０（ξ，ｔ） 由式（１３）所定义，则 ｕ ±（ξ，ｔ） ＝ ϕ ±（ξ ＋ ｃ０ ｔ，ｔ） 是系统（４）连接 ０ 和 １ 的双稳周期行
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波解．其中 ϕ ±（ξ，ｔ） ＝ ϕ０（ξ ± ０，ｔ） ．
证明　 由上述断言和 ｕ（ξ，ｔ） 关于 ξ 的单调性可得

　 　
ｕ（ξ － ０，ｔ） ＝ ｕ（ξ － ０，０） ＋ ∫ｔ

０
［ｄΔ２ｕ（ξ － ０，τ） ＋ ｆ（ｕ（ξ － ０，τ），τ）］ｄτ，

ｕ（ξ ＋ ０，ｔ） ＝ ｕ（ξ ＋ ０，０） ＋ ∫ｔ
０
［ｄΔ２ｕ（ξ ＋ ０，τ） ＋ ｆ（ｕ（ξ ＋ ０，τ），τ）］ｄτ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

考虑

　 　
ｕｔ ＝ ｄΔ２ｕ（ξ，ｔ） ＋ ｆ（ｕ（ξ，ｔ），ｔ），
ｕ（ξ，０） ＝ ｕ（ξ － ０，０），{ （１４）

　 　
ｕｔ ＝ ｄΔ２ｕ（ξ，ｔ） ＋ ｆ（ｕ（ξ，ｔ），ｔ），
ｕ（ξ，０） ＝ ｕ（ξ ＋ ０，０） ．{ （１５）

令 ｕ －（ξ，ｔ） 和 ｕ ＋（ξ，ｔ） 是问题（１４）和（１５）的解，由问题（１４）和（１５）的解的唯一性得 ｕ（ξ － ０，ｔ） ＝ ｕ －（ξ，ｔ），
ｕ（ξ ＋ ０，ｔ） ＝ ｕ ＋（ξ，ｔ），∀ξ ∈ ＲＲ，ｔ ≥ ０．

注意到 ｕ（ξ，ｔ） ＝ ϕ０（ξ ＋ ｃ０ ｔ，ｔ）， 因此

　 　 ｕ －（ξ，ｔ） ＝ ｕ（ξ － ０，ｔ） ＝ ϕ０（ξ ＋ ｃ０ ｔ － ０，ｔ） ＝ ϕ ＋（ξ ＋ ｃ０ ｔ，ｔ），ｕ
＋（ξ，ｔ） ＝ ｕ（ξ ＋ ０，ｔ） ＝

　 　 　 　 ϕ０（ξ ＋ ｃ０ ｔ ＋ ０，ｔ） ＝ ϕ ＋（ξ ＋ ｃ０ ｔ，ｔ） ．
则 ϕ ±（ξ，ｔ ＋ Ｔ） ＝ ϕ ±（ξ，ｔ） ．下证 ϕ０（∞ ，ｔ） ＝ １，ϕ０（ － ∞，ｔ） ＝ ０．

由引理 ２ 可知， ｖ ＋（ξ，ｔ） 是系统（４）的上解，由比较原理，有
　 　 ｖ ＋（ξ，ｔ） ≥ ϕ０（ξ ＋ ｃｔ ＋ ０，ｔ），　 　 ａ．ｅ．　 （ξ，ｔ） ∈ ＲＲ ．

根据双稳假设条件， ｌｉｍｎ→∞ ｖ
＋（ － ∞，ｎＴ） ＝ ０，由于 ϕ０（ξ ± ０，ｔ） 关于 ｔ是周期的，所以有 ϕ０（ － ∞，０） ＝ ０．类似

可证 ϕ０（∞ ，０） ＝ １，再根据注 １，∀ｔ ≥ ０，ϕ０（ － ∞，ｔ） ＝ ０，ϕ０（∞ ，ｔ） ＝ １， 定理证毕．

４　 结　 　 论

本文致力于研究格竞争系统的双稳周期行波解．首先，将非单调的竞争系统转化为合作系统，其次，建立

了无界域上的比较原理，给出合作系统的一对上下解，最后利用黏性消去法和比较原理的方法证明格竞争系

统连接两个稳定周期平衡点行波解的存在性．本文仅研究了格竞争系统双稳周期行波解的存在性，对于行波

解的唯一性、稳定性、单调性以及双稳行波的波速符号等问题尚未有任何结果，这将是笔者下一步需要解决

的问题．
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ｐｅｒｉｏｄｉｃ Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ ｃｏｍｐｅｔｉｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｄｅ Ｍａｔｈéｍａｔｉｑｕｅｓ Ｐｕｒｅｓ ｅｔ Ａｐｐｌｉｑｕéｅｓ，
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［９］　 ＷＡＮＧ Ｈ Ｙ， ＯＵ Ｃ Ｈ． Ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒａｖｅｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ ｃｏｍｐｅｔｉｔｉｖｅ ｌａｔｔｉｃｅ

ｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ２０２１， ３３： １１５３⁃１１７４．
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９７４第 ４ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 李俭： 一类格竞争系统的双稳周期行波解


