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摘要：  等离子体中的双流体模型描述了丰富的等离子体动力学行为，包括离子声波和等离子体波之间的相互作

用.为了描述该双流体模型小振荡波包解包络的演化，利用多尺度分析方法将非线性 Schrödinger (NLS) 方程作为形

式逼近方程导出，并通过对该双流体模型的真实解和逼近解之间的误差，在 Sobolev 空间中进行了一致能量估计，最

终在时间尺度 上严格证明了 NLS 逼近的有效性.
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Abstract：A kind of 2-fluid system in plasmas describes rich plasma dynamics, including the interactions between the ion

acoustic wave and the plasma body wave. In order to describe the evolution of the envelope of the small oscillating wave

packet  solution  of  the  2-fluid  model,  the  nonlinear  Schrödinger  (NLS)  equation  was  derived  as  a  formal  approximation

equation with the multi-scale analysis  method,  and the uniform energy estimation of the error  between the exact  solution

and  the  approximate  solution  to  the  2-fluid  model  was  given  in  the  Sobolev  space.  The  NLS  approximation  was  finally

proved strictly on the time-scale  .

Key words：2-fluid model；modulation approximation；NLS equation；resonance；normal-form transformation

 

引　　言

等离子体模型是指在研究复杂的非平衡态等离子体时，经常遇到多参变量的情况，为了从理论上定量地

或定性地描述它们，利用一些互相补充的简化模型常常是很有益的[1-2]
.本文在一维直线上考虑下列等离子体

中的简化双流体模型：
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

∂tn+∂x(nv) = 0,

∂tv+ v∂xv+
∂xn
n
= −∂xϕ,

∂2
xϕ = eϕ−E

2 −n,

∂ttE−∂2
xE+ eϕ−E

2E = 0,

（1）

n v E ϕ

(x, t) ∈ R×R+
其中 表示离子的密度， 表示离子的速度， 表示高频电场， 是低频电场的势函数，这些函数均定义在

上.此模型描述了离子声波与等离子体波的相互作用，来源于 Euler-Maxwell系统，即由离子和电

子的 Euler方程，以及电场和磁场的 Maxwell方程耦合的双流体模型.模型 (1)的推导过程可参考文献 [3]及
其相关文献.

对于双流体模型 (1)，Guo和 Huang[4] 利用常微分方程方法证明了孤立波的存在性、唯一性以及无穷远处

的渐近行为.Han、Zhang和 Guo[5] 证明了三维空间中平衡态附近扰动解的整体存在性，该结果推广了 Guo和

Pausader[6] 关于离子 Euler-Poisson模型 (2)在三维空间中的小振幅整体光滑无旋解.事实上，当忽略高频电场

效应时，双流体模型 (1)退化为下列离子 Euler-Poisson模型：
∂tn+∂x(nv) = 0,

∂tv+ v∂xv = −∂xn
n
−∂xϕ,

∂2
xϕ = eϕ−n.

（2）

对于离子 Euler-Poisson模型 (2)，Guo和 Pu[7] 首次严格建立了一维冷离子以及热离子两种情形的 KdV极

限.Pu[8] 对高维的情形，即二维的 KP-II极限以及三维的 ZK极限进行了研究.之后，Liu和 Pu[9] 严格证明了带

量子效应的退化双流体模型的量子 KdV极限.由于 KdV方程的解恰是非线性 Schrödinger (NLS)方程在小波

数区域的解，故考虑色散模型的 NLS逼近是很有意义的事情.作为著名的非线性逼近方程，NLS方程在一维

直线上是完全可积的 Hamilton系统，可以借助反散射方法对其求解[10]
.1968年，Zakharov[11] 从流体动力学方

程推导出了 NLS方程，用于考虑具有无限深度的自由表面理想流体.随着研究的深入，学者们发现了一些重要

的非线性波动现象（如等离子体中的离子声波、电场中超导电子的运动以及非线性光学的自陷现象等）都可以

用 NLS方程进行描述 [12-13]
.最近，Liu和 Pu[14] 利用 normal-form变换以及修正能量的方法严格证明了离子

Euler-Poisson模型 (2)的 NLS逼近.本文将此结果[14] 推广到双流体模型 (1)的调制逼近.双流体模型 (1)是一

个高度耦合的双曲方程组，其线性色散关系有两个：
ωu = sgn(k)

√
1+ k2,

ωv = kq̂(k), q̂(k) =

√
2+ k2

1+ k2 .

（3）

k0 = 0

因而在研究调制逼近过程中，需要寻找合适的满足耦合方程组兼容性的形式逼近解.本文考虑下列基本空间

波数 的关于时间震荡的形式波列解：
E = ϵA(ϵx, ϵ2t)eit + c.c.+O(ϵ2),(
n−1

v

)
= ϵ2B(ϵx, ϵ2t)+O(ϵ3),

（4）

0 < ϵ ≪ 1其中 是一个小扰动参数，A 表示复值振幅，c.c.表示复共轭.将式 (4)代入模型 (1)中，可得复振幅 A 满

足下列 NLS方程：

∂T A = iν1∂
2
XA+ iν2A|A|2, （5）

X = ϵx ∈ R T = ϵ2t ∈ R O(1/ϵ2) O(1/ϵ) ν j ∈ R, j ∈ {1,2}其中 ， ，即时间和空间的调制尺度分别为 和 ，系数满足 .

1/2

严格证明上面阐述的 NLS逼近过程不是一件容易的事情.Kalyakin[15] 首次真正意义上地证明了拟线性色

散系统的 NLS逼近结果，然而该系统中拟线性二次项被完全排除在外.目前，带有拟线性二次项色散系统的

NLS逼近已取得了部分重要结果.具体来说，可以针对系统本身特点，寻找特殊变换将二次项消除，例如忽略

表面张力且考虑无限深度的二维和三维水波问题[16-17]
.再如拟线性 KdV方程，Schneider[18] 利用 Miura变换得

到了 NLS逼近结果.另外，当原系统中右端二次项只丢失 阶导数时，可以借助 normal-form变换消除二次
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项，如忽略表面张力且考虑有限深度的二维水波问题.此时，由于变换后系统的右端项会丢失一阶导数，从而

通过 Cauchy-Kowalevskaya定理便可得到 NLS逼近结果[19-20]
.利用 normal-form变换消除双曲系统中半线性

二次项的方法最早在文献 [21]中被介绍.Kalyakin[15] 首次利用 normal-form变换证明了 NLS逼近理论.另外，

当二次项丢失一阶导数时，可以利用 normal-form变换修正能量泛函的方法，有效处理由拟线性项丢失导数引

起的困难，例如 Düll[22] 证明了拟线性 Klein-Gordon方程在 Sobolev空间中的 NLS逼近结果，注意到这里的拟

线性 Klein-Gordon方程的线性色散关系不会引起共振点.此外，Liu和 Pu[14] 得到了离子 Euler-Poisson方程组

的 NLS逼近结果，与上述模型不同，离子 Euler-Poisson方程组不仅二次项丢失一阶导数，而且会出现非平凡

共振点，他们在 Fourier空间中利用截断函数修正误差，并通过投影算子将误差的高低频部分分开，对低频部

分直接应用 normal-form变换，对高频部分则利用此变换定义新的能量泛函，从而解决了由导数丢失以及共振

点出现带来的双重困难.最近，Bian、Liu和 Pu[23] 严格证明了一维带量子效应的退化双流体模型的 NLS逼近

结果，其中量子项会引起更高阶导数的出现.另外，Düll[24] 在弧长坐标下严格证明了二维有限深度水波的

NLS逼近，其中带表面张力和不带表面张力的情形均包含在内.注意到本文考虑的双流体模型 (1)是一个高度

耦合的色散模型，包含两种完全不同的色散关系，既会出现共振点又会损失导数，因而与上述列举模型均有所

不同.本文将利用 normal-form变换消除低阶项，结合方程本身的特点去构造合适的修正能量泛函，最终严格

论证双流体模型 (1)的 NLS逼近结果.

sA≥6 C1, T0 > 0 C2 > 0, ϵ0 > 0

A ∈C([0,T0],HsA (R,C))

定理 1　固定 ，对于所有的 ，都存在常数 ，使得当 NLS方程 (5)的所有解

满足

sup
T∈[0,T0]

∥∥∥A(·,T )
∥∥∥

HsA
(R,C)≤C1

ϵ ∈ (0, ϵ0)时，下面的陈述成立.对于任意的 ，模型 (1)的解存在 En−1
v

 ∈ (C
(
[0,T0/ϵ

2],HsA (R,R)
)
)3,

且满足

sup
t∈[0,T0/ϵ2]

∥E− ϵ(A(ϵx, ϵ2t)eit + c.c.
)∥HsA (R,R)≤C2ϵ

3/2, sup
t∈[0,T0/ϵ2]

∥∥∥∥∥(n−1
v

)
− ϵ2|A(ϵx, ϵ2t)|2ζ

∥∥∥∥∥
HsA (R,R)2

≤C2ϵ
5/2,

ζ =
1
4

−1
√

2

其中　　 .

t ∈ [0,T0/ϵ
2] (E,n−1,v) (ϵAeit + c.c., ϵ2|A|2ζ) O(ϵ3/2)

O(ϵ5/2) ϵ−2

注 1　对于任意的 ，相对于真实解 和逼近解 来说，定理 1中阶为 和

的误差是足够小的.换言之，由于 NLS逼近存在的时间尺度 足够长，从而保证在原系统模型 (1)中能够很好地观察

到 NLS方程的动力学行为.

k = 0

注 2　定理 1中误差的光滑性与复振幅 A 的光滑性一致，这一点可以通过修正逼近解使其在 Fourier空间中有紧支集来

实现，这是因为逼近解在 Fourier空间中的支集集中在 的某个邻域.具体细节可参见本文第 3节.

O(ϵ−2)

O(1)

k = 0 k = 0

注 3　由于双流体模型 (1)中出现了拟线性二次项，这会引起三方面困难.首先，为了在时间尺度 上严格证明

NLS逼近，需要利用 normal-form变换消去误差方程中阶为 的非线性项，而双流体模型 (1)的色散关系 (3)导致消去过程

中出现共振点 ，本文充分利用了拟线性二次项在 处消失的特点来处理共振点.其次，拟线性二次项会损失一阶导数，

因此在对误差进行一致能量估计的过程中，需要充分利用模型的结构特点解决导数损失的问题.最后，双流体模型 (1)的高度

耦合性以及两种完全不同的色散关系，使得在克服前两种困难时需要更加细致的分析.

本文具体结构如下：第 1节列出本文中需要用到的记号以及预备引理；第 2节从形式上将 NLS方程导

出，并给出余项的估计；第 3节利用 normal-form变换消去误差方程中的低阶项；第 4节充分利用误差方程结

构，通过构造合适的修正能量泛函得到误差的一致能量估计，从而严格证明了本文主要结论. 

1    预 备 知 识

u ∈ L2(R,K)符号说明　函数 的 Fourier变换定义如下：
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û(k) =
1

2π

w
u(x)e−ikxdx,

K = R K = C Hs(R,K) R K u ∈ Hs(R,K) C其中 或者 . 表示从 映到 的函数空间. 意味着存在常数 使得
∥u∥Hs(R,K)≤C.

Lp(m)泛函空间 的定义如下：
u ∈ Lp(m)(R,K)⇔ uϱm ∈ Lp(R,K),

ϱ =
√

1+ x2 C A≤CB A = O(B) Cw
(·) dx

w
R

(·) dx L2(R,K) Hs(R,K)

其中 .若存在常数 使得 ，则记 .注意本文中出现的常数 各不相同.为了书写方便，

本文中用 ，L2 和 Hs 分别代替 ， 和 .

f , g R引理 1(Cauchy-Schwarz不等式)　设 在 上可积，则w
R

f gdx≤∥ f ∥L2∥g∥L2.

a,b p > 1,
1
p
+

1
q
= 1引理 2(Young不等式)　设 是非负实数， ，那么

ab≤
ap

p
+

bq

q
.

j ∈ {±1} a j ∈ H2(R,R) f j ∈ H1(R,R)引理 3　设 ， 且 ，则有w
R

a j f j∂x f jdx = −1
2

w
R
∂xa j f 2

j dx,∑
j∈{±1}

w
R

a j f j∂x f− jdx =
1
2

w
R

(a−1−a1)( f1+ f−1)∂x( f1− f−1)dx+

O((∥a1∥H2(R,R)+ ∥a−1∥H2(R,R))(∥ f1∥L2(R,R)+ ∥ f−1∥L2(R,R))),∑
j∈{±1}

j
w
R

a j f j∂x f− jdx =
1
2

w
R

(a1+a−1)( f1+ f−1)∂x( f−1− f1)dx+

O((∥a1∥H2(R,R)+ ∥a−1∥H2(R,R))(∥ f1∥L2(R,R)+ ∥ f−1∥L2(R,R))).

引理 3的证明可以参考文献 [10]中的引理 5.3.
m≥1引理 4(交换子估计)[25]　设 是一个整数，定义交换子如下：

[∇m, f ]g := ∇m( f g)− f∇mg. （6）

则该交换子有下列估计：

∥[∇m, f ]g∥Lp≤∥∇ f ∥Lp1 ∥∇m−1g∥Lp2 + ∥∇m f ∥Lp3 ∥g∥Lp4 , （7）

p, p2, p3 ∈ (1,∞)其中 ，且有
1
p
=

1
p1
+

1
p2
=

1
p3
+

1
p4

.

 

2    形式推导和余项估计

ρ = n−1 (ρ,E)→ φ(ρ,E)

为了从双流体模型 (1)中形式推导出 NLS方程，首先将式 (1)写成一阶偏微分方程组.为此，取平衡解附

近的扰动解 ，则由模型 (1)中的 Poisson方程可知，存在可逆算子 ，使得

ϕ(ρ,E) =
1

1−∂2
x
ρ+

1
1−∂2

x
E2− 1

2(1−∂2
x)

(
1

1−∂2
x
ρ

)2

+M1.

进一步，令

∂tE = ΛẼ, Λ̂(k) = i · sgn(k)
√

1+ k2,

sgn(k) k其中 表示 的符号函数.则由模型 (1)的最后一个方程可得

∂tẼ = −ΛE−
1
Λ

[(1−∂2
x)−1ρ)E]+M2,

M1,M2其中 是三次及高于三次的非线性项，均有很好的性质.此时，可将方程 (1)重新书写为一阶偏微分方程
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组，并将其线性项、二次项以及高次项分开：

∂t

(
E
Ẽ

)
=

(
0 Λ

−Λ 0

)(E
Ẽ

)
+

 0

− 1
Λ

[(1−∂2
x)−1ρ)E]+M2

 ,
∂t

(ρ
v
)
=


0 ∂x

∂x +
∂x

1−∂2
x

0

(ρv)+
−∂x(ρv)

− ∂x

1−∂2
x
E2− 1

2
∂xv2+

1
2
∂xρ

2− ∂x

2(1−∂2
x)

(
1

1−∂2
x
ρ

)2

−∂x(M1+ ln(ρ+1)−ρ+ 1
2
ρ2

.
（8）

下面通过变量替换，将式 (8)的线性部分进行对角化处理.令

S1 =

(
1 1
1 −1

)
, S2 =

( 1 1
−q q

)
,(

E
Ẽ

)
= S1

( U1

U−1

)
,
(ρ
v
)
= S2

( V1

V−1

)
, （9）

U =
(

U1
U−1

)
V =

(
V1
V−1

)
q q̂ =

√
2+ k2

1+ k2其中 ， ， 满足 .记
Ω̂U = iωu(k), ωu(k) = sgn(k)

√
1+ k2,

Ω̂V = iωv(k), ωv(k) = kq̂(k), q̂(k) =

√
2+ k2

1+ k2 .

将式 (9)代入式 (8)可得以下对角化方程组：

∂tU j = jΩUU j−
j

2ΩU

[(
1

1−∂2
x
(V1+V−1)

)
(U1+U−1)

]
+H1 j(U,V),

∂tV j = jΩVV j+
j∂x

2q(1−∂2
x)

(U1+U−1)2+
1
2
∂x[(V1+V−1)q(V1−V−1)]+

j∂x

4q
[q(V1−V−1)]2− j∂x

4q
(V1+V−1)2− j∂x

4q(1−∂2
x)

[
1

1−∂2
x
(V1+V−1)

]2

+H2 j(U,V),

（10）

j ∈ {±1} H1 j(U,V),H2 j(U,V) U,V其中 ， 是关于 的三次及高于三次的项，且不会损失导数，因而有比较好的估计.

下面从对角化方程组 (10)出发，形式推导 NLS方程.做如下渐近展开：
U = ϵΨ̃ = ϵ

(
Ψ̃1

Ψ̃−1

)
= ϵ(Ψ̃11+ Ψ̃−11) =

(
Ã1(ϵx, ϵ2t)

0

)
eit +

(
Ã−1(ϵx, ϵ2t)

0

)
e−it,

V = ϵ2Φ̃ = ϵ2
(
Φ̃1

Φ̃−1

)
= ϵ2Φ̃2 =

(
B̃2(ϵx, ϵ2t)

0

)
,

（11）

A±1 A1 = A−1 B2 ϵ

ωu(k) ˆ̃A±1, q̂(k) ˆ̃B2 ωu(k) q̂(k) k = 0 ϵ3eit

其中 为复值函数，且满足 ， 为实值函数.将渐近展开式 (11)代入对角化方程 (10)并取 的各阶系

数为零.在这个过程中，遇到如 的项，可将 以及 在 处 Taylor展开.令 的系数为

零，可得

∂T Ã1 = −
i
2
∂2

X Ã1+
i
2

Ã1B̃2. （12）

ϵ3令 的系数为零，可得
√

2∂X B̃2+

√
2

4
∂X |Ã1|2 = 0. （13）

B̃2 = −
1
4
|Ã1|2由方程 (13)，可取关系式 ，将此关系式代入式 (12)可得下列 NLS方程：

∂T Ã1 = −
i
2
∂2

X Ã1−
i
8
|Ã1|2Ã1. （14）
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为了证明 NLS方程 (14)的逼近性质，需要考虑下列余项：
RU(ϵΨ̃) =

(
RU1 (ϵΨ̃)
RU−1 (ϵΨ̃)

)
,

RV(ϵ2Φ̃) =
(

RV1 (ϵ2Φ̃)
RV−1 (ϵ2Φ̃)

)
.

ϵΨ̃ , ϵ2Φ̃

ϵ

Ãp1(p = 2,3,4) Ã1 B̃ql(q = 3,4,5)

Ã1

k = 0

(ϵΨ , ϵ2Φ)

这些余项就是将渐近展开式 (11)代入对角化方程 (10)之后所有未被消掉的项.通过对形式逼近解

进行以下两方面的修正，可以使余项任意小，进而有利于后面对误差进行一致能量估计.首先，将式

(11)从形式上展开到关于 更高阶的项，形式上如式 (15).实际上，展开到高阶之后代入方程 (10), 类似的方法

可得 满足线性非齐次 Schrödinger方程.该方程的系数函数和自由项依赖于 ，且 满

足依赖于 的代数方程，具体推导过程这里不再赘述.其次，利用截断函数使逼近解在 Fourier空间中具有紧

支集，且集中在 的某个小邻域内.通过对逼近解进行这两次修正，可以证明余项任意小，并且修正后的逼

近解与修正前的逼近解差值很小.另外，第二步修正使得逼近解成为解析函数，从而对误差的能量估计更有

利.此修正过程也可参考文献 [20].具体地说，修正后的逼近解 (记为 )有下列形式：
ϵΨ = ϵ

(
Ψ1

Ψ−1

)
= ϵ(Ψ11+Ψ−11)+ ϵ2(Ψ2+Ψ−2)+ ϵ3(Ψ3+Ψ−3)+ ϵ4(Ψ4+Ψ−4),

ϵ2Φ = ϵ2
(
Φ1

Φ−1

)
= ϵ2Φ2+ ϵ

3Φ3+ ϵ
4Φ4+ ϵ

5Φ5,

（15）

其中

Ψ±11 =

(
A±1(ϵx, ϵ2t)

0

)
e±it, Ψ±2 =

(
A±21(ϵx, ϵ2t)
A±22(ϵx, ϵ2t)

)
e±it,

Ψ±3 =

(
A±31(ϵx, ϵ2t)
A±32(ϵx, ϵ2t)

)
e±it, Ψ±4 =

(
A±41(ϵx, ϵ2t)
A±42(ϵx, ϵ2t)

)
e±it,

Φ2 =

(
B2(ϵx, ϵ2t)

0

)
, Φ3 =

(
B31(ϵx, ϵ2t)
B32(ϵx, ϵ2t)

)
,

Φ4 =

(
B41(ϵx, ϵ2t)
B42(ϵx, ϵ2t)

)
, Φ5 =

(
B51(ϵx, ϵ2t)
B52(ϵx, ϵ2t)

)
.

0 < ϵ ≪ 1 A1 = A−1,Apl = A−pl B2,Bql对于 ，这里 ，且 在 Fourier空间中有紧支集.因此下面的引理成立.

sA≥6 Ã1 ∈C([0,T0]; HsA (R,C))引理 5　令 ，设 是 NLS方程 (14)的解，且满足

sup
T∈[0,T0]

∥∥∥Ã1(·,T )
∥∥∥

HsA
≤CA,

s≥0 CA CRU ,CRV ,CΨ ,CΦ, ϵ0 ϵ ∈ (0, ϵ0) (ϵΨ , ϵ2Φ)则对所有的 ，存在依赖于 的常数 ，使得对所有的 ，逼近解 满足

sup
T∈[0,T0/ϵ2]

∥∥∥RU j (ϵΨ)
∥∥∥

Hs≤CRUϵ
13/2,

sup
T∈[0,T0/ϵ2]

∥∥∥RV j (ϵ
2Φ)

∥∥∥
Hs≤CRV ϵ

13/2,

sup
T∈[0,T0/ϵ2]

∥∥∥Φ̂±1
∥∥∥

L1(s+1)(R,R)≤CΦ,

sup
T∈[0,T0/ϵ2]

∥∥∥Ψ̂±1
∥∥∥

L1(s+1)(R,C)≤CΨ ,

sup
T∈[0,T0/ϵ2]

∥∥∥ϵΨ − ϵ(Ψ̃11+ Ψ̃−11)
∥∥∥

HsA
≤CΨϵ3/2,

sup
T∈[0,T0/ϵ2]

∥∥∥ϵ2Φ− ϵ2Φ̃2
∥∥∥

HsA
≤CΦϵ5/2

.

(ϵΨ , ϵ2Φ)

m,M≥0

引理 5的证明可参考文献 [20]中的引理 5.事实上，前 4个估计式成立的原因是修正逼近解 在

Fourier空间中有紧支集.又由于对于所有的 有

∥(χ[−δ,δ]−1)ϵ−1 f̂ (ϵ−1·)∥L2(m)≤Cϵm+M−1/2∥ f ∥Hm+M ,
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χ[−δ,δ] [−δ,δ]其中 是作用在 上的特征函数.引理 5中第三和第四个估计式经常被用来估计下式：

∥ψ j f ∥Hs≤C∥ψ j∥Cs
b
∥ f ∥Hs≤C∥ψ̂ j∥L1(s)(R,C)∥ f ∥Hs.

ϵ ∂tΨ̂±11 iωuΨ̂±11注意到此式不会丢失 .进一步， 可以被 逼近，即下列引理成立.

s≥0 C > 0引理 6[20]　对所有的 ，存在常数 使得下式成立：

∥∂tΨ̂±11+ iωuΨ̂±11∥L1(s)≤Cϵ2
. （16）

 

3    Normal-form 变换

ϵΨ , ϵ2Φ

为了严格证明 NLS逼近，需要对误差作一致能量估计.为此，先推导误差满足的发展方程.根据第 2节得

到的修正逼近解 ，可设模型 (10)的真实解有下列形式：

U j = ϵΨ j+ ϵ
βR j, V j = ϵΦ j+ ϵ

βS j, （17）

j ∈ {±1}, β = 7
2

(R,S)其中 .将式 (17)代入方程 (10)中可得误差 满足的发展方程为

∂tR j = jΩUR j−
jϵ2

2ΩU

[
1

1−∂2
x
(Φ1+Φ−1)(R1+R−1)

]
− jϵ2

2ΩU

[
(Ψ1+Ψ−1)

1
1−∂2

x
(S 1+S −1)

]
−

jϵ β+1

2ΩU

[
(R1+R−1)

1
1−∂2

x
(S 1+S −1)

]
+H1 j(ϵΨ , ϵ2Φ,R,S)+ ϵ−βRU j (ϵΨ , ϵ

2Φ) =

jΩUR j+ jϵ2(Q1(Φ,R)+Q2(Ψ ,S))+ jϵ β+1Q2(R,S)+

H1 j(ϵΨ , ϵ2Φ,R,S)+ ϵ−βRU j (ϵΨ , ϵ
2Φ), （18）

∂tS j = jΩVS j+
j

q(1−∂2
x)
∂x[(Ψ1+Ψ−1)(R1+R−1)]+

{
ϵ2

2
∂x[(Φ1+Φ−1)q(S 1−S −1)]+

ϵ2

2
∂x[q(Φ1−Φ−1)(S 1+S −1)]+

jϵ2

2q
∂x[q(Φ1−Φ−1)q(S 1−S −1)]− jϵ2

2q
∂x[(Φ1+Φ−1)q(S 1+S −1)]−

jϵ2

2q(1−∂2
x)
∂x

[
1

1−∂2
x
(Φ1+Φ−1)

1
1−∂2

x
(S 1+S −1)

]}
+

jϵ β−1

2q(1−∂2
x)
∂x[(R1+R−1)2]+

{
ϵ β+1

2
∂x[(S 1+S −1)q(S 1−S −1)]+

jϵ β+1

4q
∂x[q(S 1−S −1)2]− jϵ β+1

4q(1−∂2
x)
∂x

[
1

(1−∂2
x)

(S 1+S −1)
]2

−

jϵ β+1

4q
∂x[(S 1+S −1)2]

}
+H2 j(ϵΨ , ϵ2Φ,R,S)+ ϵ−β−1RV j (ϵΨ , ϵ

2Φ) =

jΩVS j+ jD(Ψ ,R)+ ϵ2G j(Φ,S)+ jϵ β−1D(R,R)+ ϵ β+1G j(S,S)+

H2 j(ϵΨ , ϵ2Φ,R,S)+ ϵ−β−1RV j (ϵΨ , ϵ
2Φ), （19）

q q̂ =

√
2+ k2

1+ k2 ΩU ΩV

β

其中 满足 .对于误差方程 (18)和 (19)，线性算子 和 生成一致有界半群，因而不会产生困

难.根据引理 5中的估计式以及 的取值可知，余项满足

ϵ−βRU j = O(ϵ4), ϵ−β−1RV j = O(ϵ2).

H1 j,2 j由引理 5中逼近解的估计以及方程 (10)中 的特点可知

H1 j,2 j(ϵΨ , ϵ2Φ,R,S) = O(ϵ2).

另外，二次项满足
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ϵ2(Q1(Φ,R), Q2(Ψ ,S),G j(Φ,S)) = O(ϵ2),

ϵ β+1(G j(S,S), Q2(R,S)) = O(ϵ β+1),

ϵ β−1D(R,R) = O(ϵ β−1).

O(ϵ−2) jD(Ψ ,R) =
j

q(1−∂2
x)
∂x[(Ψ1+Ψ−1)(R1+R−1)] O(ϵ2)

因此，为了在时间尺度 上得到 NLS逼近的有效性，只有误差方程 (19)右端第二项即

需要被消去，使其成为 项.下面利用 normal-form变换消去该问题项，令

S̃ j = S j+
∑

j̃∈{±1}

N j j̃(Ψp,R j̃), Ψp = Ψ1+Ψ−1, （20）

N j j̃(Ψ̂p, R̂ j̃) =
w

n j j̃(k,k−m,m)Ψ̂p(k−m)R̂ j̃(m)dm, j, j̃ ∈ {±1}. （21）

引理 7　Normal-form变换 (20)有以下性质：

① Normal-form变换的核函数满足

n j j̃(k,k−m,m) =
jk

q̂(k)(1+ k2)
1

jωv(k)−ωu(k−m)− j̃ωu(m)
, （22）

且下列等式成立

− jΩV N j j̃(Ψp,R j̃)+N j j̃(ΩUΨp,R j̃)+ j̃N j j̃(Ψp,ΩUR j̃) = −
j

q(1−∂2
x)
∂x(ΨpR j̃); （23）

s≥6 C② 对于任意的 ，存在常数 ，使得

∥N j j̃(Ψp,R j̃)∥Hs≤C∥R1,R−1∥Hs. （24）

S证明　将 normal-form变换 (20)代入关于误差 的发展方程 (19)中可得

∂tS̃ j = ∂tS j+
∑

j̃∈{±1}
(N j j̃(∂tΨp,R j̃)+N j j̃(Ψp,∂tR j̃)) =

jΩV S̃ j+
∑

j̃∈{±1}

{[
− jΩV N j j̃(Ψp,R j̃)+N j j̃(ΩUΨp,R j̃)+ j̃N j j̃(Ψp,ΩUR j̃)+

j∂x

q(1−∂2
x)

(ΨpR j̃)
]
+N j j̃(∂tΨp−ΩUΨp,R j̃)+ j̃ϵ2N j j̃(Ψp,Q1(Φ,R)+Q2(Ψ ,S))+

N j j̃(Ψp, j̃ϵ β+1Q2(R,S))
}
+H1 j(ϵΨ , ϵ2Φ,R,S)+ ϵ−βRU j (ϵΨ , ϵ

2Φ)+ ϵ2G j(Φ,S)+

ϵ β+1G j(S,S)+ jϵ β−1D(R,R)+H2 j(ϵΨ , ϵ2Φ,R,S)+ ϵ−β−1RV j (ϵΨ , ϵ
2Φ). （25）

N j j̃(∂tΨp−ΩUΨp,R j̃) = O(ϵ2) O(1)

ϵ

根据引理 6可知方程 (25)右端项 ，且除了方程 (25)右端 项，即中括号里的

项以外，其他项关于 的阶均大于等于 2.取方程 (25)右端中括号里的项为零，可得等式 (23).在 Fourier空间中

计算可得

( jωv(k)−ωu(k−m)− j̃ωu(m))n j j̃(k,k−m,m) =
jk

q̂(k)(1+ k2)
. （26）

n j j̃(k,k−m,m)

Ψ̂(k−m) k−m = 0 0 k

k−m m

由式 (26)可得 满足引理 7中的式 (23).然而，若式 (22)右端的分母为零，则 normal-form变

换 (20)没有意义.但是因为修正逼近解 的紧支集在 附近，因而在方程 (17)中可用 和 分别替

换 和 ，回顾双流体模型的色散关系 (3)有

( jωv(k)−ωu(0)− j̃ωu(k))n j j̃(k) =
jk

q̂(k)(1+ k2)
.

n j j̃(k)故可定义 为

n j j̃(k) =
jk

q̂(k)(1+ k2)
1

jkq̂(k)−1− j̃
√

1+ k2
,

k = 0, j̃ = 1 k = 0 D(Ψ̂ , R̂) k = 0注意到当 时，分母确实为零，也就是说 是一个共振点，但由于二次项 在 也为零，因此
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k = 0

O(1)

为平凡共振点.除此之外，无其他共振点.因此，此处所做的 normal-form变换是有意义的，可以成功消去

误差方程中的 项，引理 7的第①条得证.根据引理 5关于逼近解的估计以及 normal-form变换的核函数的

形式可以直接得到估计式 (22)，引理 7的第②条得证. 

4    误 差 估 计

将 normal-form变换 (20)代入误差方程 (18)和 (19)中，得到变换后的误差方程为

∂tR j = jΩUR j+ ϵ
2F1 j(Ψ ,Φ,R, S̃), （27）

∂tS̃ j = jΩV S̃ j+
jϵ2

2
[Θ+q∂x(S̃ j− S̃− j)]+

ϵ2

2
[qΘ−∂x(S̃ j+ S̃− j)]+

ϵ2

2q
[qΘ−q∂x(S̃ j− S̃− j)]−

jϵ2

2q
[Θ+∂x(S̃ j+ S̃− j)]+ ϵ2F2 j(Ψ ,Φ,R, S̃), （28）

其中

Θ+ =Φ1+Φ−1+ ϵ
β+1

(S̃ 1+ S̃ −1)−
∑

j̃∈{±1}

(N1 j̃(Ψp,R j̃)+N−1 j̃(Ψp,R j̃))

 ,
Θ− =Φ1−Φ−1+ ϵ

β+1

(S̃ 1− S̃ −1)−
∑

j̃∈{±1}

(N1 j̃(Ψp,R j̃)−N−1 j̃(Ψp,R j̃))

 ,
F1,F2 s≥6其中 表示不损失导数的项，即对于所有的 有下列估计

∥ϵ2F1 j,2 j(Ψ ,Φ,R, S̃)∥Hs≤Cϵ2(1+ ∥(R, S̃)∥Hs + ϵ1/2∥(R, S̃)∥2Hs + ϵ5/2∥(R, S̃)∥3Hs ). （29）

(R, S̃) O(ϵ−2)为了严格证明 NLS逼近的有效性，只需要得到误差 在时间尺度 上的一致能量估计.由于误差

方程 (28)中二次项损失一阶导数并且有交叉项，故首先介绍以下引理.

引理 8　误差方程 (28)的两个分量方程作差可得

∂x(S̃ 1− S̃ −1) =
1

q(1+ ϵ2Θ+)
[∂t(S̃ 1+ S̃ −1)− ϵ2qΘ−∂x(S̃ 1+ S̃ −1)−

ϵ2(F21(Ψ ,Φ,R, S̃)+F2−1(Ψ ,Φ,R, S̃))]. （30）

下面对误差作能量估计.设

Ms =

s∑
ℓ=1

Mℓ, （31）

Mℓ =
1
2

∑
j∈{±1}

(w
(∂ℓxR j)2dx+

w
(∂ℓxS̃ j)2dx

)
. （32）

∂t Mℓ现在分析 .经过计算可得

∂t Mℓ =
∑

j∈{±1}

[w
∂ℓxR j∂

ℓ
x jΩUR jdx+ ϵ2

w
∂ℓxR j∂

ℓ
xF1 j(Ψ ,Φ,R, S̃)dx+

w
∂ℓxS̃ j∂

ℓ
x jΩV S̃ jdx+

jϵ2

2

w
∂ℓxS̃ j∂

ℓ
x(Θ+q∂x(S̃ j− S̃− j))dx+

ϵ2

2

w
∂ℓxS̃ j∂

ℓ
x(qΘ−∂x(S̃ j+ S̃− j))dx+

ϵ2

2

w
∂ℓxS̃ j

∂ℓx
q

(qΘ−q∂x(S̃ j− S̃− j))dx−

jϵ2

2

w
∂ℓxS̃ j

∂ℓx
q

(Θ+∂x(S̃ j+ S̃− j))dx+
ϵ2

2

w
∂ℓxS̃ j∂

ℓ
xF1 j(Ψ ,Φ,R, S̃)dx

]
. （33）

ΩU,ΩV

H1 ↪→ L∞

ϵ2C(1+Ms+ ϵ
1/2M3/2

s + ϵ
5/2M2

s)

由于色散算子 是反对称微分算子，因而等式 (33)右端第一项和第三项均为零.又根据估计式 (29)、
引理 5、Cauchy-Schwarz不等式、Sobolev嵌入 以及 Young不等式可得，等式 (33)右端第二项和最后

一项可以被 控制.对等式 (33)进一步利用交换子的定义 (6)，可得
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∂t Mℓ =
∑

j∈{±1}

[ jϵ2

2

w
∂ℓxS̃ j Θ+q∂ℓ+1

x (S̃ j− S̃− j)dx+
jϵ2

2

w
∂ℓxS̃ j[∂ℓx,Θ+]q∂x(S̃ j− S̃− j)dx+

ϵ2

2

w
∂ℓxS̃ jqΘ−∂ℓ+1

x (S̃ j+ S̃− j)dx+
ϵ2

2

w
∂ℓxS̃ j[∂ℓx,qΘ−]∂x(S̃ j+ S̃− j)dx+

ϵ2

2

w 1
q
∂ℓxS̃ jqΘ−q∂ℓ+1

x (S̃ j− S̃− j)dx+
ϵ2

2

w 1
q
∂ℓxS̃ j[∂ℓx,qΘ−]q∂x(S̃ j− S̃− j)dx−

jϵ2

2

w 1
q
∂ℓxS̃ jΘ+∂

ℓ+1
x (S̃ j+ S̃− j)dx− jϵ2

2

w 1
q
∂ℓxS̃ j[∂ℓ1x ,Θ+]∂x(S̃ j+ S̃− j)dx

]
+

ϵ2O(1+Ms+ ϵ
1/2M3/2

s + ϵ
5/2M2

s). （34）

|k| → ∞回顾式 (3)可知，当 时，有

q̂(k)−1 = O(k−2),
1

q̂(k)
−1 = O(k−2). （35）

H1 ↪→ L∞
对式 (34)，利用式 (35)、式 (30)、分部积分、交换子估计 (7)、引理 5、Cauchy-Schwarz不等式、Sobolev嵌

入 以及 Young不等式可得

∂t Mℓ =
∑

j∈{±1}

[
−2ϵ2

w
q∂xΘ−(∂ℓxS̃ j)2dx− jϵ2

w
Θ+∂

ℓ
xS̃ j∂

ℓ+1
x S̃− jdx

]
+ ϵ2O(1+Ms+ ϵ

1/2M3/2
s + ϵ

5/2M2
s) =

−2ϵ2
w
Θ+∂

ℓ
x(S̃ 1+ S̃ −1)∂ℓ+1

x (S̃ 1− S̃ −1)dx+ ϵ2O(1+Ms+ ϵ
1/2M3/2

s + ϵ
5/2M2

s) =

−2ϵ2
w
Θ+∂

ℓ
x(S̃ 1+ S̃ −1)∂ℓx

[ 1
q(1+ ϵ2Θ+)

(
∂t(S̃ 1+ S̃ −1)− ϵ2qΘ−∂x(S̃ 1+ S̃ −1)−

ϵ2(F21(Ψ ,Φ,R, S̃)+F2−1(Ψ ,Φ,R, S̃)))
]
dx+ ϵ2O(1+Ms+ ϵ

1/2M3/2
s + ϵ

5/2M2
s) =

− ϵ2 d
dt

w Θ+

q(1+ ϵ2Θ+)
(∂ℓx(S̃ 1+ S̃ −1))2dx+ ϵ2O(1+Ms+ ϵ

1/2M3/2
s + ϵ

5/2M2
s). （36）

因此，可以定义如下形式的修正能量泛函：

M̃s =Ms+ ϵ
2

s∑
ℓ=1

hℓ, （37）

其中

hℓ =
w Θ+

q(1+ ϵ2Θ+)
(∂ℓx(S̃ 1+ S̃ −1))2dx.

M̃s因而对于修正能量泛函 有

∂tM̃s≤Cϵ2(1+M̃s+ ϵ
1/2M̃3/2

s + ϵ
5/2M̃2

s). （38）

ϵ > 0 M̃s t ∈ [0,T0/ϵ
2]

∥(R,S)∥Hs≤C∥(R, S̃)∥Hs≤C
√
M̃s

ϵΨ , ϵ2Φ (R,S) t ∈ [0,T0/ϵ
2]

对于封闭的能量估计式 (38)，利用 Gronwall不等式可知，对于足够小的 ， 在 上是一致

有界的.另外，根据 normal-form变换 (20)及其估计 (22)可得， .因此，对角化模

型 (10) 的真实解与修正逼近解 之间的误差 在 上是一致有界的.进一步地，根据引理

5中关于逼近解的估计，以及可逆变换 (9)可得定理 1的结论. 

5    结论与展望

k = 0

O(ϵ−2)

本文研究了一类双流体模型的调制逼近，其中调制逼近解是关于时间震荡的正弦波列.在严格证明该调

制逼近的有效性时，模型中拟线性二次项会引起平凡共振点 的出现以及导数的损失.本文通过利用

normal-form变换并构造合适的修正能量泛函，最终在时间尺度 上严格证明了误差的一致能量估计.若

考虑关于时空的震荡逼近解，则证明调制逼近过程中还会出现两个非平凡共振点.寻找合适的权重函数有望

解决非平凡共振点引起的困难，笔者拟将另文探讨.
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