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摘要：　 研究了具有时滞、不确定性和随机扰动的中立型耦合神经网络的有限时间同步问题．在 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理

论的基础上，结合不等式技术得到了有限时间同步判据．接着构造合适的状态反馈控制器，使主从系统实现了有限

时间同步．最后，通过一个数值仿真验证了所提出理论的有效性．
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０　 引　 　 言

神经网络是模仿神经元信息传递过程所构建出的一种数学模型，可以用来解决一些复杂的非线性问题．
近年来，神经网络已经被应用于生物信号检测、价格预测、风险评估和故障诊断等许多领域．随着研究的不断

０８４

应用数学和力学
４４ 卷 ４ 期　 ２０２３ 年 ４ 月

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
　 　 　 　 　 Ｖｏｌ．４４，Ｎｏ．４，Ａｐｒ．，２０２３

∗ 收稿日期：　 ２０２１⁃１２⁃３０； 修订日期：　 ２０２２⁃０３⁃２１
基金项目：　 上海市自然科学基金项目（２０ＺＲ１４２２４００）
作者简介：　 王柯杰（１９９６—）， 男， 硕士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｗａｎｇｋｅｊｉｅ０３０７＠ １６３．ｃｏｍ）；

陈巧玉（１９８４—）， 女， 副教授， 博士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｇｏｏｄｌｕｃｋｑｉａｏｙｕ＠ １２６．ｃｏｍ）；
童东兵（１９７９—）， 男， 教授， 博士（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｔｏｎｇｄｏｎｇｂｉｎｇ＠ １６３．ｃｏｍ）；
毛琦（１９８５—）， 男， 讲师， 博士（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ａｓｄｅｎｇｌｉｓｈ＠ １２６．ｃｏｍ）．

引用格式：　 王柯杰， 陈巧玉， 童东兵， 毛琦． 具有随机扰动和不确定性的中立型耦合神经网络有限时间同步［Ｊ］ ． 应

用数学和力学， ２０２３， ４４（４）： ４８０⁃４８８．



深入，中立型神经网络吸引了越来越多的关注．它是神经网络的特殊形式，其时滞在系统现在的状态和状态

的导数中同时存在，由此导致该类系统具有更加复杂的动态行为，也使得此类系统相较于一般时滞系统具有

更好的普适性．像化学反应过程、涡轮喷气发动机的转动过程等都可以利用中立型时滞系统进行建模．通过

设计新的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函和提出新的分析技巧，文献［１］研究了一类具有混合时滞的中立型耦合神经网络的

指数同步．文献［２］利用 Ｍ 矩阵方法和随机分析法，研究了具有 Ｍａｒｋｏｖ 切换参数的中立型随机神经网络的

自适应同步．基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论和不等式技术，文献［３］针对一类具有多时滞的中立型神经网络，研
究了其平衡点的存在性、唯一性和全局渐近稳定性．

同步是指复杂网络中节点达到相同状态的行为，它不仅是一种基本的自然现象，也是复杂网络科学领域

的重要研究方向之一．在过去的几十年里，学者们进行了全面的研究，并取得了大量的成果．其中，有限时间

同步由于其优异的暂态性能而受到越来越多的关注［４］ ．文献［５］利用 Ｍ 矩阵方法得到了具有 Ｍａｒｋｏｖ 拓扑和

分布脉冲效应的神经网络有限时间同步判据．针对一类模糊中立型耦合 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 系统，文献［６］利用有限时

间稳定性理论和不等式技术，给出了其有限时间同步判据．对于具有自适应状态耦合的多权重复杂网络，文
献［７］通过 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论，设计出合适的控制器，使其达到有限时间同步和 Ｈ∞ 同步．

在神经网络中，不确定性和随机扰动往往会造成不稳定或抖振，这些因素不利于神经网络的实际应用．
因此对不确定时滞系统的研究一直是控制理论研究中的难点和热点问题之一．本文研究了具有不确定性和

随机扰动的中立型耦合神经网络有限时间同步问题，所构建的系统模型与文献［８⁃１０］相比引入了不确定性

和随机扰动，更具实际意义．在 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论的基础上，结合不等式技术，推导出中立型耦合神经网

络有限时间同步准则．为了解决不确定性和随机扰动造成的问题，本文构造了合适的状态反馈控制器来保证

主从系统实现有限时间同步．以 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积形式给出有限时间同步判据，易于使用 ＭＡＴＬＡＢ 工具箱来检验．

１　 问 题 描 述

考虑一类具有时滞和不确定性及扰动的中立型神经网络，其驱动系统设计如下：
　 　 ｄ［ｘｉ（ ｔ） － Ｄｘｉ（ ｔ － τ）］ ＝ ［ － （Ｃ ＋ ΔＣ）ｘｉ（ ｔ） ＋ （Ａ ＋ ΔＡ） ｆ（ｘｉ（ ｔ）） ＋
　 　 　 　 （Ｂ ＋ ΔＢ） ｆ（ｘｉ（ ｔ － τ））］ｄｔ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （１）

其中， ｘｉ（ ｔ） ＝ ［ｘｉ１（ ｔ），…，ｘｉｎ（ ｔ）］ Ｔ ∈ ＲＲ ｎ代表第 ｉ 个节点的状态向量，Ｄ ＝ ｄｉａｇ［ｄ１，…，ｄｎ］ 且 ｜ ｄｉ ｜ ＜ １，Ｃ ＝
ｄｉａｇ［ｃ１，…，ｃｎ］ 是正定对角矩阵，Ａ∈ＲＲｎ×ｎ和Ｂ∈ＲＲｎ×ｎ分别为连接权矩阵和时滞连接权矩阵， ｆ（·） 是神经元

激活函数且有界，τ 代表所考虑的时滞，未知矩阵 ΔＣ，ΔＡ，ΔＢ 代表系统参数的不确定部分．
其响应系统为

　 　 ｄ［ｙｉ（ ｔ） － Ｄｙｉ（ ｔ － τ）］ ＝ [ － （Ｃ ＋ ΔＣ）ｙｉ（ ｔ） ＋ （Ａ ＋ ΔＡ） ｆ（ｙｉ（ ｔ）） ＋ （Ｂ ＋ ΔＢ） ｆ（ｙｉ（ ｔ － τ）） ＋

　 　 　 　 ｃ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｇｉｊΓｙ ｊ（ ｔ） ＋ ｕｉ（ ｔ） ]ｄｔ ＋ σｉ（ ｔ，ｙｉ（ ｔ），ｙｉ（ ｔ － τ））ｄω ｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （２）

其中，系统参数 Ｄ，Ｃ，Ａ，Ｂ，ΔＣ，ΔＡ，ΔＢ 的定义与式（１）相同， ｙｉ（ ｔ） ＝ ［ｙｉ１（ ｔ），…，ｙｉｎ（ ｔ）］ Ｔ ∈ＲＲｎ，ｕｉ（ ｔ） 为响应

网络第 ｉ 个节点的控制输入，ｃ 代表耦合强度， Γ ＝ ｄｉａｇ［γ １，…，γ ｎ］ 为内耦合配置矩阵，σｉ： ＲＲ ＋ × ＲＲ ｎ × ＲＲ ｎ→
ＲＲ ｎ是噪声强度函数，ω ｉ（ ｔ） ＝ ［ω ｉ１（ ｔ），…，ω ｉｎ（ ｔ）］ Ｔ 是定义在完备概率空间的标准 Ｂｒｏｗｎ 运动， Ｇ ＝ （ｇｉｊ） Ｎ×Ｎ 是

外耦合转置矩阵，满足

　 　 ｇｉｉ ＝ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
ｇｉｊ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ．

将同步误差信号定义为 ｅｉ（ ｔ） ＝ ｃｏｌ { ｅｉ１（ ｔ），ｅｉ２（ ｔ），…，ｅｉｎ（ ｔ） } ＝ ｙｉ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ） ．根据矩阵Ｇ的性质，可得到

　 　 ｄ［ｅｉ（ ｔ） － Ｄｅｉ（ ｔ － τ）］ ＝ [ － （Ｃ ＋ ΔＣ）ｅｉ（ ｔ） ＋ （Ａ ＋ ΔＡ） ｆ　 （ｅｉ（ ｔ）） ＋ （Ｂ ＋ ΔＢ） ｆ　 （ｅｉ（ ｔ － τ）） ＋

　 　 　 　 ｃ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｇｉｊΓｅ ｊ（ ｔ） ＋ ｕｉ（ ｔ） ]ｄｔ ＋ σｉ（ ｔ，ｅｉ（ ｔ），ｅｉ（ ｔ － τ））ｄω ｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （３）

其中
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　 　 ｆ　 （ｅｉ（ ｔ）） ＝ ｆ（ｙｉ（ ｔ）） － ｆ（ｘｉ（ ｔ）） ＝ ｆ（ｅｉ（ ｔ） ＋ ｘｉ（ ｔ）） － ｆ（ｘｉ（ ｔ）），

　 　 ｆ　 （ｅｉ（ ｔ － τ）） ＝ ｆ（ｙｉ（ ｔ － τ）） － ｆ（ｘｉ（ ｔ － τ）） ＝ ｆ（ｅｉ（ ｔ － τ） ＋ ｘｉ（ ｔ － τ）） － ｆ（ｘｉ（ ｔ － τ）） ．
误差系统的耦合结构如图 １ 所示．

通过使用 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积，可以将式（３）改写为

　 　 ｄ［ｅ（ ｔ） － （ＩＮ  Ｄ）ｅ（ ｔ － τ）］ ＝
　 　 　 　 ［ － （ＩＮ  Ｃ）ｅ（ ｔ） － （ＩＮ  ΔＣ）ｅ（ ｔ） ＋ （ＩＮ  Ａ）Ｆ（ｅ（ ｔ）） ＋
　 　 　 　 （ＩＮ  ΔＡ）Ｆ（ｅ（ ｔ）） ＋ （ＩＮ  Ｂ）Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ＋ （ＩＮ  ΔＢ）Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ＋
　 　 　 　 （ｃＧ  Γ）ｅ（ ｔ） ＋ ｕ（ ｔ）］ｄｔ ＋ σ（ ｔ，ｅ（ ｔ），ｅ（ ｔ － τ））ｄω（ ｔ）， （４）

其中

　 　 ｅ（ ｔ） ＝ ｃｏｌ { ｅ１（ ｔ），… ，ｅＮ（ ｔ） } ， Ｆ（ｅ（ ｔ）） ＝ ｃｏｌ { ｆ　 （ｅ１（ ｔ）），… ， ｆ　 （ｅＮ（ ｔ）） } ，

　 　 Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ＝ ｃｏｌ { ｆ　 （ｅ１（ ｔ － τ）），… ， ｆ　 （ｅＮ（ ｔ － τ）） } ， ω（ ｔ） ＝ ｃｏｌ {ω１（ ｔ），…，ωＮ（ ｔ） } ，
　 　 σ（ ｔ，ｅ（ ｔ），ｅ（ ｔ － τ）） ＝ ｄｉａｇ［σ１（ ｔ，ｅ１（ ｔ），ｅ１（ ｔ － τ）），…，σＮ（ ｔ，ｅＮ（ ｔ），ｅＮ（ ｔ － τ））］ ．

图 １　 系统耦合结构图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｄｉａｇｒａｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ

误差系统系统（４）中的控制器可以被设计如下：
　 　 ｕ（ ｔ） ＝ － Ｒ１ｅ（ ｔ） ＋ Ｒ２ｅ（ ｔ － τ） －
　 　 　 　 ηｓｉｇｎ（ｅ（ ｔ） － （ＩＮ  Ｄ）ｅ（ ｔ － τ）） ｜ ｅ（ ｔ） － （ＩＮ  Ｄ）ｅ（ ｔ － τ） ｜ δ， （５）

其中，对称矩阵 Ｒ１，Ｒ２ ∈ＲＲｎＮ×ｎＮ，η ＞ ０，ｓｉｇｎ（ｅ（ ｔ） － （ＩＮ Ｄ）ｅ（ ｔ － τ）） ＝ ｄｉａｇ［ｅｉ１（ ｔ） － ｄ１ｅｉ１（ ｔ － τ），…，ｅｉｎ（ ｔ）
－ ｄｎｅｉｎ（ ｔ － τ）］ ∈ ＲＲ ｎＮ×ｎＮ， ｜ ｅ（ ｔ） － （ＩＮ  Ｄ）ｅ（ ｔ － τ） ｜ δ ＝ （ ｜ ｅｉ１（ ｔ） － ｄ１ｅｉ１（ ｔ － τ） ｜ δ，…， ｜ ｅｉｎ（ ｔ） － ｄｎｅｉｎ（ ｔ
－ τ） ｜ δ） Ｔ ∈ ＲＲ ｎＮ，０ ＜ δ ＜ １，ｉ ＝ １，…，Ｎ ．

为了得到主要成果，则以下假设、引理和定义需要被提供．
假设 １　 噪声强度矩阵 σ（·，·，·） 是有界的，存在两个已知矩阵 Ｍ ∈ ＲＲ ｎ×ｎ，Ｎ ∈ ＲＲ ｎ×ｎ， 满足

　 　 ｔｒ（σＴ（ ｔ，ｅ（ ｔ），ｅ（ ｔ － τ））σ（ ｔ，ｅ（ ｔ），ｅ（ ｔ － τ））） ≤ ｅＴ（ ｔ）ＭＴＭｅ（ ｔ） ＋ ｅＴ（ ｔ － τ）ＮＴＮｅ（ ｔ － τ） ．
假设 ２　 神经元激活函数 ｆ（·） 是有界的，且对于任意 ｘｉｊ，ｙｉｊ ∈ ＲＲ ， 满足下列条件：

　 　 ｌ －ｊ ≤
ｆ（ｘｉｊ） － ｆ（ｙｉｊ）

ｘｉｊ － ｙｉｊ
≤ ｌ ＋ｊ ，

其中， ｌ －ｊ ，ｌ
＋
ｊ 为已知实数．

注 １　 在实际系统中，许多常用的神经元激活函数满足假设 ２．例如 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络［１１］中常用的 ｆ（ｘ） ＝ １ ／ （１ ＋ ｅ －λｘ），

ｆ（ｘ） ＝ （１ － ｅ －λｘ） ／ （１ ＋ ｅ －λｘ）（λ ＞ ０） 和 ｆ（ｘ） ＝ ｔａｎｈ（ｘ）； 细胞神经网络［１２］中常用的 ｆ（ｘ） ＝ （ ｜ ｘ ＋ １ ｜ －｜ ｘ － １ ｜ ） ／ ２ 等．
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假设 ３　 未知矩阵 ΔＣ，ΔＡ，ΔＢ 满足下列结构：
　 　 （ΔＣ，ΔＡ，ΔＢ） ＝ ＰＳ（ ｔ）（Ｈ１，Ｈ２，Ｈ３）， （６）

其中 Ｐ，Ｈ１，Ｈ２ 和 Ｈ３ 是已知的实矩阵，不确定矩阵 Ｓ（ ｔ） 可以是时变不固定的，且满足

　 　 ＳＴ（ ｔ）Ｓ（ ｔ） ≤ Ｉ ． （７）

注 ２　 式（６）和（７）中的参数不确定性结构广泛应用于不确定系统的随机过程．式（７）可以对具有参数不确定性的实际系

统进行精确建模．值得注意的是， 式（６）中的可变矩阵 Ｓ（ ｔ） 甚至可以是状态相关的， 即只要满足式（７），则 Ｓ（ ｔ） ＝ Ｓ（ ｔ，φ（ ｔ））
成立．

引理 １［１３］ 　 存在 ｘ，ｙ ∈ ＲＲ ｎ，对任意 ε ＞ ０，不等式 ｘＴｙ ＋ ｙＴｘ ≤ εｘＴｘ ＋ ε －１ｙＴｙ 成立．
引理 ２［１４］ 　 假设存在 ｘｉ ∈ ＲＲ ｎ，ｉ ＝ １，… ｎ，０ ＜ ξ ≤ １， 则下列不等式成立：

　 　 (∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｘｉ ｜ )

ξ
≤ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｘｉ ｜ ξ ．

引理 ３［１５］ 　 存在非负的连续函数 χ（ ｔ） ∈ ＲＲ ｎ，常数 ζ ∈ （０，∞ ） 和 ξ ∈ （０，１） 满足

　 　 Ｌ χ（ ｔ） ≤－ ζχ ξ（ ｔ），　 　 ｔ ∈ ＲＲ ｎ ＼ { ０ } ，
则 χ（ ｔ） 的平凡零解在概率空间内是有限时间稳定的，且随机设定时间满足 Ｅ { Ｔ０ } ≤ χ １－ξ（０） ／ （ζ（１ － ξ）） ．
　 　 定义 １［１６］ 　 假设存在任意常数 Ｔ０ ∈ （０，∞ ） 满足

　 　 ｌｉｍ
ｔ→ｔ０＋Ｔ０

‖ｅ（ ｔ） ‖ ＝ ０， ‖ｅ（ ｔ）‖ ＝ ０，

则误差系统（４）可以实现有限时间同步，其中 ｔ ≥ ｔ０ ＋ Ｔ０，且 Ｔ０ 为同步的设定时间．

２　 主要定理及证明

在这一节中，我们将推导出主从系统实现有限时间同步的判据．
定理 １　 在假设 １、２、３ 满足的前提下，对于任意 ε ｉ ＞ ０（ ｉ ＝ １，２，…，１０），对称矩阵 Ｒ１，Ｒ２ 满足

　 　
Ω１ ΩＴ

３

Ω３ Ω２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≤ ０， （８）

其中 Ω１ ＝ ＩＮ  （ － ２Ｃ ＋ （ε １ ＋ ε ３ ＋ ε ５）ＰＰＴ ＋ （ε －１
１ ＋ ε －１

６ ）ＨＴ
１Ｈ１ ＋ ε ２ＡＡＴ ＋ （ε －１

２ ＋ ε －１
３ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ

２Ｈ２））
＋ ε －１

７ ＋ ε －１
８ λｍａｘ（ＩＮ （ＨＴ

２Ｈ２）））ＵＴＵ ＋ ε ４ＢＢＴ） ＋ ２ｃＧΓ ＋ ＭＴＭ － ２Ｒ１，Ω２ ＝ ＩＮ （（ε －１
４ ＋ ε －１

５ λｍａｘ（ＩＮ 
（ＨＴ

３Ｈ３）） ＋ ε －１
９ ＋ ε －１

１０ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ
３Ｈ３）））ＵＴＵ ＋ （ε ６ ＋ ε ８ ＋ ε １０）ＤＰＰＴＤ ＋ ε ７ＤＡＡＴＤ ＋ ε ９ＤＢＢＴＤ） ＋ ＮＴＮ

－ ２（ＩＮ Ｄ）Ｒ２，Ω３ ＝ ＩＮ （ＤＣ） － ｃＧ（ＤΓ） ＋ （ＩＮ Ｄ）Ｒ１ ＋ Ｒ２， 则反馈控制器（５）可以使误差系统（４）
达到有限时间同步．

证明　 定义一个算子 Ｄｅ（ ｔ） ＝ ｅ（ ｔ） － （ＩＮ  Ｄ）ｅ（ ｔ － τ）， 并构造如下 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：
　 　 Ｖ（ ｔ） ＝ （Ｄｅ（ ｔ）） Ｔ（Ｄｅ（ ｔ）） ． （９）

根据 Ｉｔô 公式，可以得到

　 　 ｄＶ（ ｔ） ＝ ＬＶ（ ｔ） ＋ ２（Ｄｅ（ ｔ）） Ｔσ（ ｔ，ｅ（ ｔ），ｅ（ ｔ － τ））ｄω（ ｔ）， （１０）
其中

　 　 ＬＶ（ ｔ） ＝ ２［（Ｄｅ（ ｔ）） Ｔ［ － （ＩＮ  Ｃ）ｅ（ ｔ） － （ＩＮ  ΔＣ）ｅ（ ｔ） ＋ （ＩＮ  Ａ）Ｆ（ｅ（ ｔ）） ＋
　 　 　 　 （ＩＮ  ΔＡ）Ｆ（ｅ（ ｔ）） ＋ （ＩＮ  Ｂ）Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ＋ （ＩＮ  ΔＢ）Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ＋
　 　 　 　 （ｃＧ  Γ）ｅ（ ｔ） ＋ ｕ（ ｔ）］］ ＋ ｔｒ（σＴ（ ｔ，ｅ（ ｔ），ｅ（ ｔ － τ））σ（ ｔ，ｅ（ ｔ），ｅ（ ｔ － τ））） ． （１１）
根据假设 １ 和假设 ３，将控制器（５）代入式（１１），能够获得

　 　 ＬＶ（ ｔ） ≤－ ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  Ｃ）ｅ（ ｔ） － ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  ΔＣ）ｅ（ ｔ） ＋ ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  Ａ）Ｆ（ｅ（ ｔ）） ＋
　 　 　 　 ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  ΔＡ）Ｆ（ｅ（ ｔ）） ＋ ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  Ｂ）Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ＋
　 　 　 　 ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  ΔＢ）Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ＋ ２ｅＴ（ ｔ）（ｃＧ  Γ）ｅ（ ｔ） － ２ｅＴ（ ｔ）Ｒ１ｅ（ ｔ） ＋
　 　 　 　 ２ｅＴ（ ｔ）Ｒ２ｅ（ ｔ － τ） － ２ηｅＴ（ ｔ）ｓｉｇｎ（ｅ（ ｔ） － （ＩＮ  Ｄ）ｅ（ ｔ － τ）） ×
　 　 　 　 ｜ ｅ（ ｔ） － （ＩＮ  Ｄ）ｅ（ ｔ － τ） ｜ δ ＋ ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＣ））ｅ（ ｔ） ＋
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　 　 　 　 ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤΔＣ））ｅ（ ｔ） － ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＡ））Ｆ（ｅ（ ｔ）） －
　 　 　 　 ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤΔＡ））Ｆ（ｅ（ ｔ）） － ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＢ））Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） －
　 　 　 　 ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤΔＢ））Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） － ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ｃＧ  （ＤΓ））ｅ（ ｔ） ＋
　 　 　 　 ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  Ｄ）Ｒ１ｅ（ ｔ） － ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  Ｄ）Ｒ２ｅ（ ｔ － τ） ＋
　 　 　 　 ２ηｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  Ｄ）ｓｉｇｎ（ｅ（ ｔ） － （ＩＮ  Ｄ）ｅ（ ｔ － τ）） ｜ ｅ（ ｔ） － （ＩＮ  Ｄ）ｅ（ ｔ － τ） ｜ δ ＋
　 　 　 　 ｅＴ（ ｔ）ＭＴＭｅ（ ｔ） ＋ ｅＴ（ ｔ － τ）ＮＴＮｅ（ ｔ － τ） ． （１２）
根据假设 ２，可以得到

　 　 ｜ ｆ　 （ｅｉｊ（ ｔ）） ｜ ＝｜ ｆ（ｅｉｊ（ ｔ） ＋ ｘｉｊ（ ｔ）） － ｆ（ｘｉｊ（ ｔ）） ｜ ≤ ｌ ｊ ｜ ｅｉｊ（ ｔ） ｜ ＝｜ ｌ ｊｅｉｊ（ ｔ） ｜ ， （１３）
且

　 　 ‖ ｆ　 （ｅｉ（ ｔ））‖ ＝ ‖ｆ（ｅｉ（ ｔ） ＋ ｘｉ（ ｔ）） － ｆ（ｘｉ（ ｔ））‖ ≤ ‖Ｕｅｉ（ ｔ）‖， （１４）
其中

　 　 ｌ ｊ ＝ ｍａｘ { ｜ ｌ －ｊ ｜ ， ｜ ｌ ＋ｊ ｜ } ，ｊ ＝ １，…，ｎ，Ｕ ＝ ｄｉａｇ（ ｌ１，…，ｌｎ） ．
由式（１４），能够获得

　 　 ＦＴ（ｅ（ ｔ））Ｆ（ｅ（ ｔ）） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
‖ ｆ　 （ｅｉ（ ｔ）） ‖２ ≤ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｅｉ

Ｔ（ ｔ）ＵＴＵｅｉ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＵＴＵ））ｅ（ ｔ） ． （１５）
通过假设 ３ 和引理 １，有

　 　 － ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  ΔＣ）ｅ（ ｔ） ＝
　 　 　 　 － ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＰＳ（ ｔ）Ｈ１））ｅ（ ｔ） ＝
　 　 　 　 － ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  Ｐ）（ＩＮ  （Ｓ（ ｔ）Ｈ１））ｅ（ ｔ） ≤
　 　 　 　 ε １ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＰＰＴ））ｅ（ ｔ） ＋ ε －１

１ ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＨＴ
１Ｈ１））ｅ（ ｔ）， （１６）

　 　 ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  Ａ）Ｆ（ｅ（ ｔ）） ≤
　 　 　 　 ε ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＡＡＴ））ｅ（ ｔ） ＋ ε －１

２ ＦＴ（ｅ（ ｔ））Ｆ（ｅ（ ｔ）） ≤
　 　 　 　 ε ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＡＡＴ））ｅ（ ｔ） ＋ ε －１

２ ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＵＴＵ））ｅ（ ｔ）， （１７）
　 　 ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  ΔＡ）Ｆ（ｅ（ ｔ）） ＝
　 　 　 　 ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＰＳ（ ｔ）Ｈ２））Ｆ（ｅ（ ｔ）） ＝
　 　 　 　 ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  Ｐ）（ＩＮ  （Ｓ（ ｔ）Ｈ２））Ｆ（ｅ（ ｔ）） ≤
　 　 　 　 ε ３ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＰＰＴ））ｅ（ ｔ） ＋ ε －１

３ ＦＴ（ｅ（ ｔ））（ＩＮ  （ＨＴ
２Ｈ２））Ｆ（ｅ（ ｔ）） ≤

　 　 　 　 ε ３ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＰＰＴ））ｅ（ ｔ） ＋ ε －１
３ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ

２Ｈ２））ＦＴ（ｅ（ ｔ））Ｆ（ｅ（ ｔ）） ≤
　 　 　 　 ε ３ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＰＰＴ））ｅ（ ｔ） ＋ ε －１

３ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ
２Ｈ２））ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＵＴＵ））ｅ（ ｔ）， （１８）

　 　 ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  Ｂ）Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ≤
　 　 　 　 ε ４ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＢＢＴ））ｅ（ ｔ） ＋ ε －１

４ ＦＴ（ｅ（ ｔ － τ））Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ≤
　 　 　 　 ε ４ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＢＢＴ））ｅ（ ｔ） ＋ ε －１

４ ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＵＴＵ））ｅ（ ｔ － τ）， （１９）
　 　 ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  ΔＢ）Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ＝
　 　 　 　 ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＰＳ（ ｔ）Ｈ３））Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ＝
　 　 　 　 ２ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  Ｐ）（ＩＮ  （Ｓ（ ｔ）Ｈ３））Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ≤
　 　 　 　 ε ５ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＰＰＴ））ｅ（ ｔ） ＋ ε －１

５ ＦＴ（ｅ（ ｔ － τ））（ＩＮ  （ＨＴ
３Ｈ３））Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ≤

　 　 　 　 ε ５ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＰＰＴ））ｅ（ ｔ） ＋ ε －１
５ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ

３Ｈ３））ＦＴ（ｅ（ ｔ － τ））Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ≤
　 　 　 　 ε ５ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＰＰＴ））ｅ（ ｔ） ＋
　 　 　 　 ε －１

５ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ
３Ｈ３））ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＵＴＵ））ｅ（ ｔ － τ）， （２０）

　 　 ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤΔＣ））ｅ（ ｔ） ＝
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　 　 　 　 ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＰＳ（ ｔ）Ｈ１））ｅ（ ｔ） ＝
　 　 　 　 ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＰ））（ＩＮ  （Ｓ（ ｔ）Ｈ１））ｅ（ ｔ） ≤
　 　 　 　 ε ６ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＰＰＴＤ））ｅ（ ｔ － τ） ＋ ε －１

６ ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＨＴ
１Ｈ１））ｅ（ ｔ）， （２１）

　 　 － ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＡ））Ｆ（ｅ（ ｔ）） ≤
　 　 　 　 ε ７ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＡＡＴＤ））ｅ（ ｔ － τ） ＋ ε －１

７ ＦＴ（ｅ（ ｔ））Ｆ（ｅ（ ｔ）） ≤
　 　 　 　 ε ７ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＡＡＴＤ））ｅ（ ｔ － τ） ＋ ε －１

７ ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＵＴＵ））ｅ（ ｔ）， （２２）
　 　 － ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤΔＡ））Ｆ（ｅ（ ｔ）） ＝
　 　 　 　 － ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＰＳ（ ｔ）Ｈ２））Ｆ（ｅ（ ｔ）） ＝
　 　 　 　 － ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＰ））（ＩＮ  Ｓ（ ｔ）Ｈ２）Ｆ（ｅ（ ｔ）） ≤
　 　 　 　 ε ８ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＰＰＴＤ））ｅ（ ｔ － τ） ＋ ε －１

８ ＦＴ（ｅ（ ｔ））（ＩＮ  （ＨＴ
２Ｈ２））Ｆ（ｅ（ ｔ）） ≤

　 　 　 　 ε ８ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＰＰＴＤ））ｅ（ ｔ － τ） ＋ ε －１
８ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ

２Ｈ２））ＦＴ（ｅ（ ｔ））Ｆ（ｅ（ ｔ）） ≤
　 　 　 　 ε ８ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＰＰＴＤ））ｅ（ ｔ － τ） ＋
　 　 　 　 ε －１

８ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ
２Ｈ２））ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ  （ＵＴＵ））ｅ（ ｔ）， （２３）

　 　 － ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＢ））Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ≤
　 　 　 　 ε ９ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＢＢＴＤ））ｅ（ ｔ － τ） ＋ ε －１

９ ＦＴ（ｅ（ ｔ － τ））Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ≤
　 　 　 　 ε ９ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＢＢＴＤ））ｅ（ ｔ － τ） ＋ ε －１

９ ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＵＴＵ））ｅ（ ｔ － τ）， （２４）
　 　 － ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤΔＢ））Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ＝
　 　 　 　 － ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＰＳ（ ｔ）Ｈ３））Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ＝
　 　 　 　 － ２ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＰ））（ＩＮ  （Ｓ（ ｔ）Ｈ３））Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ≤
　 　 　 　 ε １０ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＰＰＴＤ））ｅ（ ｔ － τ） ＋ ε －１

１０ ＦＴ（ｅ（ ｔ － τ））（ＩＮ  （ＨＴ
３Ｈ３））Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ≤

　 　 　 　 ε １０ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ （ＤＰＰＴＤ））ｅ（ ｔ － τ） ＋ ε －１
１０ λｍａｘ（ＩＮ （ＨＴ

３Ｈ３））ＦＴ（ｅ（ ｔ － τ））Ｆ（ｅ（ ｔ － τ）） ≤
　 　 　 　 ε １０ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＤＰＰＴＤ））ｅ（ ｔ － τ） ＋
　 　 　 　 ε －１

１０ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ
３Ｈ３））ｅＴ（ ｔ － τ）（ＩＮ  （ＵＴＵ））ｅ（ ｔ － τ） ． （２５）

将式（１６）—（２５）代入式（１２），可得

　 　 ＬＶ（ ｔ） ≤ ｅＴ（ ｔ）［ＩＮ  （ － ２Ｃ ＋ （ε １ ＋ ε ３ ＋ ε ５）ＰＰＴ ＋ （ε －１
１ ＋ ε －１

６ ）ＨＴ
１Ｈ１ ＋ ε ２ＡＡＴ ＋

　 　 　 　 （ε －１
２ ＋ ε －１

３ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ
２Ｈ２）） ＋ ε －１

７ ＋ ε －１
８ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ

２Ｈ２）））ＵＴＵ ＋ ε ４ＢＢＴ） ＋
　 　 　 　 ２ｃＧ  Γ ＋ ＭＴＭ － ２Ｒ１］ｅ（ ｔ） ＋ ２ｅＴ（ ｔ － τ）［ＩＮ  （ＤＣ） －
　 　 　 　 ｃＧ  （ＤΓ） ＋ （ＩＮ  Ｄ）Ｒ１ ＋ Ｒ２］ｅ（ ｔ） ＋ ｅＴ（ ｔ － τ）［ＩＮ  （（ε －１

４ ＋
　 　 　 　 ε －１

５ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ
３Ｈ３）） ＋ ε －１

９ ＋ ε －１
１０ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ

３Ｈ３）））ＵＴＵ ＋
　 　 　 　 （ε ６ ＋ ε ８ ＋ ε １０）ＤＰＰＴＤ ＋ ε ７ＤＡＡＴＤ ＋ ε ９ＤＢＢＴＤ） ＋ ＮＴＮ －
　 　 　 　 ２（ＩＮ  Ｄ）Ｒ２］ｅ（ ｔ － τ） － ２η ｜ ｅ（ ｔ） － （ＩＮ  Ｄ）ｅ（ ｔ － τ） ｜ δ ＋１ ． （２６）
根据引理 ２，有
　 　 － ２η ｜ ｅ（ ｔ） － （ＩＮ  Ｄ）ｅ（ ｔ － τ） ｜ δ ＋１ ＝

　 　 　 　 － ２η∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｅｉｊ（ ｔ） － ｄ ｊｅｉｊ（ ｔ － τ） ｜ δ ＋１ ＝

　 　 　 　 － ２η∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
｜ （ｅｉｊ（ ｔ） － ｄ ｊｅｉｊ（ ｔ － τ）） ２ ｜ （δ ＋１） ／ ２ ≤

　 　 　 　 － ２η（∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（ｅｉｊ（ ｔ） － ｄ ｊｅｉｊ（ ｔ － τ））） （δ ＋１） ／ ２ ＝

　 　 　 　 － ２η（（Ｄｅ（ ｔ）） Ｔ（Ｄｅ（ ｔ））） （δ ＋１） ／ ２ ＝
　 　 　 　 － ２ηＶ（δ ＋１） ／ ２（ ｔ） ． （２７）

接着对式（１０）和（２６）求数学期望，可得
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　 　 Ｅ［Ｖ（ ｔ）］ ≤ Ｅ ｅＴ（ ｔ） ｅＴ（ ｔ － τ）[ ]
Ω１ ΩＴ

３

Ω３ Ω２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｅ（ ｔ）
ｅ（ ｔ － τ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－ ２ηＥ［Ｖ（ ｔ）］ （δ ＋１） ／ ２， （２８）

其中

　 　 Ω１ ＝ ＩＮ  （ － ２Ｃ ＋ （ε １ ＋ ε ３ ＋ ε ５）ＰＰＴ ＋ （ε －１
１ ＋ ε －１

６ ）ＨＴ
１Ｈ１ ＋ ε ２ＡＡＴ ＋

　 　 　 　 （ε －１
２ ＋ ε －１

３ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ
２Ｈ２）） ＋ ε －１

７ ＋ ε －１
８ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ

２Ｈ２）））ＵＴＵ ＋ ε ４ＢＢＴ） ＋
　 　 　 　 ２ｃＧ  Γ ＋ ＭＴＭ － ２Ｒ１，
　 　 Ω２ ＝ ＩＮ  （（ε －１

４ ＋ ε －１
５ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ

３Ｈ３）） ＋ ε －１
９ ＋ ε －１

１０ λｍａｘ（ＩＮ  （ＨＴ
３Ｈ３）））ＵＴＵ ＋

　 　 　 　 （ε ６ ＋ ε ８ ＋ ε １０）ＤＰＰＴＤ ＋ ε ７ＤＡＡＴＤ ＋ ε ９ＤＢＢＴＤ） ＋ ＮＴＮ － ２（ＩＮ  Ｄ）Ｒ２，
　 　 Ω３ ＝ ＩＮ  （ＤＣ） － ｃＧ  （ＤΓ） ＋ （ＩＮ  Ｄ）Ｒ１ ＋ Ｒ２ ．

当定理 １ 成立时， Ｅ［ｄＶ（ ｔ）］ ≤－ ２ηＥ［Ｖ（ ｔ）］ （δ ＋１） ／ ２ ．通过引理 ３，可以保证误差系统（４） 可以在设定时间 Ｔ０ ＝
Ｖ（１－δ） ／ ２（０） ／ （η（１ － δ）） 实现有限时间同步，证明完成．

控制器算法的步骤如下：
步 １　 定义激活函数 ｆ（·） 和 Ｇａｕｓｓ 函数的宽度 σｉ， 并选择矩阵 Ｄ，Ｃ，Ｂ，Ａ，Γ，Ｇ；
步 ２　 选择不确定参数矩阵 Ｐ，Ｈ１，Ｈ２，Ｈ３ 及噪声强度矩阵 Ｍ，Ｎ；
步 ３　 通过 ｅ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ） － ｘ（ ｔ） 计算 ｅ（ ｔ）；
步 ４　 选择合适的参数 η ＞ ０，０ ＜ δ ＜ １， 且由式（８）可以确定对称矩阵 Ｒ１，Ｒ２；
步 ５　 计算 ｕ（ ｔ） 的值，并将其用于产生控制信号．

３　 仿　 　 真

在本节中，我们将通过以下的仿真来检验所设计的反馈控制器的有效性．误差系统（４）的参数设计为

　 　 Ｄ ＝
－ ０．５ ０
０ － ０．３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｃ ＝

２ ０
０ ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ａ ＝

０．２ － ０．０３
－ ０．３ ０．０４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｂ ＝

０．０２ － ０．０８
－ ０．０３ ０．０２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 Ｐ ＝
０．３ ０
０ ０．６

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｈ１ ＝

０．０１ ０
０ ０．０３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｈ２ ＝

０．０５ ０
０ ０．０２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｈ３ ＝

０．０２ ０
０ ０．０１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 Ｕ ＝
０．０２ ０
０ ０．０１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｇ ＝

－ １ １
２ － ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Γ ＝

０．０３ ０
０ ０．０５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 Ｍ ＝

－ ０．０１ － ０．０１ ０．０３ ０．０４
－ ０．０１ ０．０１ － ０．０３ － ０．０４
０．０３ － ０．０３ ０．０４ － ０．０１
０．０４ － ０．０４ － ０．０１ ０．０６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， Ｎ ＝

０．０１ － ０．０２ － ０．０１ － ０．０１
－ ０．０２ ０．０２ － ０．０１ － ０．０３
－ ０．０１ － ０．０１ － ０．０２ － ０．０１
－ ０．０１ － ０．０３ － ０．０１ ０．０２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

激活函数为 ｆ（·） ＝ ｔａｎｈ（·），η ＝ １．１３，δ ＝ ０．５，ｘ１（０） ＝ ［１．２，１．８］ Ｔ，ｘ２（０） ＝ ［１．５，０．８］ Ｔ，ｙ１（０） ＝ ［１．７， － ２．３］ Ｔ，
ｙ２（０） ＝ ［１．３，０．４］ Ｔ，τ ＝ ０．１．通过使用 ＭＡＴＬＡＢ 的 Ｙａｌｍｉｐ 工具箱，求得

　 　 Ｒ１ ＝

０．０１８ ０ ０．０５０ ０ ０．１３７ ０ ０．０１２ ６
０．０５０ ０ ０．０６２ ０ ０．０１３ ０ ０．１８６ ０
０．１３７ ０ ０．０１３ ０ ０．０３７ ０ ０．１３５ ０
０．０１２ ６ ０．１８６ ０ ０．１３５ ０ ０．０２３ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 Ｒ２ ＝

－ ０．１７０ ０ － ０．１５０ ０ － ０．００１ ０ － ０．００１ ０
－ ０．１５０ ０ － １．８００ ０ － ０．００１ ５ ０．０００ ３７
－ ０．００１ ０ － ０．００１ ５ － ０．１７０ ０ － ０．１２２ ８
－ ０．００１ ０ ０．０００ ３７ － ０．１２２ ８ － １．８００ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 ε １ ＝ ０．３１６， ε ２ ＝ ０．５１２， ε ３ ＝ ０．２３５， ε ４ ＝ ０．６１３， ε ５ ＝ ２．１３０，
　 　 ε ６ ＝ ０．７１８， ε ７ ＝ ０．２２３， ε ８ ＝ ０．３１３， ε ９ ＝ ０．５２４， ε １０ ＝ ０．４１３．
经过检验，以上结果满足假设 １、２、３ 和定理 １ 中的条件．因此误差系统（４）可以实现有限时间同步．通过
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仿真，可以得到以下仿真结果．图 ２ 为随机噪声，图 ３ 和图 ４ 分别描绘了无控制输入和控制器（５）作用下误差

系统（４）的状态曲线，且同步时间 ｔ≈３．３ ｓ ＜ Ｔ０ ＝ ４．１２ ｓ，图 ５ 是控制器（５）的信号轨迹．由此可以证明本文所

设计的控制器的有效性．

注 ３　 与文献［１７］的同步时间 ｔ≈５ ｓ 和文献［１８］的同步时间 ｔ≈１０ ｓ 相比，本文所设计的控制器可以使系统在 ｔ≈３．３ ｓ
内达到同步，同步时间更短，更具优越性．

图 ２　 随机噪声 图 ３　 无控制器作用下的误差系统状态轨迹

Ｆｉｇ． ２　 Ｒａｎｄｏｍ ｎｏｉｓｅｓ Ｆｉｇ． ３　 Ｓｔａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ

图 ４　 控制器（５）作用下的误差系统状态轨迹 图 ５　 控制输入

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｔａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ （５） Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本．

４　 结　 　 论

本文进一步研究了中立型耦合神经网络的有限时间同步问题．所使用的模型同时考虑了时滞、不确定性

和随机扰动的影响， 更具普遍性．通过构造合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数和运用不等式技术，推导出中立型耦合神经

网络的有限时间同步准则．设计适当的状态反馈控制器，使所考虑的系统达到有限时间同步状态．最后通过

仿真结果检验了所获结论的有效性．
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［５］　 ＹＡＮＧ Ｘ Ｓ， ＬＵ Ｊ Ｑ． Ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｕｐｌｅｄ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ Ｍａｒｋｏｖｉａｎ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ａｎｄ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ
ｅｆｆｅｃｔｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏｍａｔｉｃ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０１５， ６１（８）： ２２５６⁃２２６１．

［６］　 ＺＨＥＮＧ Ｆ Ｍ． Ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ ｃｏｕｐｌｅｄ ｆｕｚｚｙ ｎｅｕｔｒａｌ⁃ｔｙｐｅ ｒａｙｌｅｉｇｈ ｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］ ． Ｎｅｕｒａｌ Ｐｒｏｃｅｓｓ⁃
ｉｎｇ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０２１， ５３（４）： ２９６７⁃２９８４．

［７］　 ＷＡＮＧ Ｊ Ｌ， ＱＩＮ Ｚ， ＷＵ Ｈ Ｎ， ｅｔ ａｌ． Ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｈ∞ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｕｌｔｉｗｅｉｇｈｔｅｄ ｃｏｍ⁃
ｐｌｅｘ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｔａｔｅ ｃｏｕｐｌｉｎｇｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ， ２０１８， ５０（２）： ６００⁃６１２．

［８］　 ＺＨＡＮＧ Ｗ Ｌ， ＹＡＮＧ Ｘ Ｓ， ＸＵ Ｃ Ｆ， ｅｔ ａｌ． Ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ
ｄｅｌａｙｓ ａｎｄ ｍｉｓｍａｔｃｈｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ［ Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｎｅｕｒａｌ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ ａｎｄ Ｌｅａｒｎｉｎｇ Ｓｙｓｔｅｍｓ，
２０１７， ２９（８）： ３７６１⁃３７７１．

［９］　 ＧＯＹＡＬ Ｊ Ｋ， ＫＡＭＡＬ Ｓ， ＰＥＴＥＬ Ｒ Ｂ， ｅｔ ａｌ． Ｈｉｇｈｅｒ ｏｒｄｅｒ ｓｌｉｄｉｎｇ ｍｏｄｅ ｃｏｎｔｒｏｌ⁃ｂａｓｅｄ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ
ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｉｒｃｕｉｔｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ ： Ｅｘｐｒｅｓｓ Ｂｒｉｅｆｓ， ２０１９， ６７（２）： ２９５⁃２９９．

［１０］　 ＨＥ Ｓ Ｐ， ＳＯＮＧ Ｊ， ＬＩＵ Ｆ． Ｒｏｂｕｓｔ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｂｏｕｎｄｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙ ｃｏｎｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ
ｕｓｉｎｇ ｓｌｉｄｉｎｇ⁃ｍｏｄｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｔｒａｔｅｇｙ［ Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｓｙｓｔｅｍｓ， Ｍａｎ， ａｎｄ Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ： Ｓｙｓｔｅｍｓ，
２０１７， ４８（１１）： １８６３⁃１８７３．

［１１］　 ＤＵ Ｆ， ＬＵ Ｊ Ｇ． Ｎｅｗ ｃｒｉｔｅｒｉａ ｏｎ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｈｏｐｆｉｅｌｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｅ⁃
ｌａｙｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｎｅｕｒａｌ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ ａｎｄ Ｌｅａｒｎｉｎｇ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０２０， ３２（９）： ３８５８⁃３８６６．

［１２］　 ＣＨＥＮ Ｗ Ｈ， ＺＨＥＮＧ Ｗ Ｘ． Ａ ｎｅｗ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｅｌｌｕｌａｒ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ
ｄｅｌａｙ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｎｅｕｒａｌ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ， ２０１０， ２１（７）： １１２６⁃１１３９．

［１３］　 魏宇恒， 童东兵， 陈巧玉． 基于中间观测器的非线性系统的故障估计［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２１， ４２（１１）：
１２１３⁃１２２０．（ＷＥＩ Ｙｕｈｅｎｇ， ＴＯＮＧ Ｄｏｎｇｂｉｎｇ， ＣＨＥＮ Ｑｉａｏｙｕ． Ｆａｕｌｔ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｉｎ⁃
ｔｅｒｍｅｄｉａｔｅ ｅｓｔｉｍａｔｏｒｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２１， ４２（１１）： １２１３⁃１２２０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１４］　 ＷＥＩ Ｒ Ｙ， ＣＡＯ Ｊ Ｄ， ＫＵＲＴＨＳ Ｊ． Ｆｉｘｅｄ⁃ｔｉｍｅ ｏｕｔｐｕｔ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｕｐｌｅｄ ｒｅａｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔ⁃
ｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｄｅｌａｙｅｄ ｏｕｔｐｕｔ ｃｏｕｐｌｉｎｇｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｎｅｔｗｏｒｋ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２１， ８
（１）： ７８０⁃７８９．

［１５］　 ＬＩＵ Ｘ Ｙ， ＨＯ Ｄ Ｗ， ＳＯＮＧ Ｑ， ｅｔ ａｌ． Ｆｉｎｉｔｅ ／ ｆｉｘｅｄ⁃ｔｉｍｅ ｐｉｎｎｉｎｇ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｓｔｏ⁃
ｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ， ２０１８， ４９（６）： ２３９８⁃２４０３．

［１６］　 ＧＯＮＧ Ｓ Ｑ， ＧＵＯ Ｚ Ｙ， ＷＥＮ Ｓ Ｐ， ｅｔ ａｌ． Ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ａｎｄ ｆｉｘｅｄ⁃ｔｉｍｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｕｐｌｅｄ ｍｅｍｒｉｓｔｉｖｅ ｎｅｕ⁃
ｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ， ２０１９， ５１（６）： ２９４４⁃２９５５．

［１７］　 ＺＨＡＮＧ Ｙ Ｊ， ＧＵ Ｄ Ｗ， ＸＵ Ｓ Ｙ． Ｇｌｏｂａｌ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ
ｗｉｔｈ ｎｅｕｔｒａｌ⁃ｔｙｐｅ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｎｏｄｅｓ ａｎｄ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｉｒｃｕｉｔｓ ａｎｄ
Ｓｙｓｔｅｍｓ ： Ｒｅｇｕｌａｒ Ｐａｐｅｒｓ， ２０１３， ６０（１０）： ２７０９⁃２７１８．

［１８］　 ＳＨＩ Ｙ Ｃ， ＣＡＯ Ｊ Ｄ． Ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｅｍｒｉｓｔｉｖｅ Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｅ⁃
ｌａｙｓ［Ｊ］ ． Ｎｅｕｒｏｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０２０， ３７７： １５９⁃１６７．

８８４ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷


