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摘要：  小波理论在进行信号处理与函数逼近时体现出非常独特的时频局部性与多分辨分析能力，小波基函数则可

兼具正交性、紧支性、低通滤波与插值性等优良的数学性质，这均使得小波分析理论在计算数学与计算力学领域具

有很大的应用潜力，也进一步为这些领域的突破性发展带来了新的契机.自 20 世纪 90 年代以来，大量的研究已经证

明，基于小波理论的数值方法在微分方程求解中具有非常明显的优势，但与此同时也暴露出了一些由小波基函数本

身与其特有逼近方式所造成的数值计算应用局限.为了促进小波理论在计算数学与力学领域的创新性应用，给研究

人员提供新的研究视角，该文简要梳理了小波分析的发展背景以及基于小波理论的数值方法的研究历史，并着重讨

论分析了后者所面临的问题，以及近年来针对这些问题中的基础性难题所取得的研究进展.这些总结与评述有望为

后续进一步发展并完善基于小波理论的定量数学求解方法，以及拓展其在力学乃至广泛工程问题求解中的应用提供

有意义的参考.
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Abstract：The wavelet theory shows very unique time-frequency localization and multi-resolution analysis ability in signal

processing  and  function  approximation.  The  wavelet  basis  function  has  excellent  mathematical  properties  such  as

orthogonality,  compactness,  low-pass  filtering  and  interpolation,  which  endows  the  wavelet  analysis  theory  with  great

application  potential  in  the  fields  of  computational  mathematics  and  computational  mechanics,  and  creates  new

opportunities for breakthrough development in these fields. Since the 1990s, a large number of studies have proved that the
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numerical  method  based  on  the  wavelet  theory  has  very  obvious  advantages  in  solving  differential  equations,  but  at  the

same time, have exposed some limitations of numerical calculation application caused by the wavelet basis function itself

and its unique approximation method. In order to promote the innovative application of the wavelet theory in the fields of

computational  mathematics  and  mechanics  and  provide  researchers  with  a  new  research  perspective,  the  development

background of the wavelet analysis and the research history of methods based on the wavelet theory were reviewed, and the

numerical method problems were emphasized and the research progresses made in recent years discussed. The conclusions

and  comments  may  provide  a  meaningful  reference  for  the  further  development  and  improvement  of  quantitative

mathematical  solution methods based on the wavelet  theory and applications in mechanics as well  as  solutions of  a  wide

range of engineering problems.

Key words：wavelet  analysis；multiresolution  analysis；mechanics  problem； irregular  domain； strong  nonlinearity； high-

order differential equation

 

引　　言

小波分析发端于对地震波的分析研究.对于频率随时间显著变化的地震波，研究人员除希望知道其所包

含有哪些频率的波外，更期望能够具体掌握各频率波所出现的次序与持续时间等信息.Fourier分析虽能非常

精准地给出整个地震波的频谱成分，但却完全无法识别各频率波所发生的时刻，即 Fourier分析具有理想的频

率分辨率，但却完全没有时间分辨率[1]
.显然，对于普遍存在于自然界与人类生产活动中的各类频率随时间 (或

空间)变化的非平稳信号而言，Fourier分析是远远不足以满足需求的.故而，在 Fourier分析的基础上，研究人

员进一步提出了窗口 Fourier变换[2]
.通过引入一个窗口函数，每次截取一小段时间 (或空间)内的信号来进行

Fourier分析，从而使得窗口 Fourier变换能够同时获得一定的时间 (或空间)分辨率与频率分辨率.其中，时-频
分辨率取决于窗口函数，一旦取定则窗口 Fourier变换的时-频分辨率会随之确定，在整个分析中不会再发生变

化.通常，较小的窗口可以获得较高的时间 (或空间)分辨率，反之较大的窗口则可以获得较高的频率分辨率，

即时间 (或空间)分辨率与频率分辨率无法兼得.事实上，根据测不准原理，我们不可能同时精确地识别出一个

信号的频率与发生时刻，即无法同时获得理想的时间 (或空间)分辨率与频率分辨率，二者之间必须进行折

中.在现实应用中，对于通常持续时间较长 (或空间较大)的低频信号，我们希望获得高的频率分辨率，而对时

间 (或空间)的分辨率要求可以适当降低.反之，对于持续时间较短 (或空间较小)的高频信号，我们则希望有高

的时间 (或空间)分辨率，而对频率分辨率可适当放松.因为分辨率水平决定着绝对误差，对于频率较低的信

号，为控制频率分析的相对误差，需使得其绝对误差处于较低的水平 (即要求高频率分辨率)，反过来由于其持

续时间较长 (或空间较大)，则即使时间 (或空间)分析的绝对误差相对大一些也仍可使得其相对误差维持在较

低的水平.而针对高频信号的分析要求则刚好相反.由前述介绍可知，窗口 Fourier变换的时-频窗口在一次分

析中是固定的，即其时-频分析的绝对误差保持不变.因此对于我们通常更为关心的相对误差，将会随着信号频

率与持续时间的变化而改变，这对于频率随时间 (或空间)变化较为剧烈的非平稳信号是不够理想的，甚至很

多时候是无法接受的.故而，研究人员在窗口 Fourier变换的基础上进一步发展出来了小波分析[3]
.小波分析通

过尺度伸缩与位置平移可以在整个时域 (或空间)生成一系列时-频分辨率不一的窗口，即多分辨分析，从而自

适应地识别分析信号中的不同频率成分.

从 Fourier分析到小波分析是复杂信号分析处理技术的一个逐渐改进发展的过程.简而概之，窗口

Fourier变换在一定程度上弥补了 Fourier变换完全不具有时间 (或空间)分辨率的缺陷，而小波分析则进一步

弥补了窗口 Fourier变换的时-频分辨率无法随信号频率自适应调整的不足.后者可以不是非常准确地理解为，

窗口 Fourier变换控制的是时间 (或空间)分析与频率分析的绝对误差，而小波分析控制的则是实际应用中更

为关心的相对误差.因此，小波分析被认为是在信号处理领域中继 Fourier分析之后的里程碑式进展[4]
.

从小波分析的发展背景可以看出，其为目前分析处理频率随时间 (或空间)变化的非平稳信号的有力工

具，甚至往往是最佳选择.而计算力学中许多问题的挑战正是来自于对局部特征的表征与捕获.如复杂几何体
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的建模往往可归结为对局部几何细节的刻画，断裂问题分析的关键在于有效地处理裂尖附近应力场的奇异性

及裂纹面处的间断.同时，由于物理与几何强非线性的存在，大量力学问题在定量求解时会存在高阶（高频）信

息与低阶 (低频)信息耦合影响引起的计算难题.如在计算流体力学中如何有效地表征不同尺度的涡运动及其

之间的相互作用[5]
.因此，小波分析的特点正好迎合了解决目前计算力学中这些挑战性问题的根本需求，进而

在数学适用性上相较于常规方法具有更明显的优势.同时，小波基函数还可兼具紧支性、正交性、高阶连续

性、一致性、插值性等诸多在数值计算中所期望的优良数值性质.故而，在小波理论初步成熟的 20世纪 90年

代初，研究人员便将小波分析引入到微分方程的求解与计算力学中，构建了多种小波基数值方法用于分析求

解各类物理力学问题.如早在 1991年，Latto等便成功构造了求解 Burgers方程的小波 Galerkin法 [6]
.随后，

Xu和 Shann[7] 系统研究了两点边值问题的小波 Galerkin解法，并指出需进一步攻克紧支撑正交小波函数或尺

度函数与其导数乘积积分 (通常称之为连接系数)的高精度计算以及抑制边界附近因级数截断所导致的数值

失稳这两个基本难题.Tanaka等[8] 在采用不具有正交性的 B样条小波 Galerkin方法求解固体力学问题时，也

同样发现级数展开在边界附近的截断会导致离散后的刚度矩阵奇异等最终引起数值失稳的问题.针对这两个

小波方法发展中所面临的基础性问题，兰州大学学者[9] 于 2000年前后提出了紧支正交小波连接系数的精确

计算方法，以及可有效抑制边界数值失稳的延拓技术，从而大幅改善了小波 Galerkin方法的求解精度，并在一

系列数值测试中验证展示了小波方法相较于有限元等传统数值方法在精度上的明显优势.随后，学者们[9-11] 还

进一步将小波 Galerkin法扩展应用于高阶偏微分方程的求解，如梁板结构的弯曲问题.之后，小波方法引起了

更为广泛的关注与重视，相关研究也得到了快速发展.研究人员通过结合不同的小波基函数与方程离散技术

开发出了多种小波基数值方法用以求解各类物理力学问题.如 Nakagoshi和 Noguchi[12] 在 2001年提出了一种

改进的小波 Galerkin法用以求解 Mindlin 板的弯曲问题.Alqassab和 Nair[13] 运用小波 Galerkin方法分析了弹

性电缆的自由振动.Li等[14-15] 基于小波有限单元法求解了板的弯曲问题，并开发了一种裂纹检测技术.这一发

展时期，有关各类小波基方法的研究进展，可进一步参考 Li和 Chen于 2014年发表的综述性文献[16]
.

从上述简短的介绍可以看出，小波方法在 2000年前后的十余年里得到了迅猛发展.但这些研究工作大部

分属于对各类小波基数值方法的原理性验证，很多研究都是基于非常简单的模型问题来分析讨论各类小波方

法的精度、效率与稳定性等数值特性，而针对相对更为复杂的工程问题的应用研究则非常匮乏.事实上，研究

人员一直都在持续努力推动小波方法的实用化，但却长期受制于如下两个基本问题迟迟无法得到有效解决而

进展缓慢.其一是非规则求解域的有效处理技术.初始小波分析是定义在开区间上的，因此在有限域上运用时

需要进行级数截断，由此将在边界附近产生数值失稳[9]
.虽然在小波方法发展的早期已经给出了处理一维问题

的边界延拓技术[9]，但却一直缺少直接适用于二维与三维复杂区域问题的边界延拓方法.因此，对于二维与三

维问题，相应的小波基往往只能由结合边界延拓后的一维小波基的张量积来生成，导致只能处理高度规则的

问题域.虽然研究人员针对这一问题先后提出了虚拟区域法与小波有限元等处理技术，但各自都面临着一些

较为严峻的挑战.如在虚拟区域法中，求解域被扩大导致计算量增加，同时往往会在虚拟区域与真实问题域的

界面处产生不连续，导致计算精度下降以及数值稳定性问题[17-18]
.而小波有限元则需计算小波基函数及其导数

与 Jacobi矩阵之积的积分，由于小波函数的导数往往高度振荡，造成这一积分所需的计算量非常大而精度却

不高.同时，在相邻单元界面处的连续性难以保证，即通常为非协调元，故而在使用时还需额外关注稳定性问

题.其二是非线性问题的求解.在运用小波 Galerkin法求解非线性问题时，需要计算小波基函数与其导数多重

乘积或与超越函数之积等复杂函数的积分，而这些积分通常难以高效高精度的获得.故而，在非线性问题求解

中，往往采用小波配点法以避免这些复杂的积分运算.但对于大多数物理力学问题，如固体力学问题，与变分

原理对应的 Galerkin法往往具有更为优良的精度与稳定性.但小波 Galerkin法由于自身存在的上述局限，难

以展现优势.

正是由于小波方法在非规则求解域与非线性问题的处理中面临着上述挑战，导致其难以用于分析相对复

杂的工程问题.因此，虽然小波方法在很多基准模型测试中展现出了非常诱人的优势，但限于自身极为有限的

适用范围，造成近年来关于小波方法的研究逐步减少.但应该看到，虽然小波方法具有一些自身的弱点，但在

复杂问题处理中其所具有的独特优势依然是不可替代的.因此，如何在保持小波分析优势的同时克服小波基
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数值方法在非规则求解域与非线性问题分析中的局限成为了近些年来研究的热点.本文后续部分将逐一介绍

近年来小波方法在非规则求解域与非线性问题以及高阶微分方程求解方面的最新研究进展. 

1    复杂求解域的处理技术

复杂求解域及相应边界条件的处理是所有数值方法面临的基本难题之一，也一直是制约各种方法进一步

发展与应用的主要障碍之一[19-20]
.即使是目前已非常成熟的有限元与有限体积法等网格基方法，也依然面临着

网格生成极为耗时且难以完全由计算机全自动生成等诸多严峻挑战[21-22]
.相对于这些采用多项式为基底的方

法，对于针对开区间函数分析而构建的小波而言则面临着更大的困难.

根据小波多分辨分析理论，在有限区域 Ω 上逼近 L2 函数时，有[23-24]

f (x) = S j f (x)+
∑
n≥ j

Qn f (x) =
N+Ne∑
k=1

ckϕk(x)+
∑
n≥ j

∑
k

dkψk(x), x = (x,y) ∈ Ω, （1）

ϕk(x) ψk(x) ϕ(x) ψ(x)

M1 =
w

xϕ(x)dx = 7

其中 和 分别为由紧支小波尺度函数 和小波函数 通过伸缩平移形成的基函数.图 1给出了消

失矩 γ=6和尺度函数一阶矩 的广义正交 Coiflet小波[9] 的尺度函数和小波函数及其频谱.在

式 (1)中，展开系数可具体表征为

ck =
w
Ω
ϕ
k

f (x)ϕ̄k(x)dx, dk =
w
Ω
ψ
k

f (x)ψ̄k(x)dx, （2）

ϕ̄k(x) ψ̄k(x) Ω
ϕ
k Ω

ψ
k ϕk(x) ψk(x)式中 和 为相应的对偶小波基， 和 分别为 和 的紧支域.

  

ϕ(x) ψ(x)图 1    广义正交 Coiflet小波 (γ=6，M1=7)：(a)尺度函数 和小波函数 ；(b)频谱

ϕ(x) ψ(x)Fig. 1    The generalized orthogonal Coiflet with γ=6 and M1=7: (a) scaling function   and wavelet function  ; (b) frequency spectrum
 

{ϕk(x),k = 1,2, · · · ,N +Ne} Ω
ϕ
k

Ω
ϕ
k

{ϕk(x),k = N +1,N +2, · · · ,N +Ne}

基于小波多分辨理论，在近似格式 (1)中，尺度级数 S j f(x)表征着函数 f(x)的低频成分 (如图 1所示)，并
维持着式 (1)精确重构低阶多项式的能力 (即一致性)；而小波级数部分 Qnf(x)则代表着 f(x)的高频成分 (如图 1
所示)，通常用于描述局部细节，作为对尺度级数的补充，可根据实际需要进行增减.因为尺度级数 S j f(x)维持

着式 (1)的一致性，故而必须完备，即序列 应当恰好刚刚是紧支域 与区域 Ω 存在交

集的所有尺度基函数的集合.由此，式 (1)中必定会存在紧支域 只有非常小的一部分位于区域 Ω 内的尺度

基函数 ，如图 2所示.同时，由图 1可知对于紧支小波其函数值包含导数值在

紧支域的边界处都非常小，远小于其最大值.因此，若直接使用式 (1)作为试函数，则无论是用 Galerkin法，抑

或是传统配点法，还是其他离散方法，在离散系统的系数矩阵中，与这些基函数对应的行元素都会远小于其他

行元素，导致方程系数矩阵的条件数非常大甚至接近于奇异，由此必须采用计算量非常大的特殊方法才能求

解，且解的精度往往非常不理想.而另一方面，如前所述这些项又不能直接舍掉，否则式 (1)在边界附近将会丧

失精确重构低阶多项式的能力，导致解的误差在边界附近急剧增大，产生数值失稳[4,25]
.
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图 2    在有限区域上逼近函数所需的尺度基函数及边界延拓示意图

Fig. 2    Diagrammatic drawing of the required scaling basis function and the corresponding boundary extension

in the approximation of a function in a finite domain

注　为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同.

鉴于在微分方程求解中，既不能直接将式 (1)中的展开系数 ck，k=N+1, N+2,···, N+Ne 作为基本求解量，也

不能直接赋为零 (即舍掉)，故而研究人员提出了边界延拓的思想[26-27]，即用其余展开系数 ck，k=1, 2,···, N 将这

部分系数表征出来.但要通过初始定义式 (2)建立二者之间的联系，除非采用周期延拓否则几乎不可能.但周

期延拓，即认为函数是以求解域为一个周期的周期函数的处理方式，一方面只适用于高度规则的求解域，同时

并不能确保近似格式 (1)的一致性，只适用于极少数特定问题.故而，王记增与周又和[17-18] 进一步提出了计算

尺度展开系数 ck 的广义小波 Gauss积分法，同时国外学者也开发了插值小波[25]
.二者的共同特征是用节点值

来表征尺度展开系数 ck，即式 (1)可改写为

f (x) = S j f (x)+
∑
n≥ j

Qn f (x) =
N∑

k=1

f (xk)θk(x)+
N+Ne∑

k=N+1

f (xk)θk(x)+
∑
n≥ j

∑
k

dn,kψk(x), x = (x,y) ∈ Ω, （3）

θk(x)式中 为 (拟)插值小波尺度基函数，xk，k=1, 2,···, N 和 k=N+1, N+2,···, N+Ne 则分别为位于域内和域外的

节点.

基于近似格式 (3)，边界延拓转化为用域内节点值外推给出所需的域外节点值.但由于在早期研究中缺少

完善的理论分析，往往根据尺度级数 Sjf(x)表征的是低频光滑部分，因此边界延拓应该保证延拓后的域外函数

与原域内函数也应该具有一定的光滑性这一定性原则进行.但对于边界是曲线的一般二维区域与边界为曲面

的一般三维区域，要构建一个与域内函数在边界处具有高阶连续导数的域外函数非常困难，故而只成功发展

了针对一维问题的边界延拓技术，如 Lagrange插值延拓与 Taylor展开延拓[9,28]
.而对于二维与三维问题则只能

采用延拓后的一维小波基的张量积来进行逼近，导致只能适用于长方形与立方体等高度规则的求解域.为了

进一步处理非规则求解域，研究人员一方面通过引入有限元的概念提出了小波有限元方法[16]，但该方法在应

用时其单元间的连续性往往难以保证，且所需的小波基函数及其导数与 Jacobi矩阵之积的积分难以高精度获

得.另一方面，研究人员通过将求解域扩大为规则区域再结合 Lagrange乘子法或罚函数法施加界面约束条件

的方式构建了虚拟区域法[12]，但这一方法一直面临着计算量大而精度低，且数值稳定性不好的问题.因此，虽

然经过了诸多尝试与努力，但小波基数值方法一直未能有效地扩展应用于一般求解域问题，难以处理各类实

际问题，适用范围与实用性极为有限，造成近年来小波基方法的研究逐渐减少.

针对小波方法难以有效处理非规则求解域的问题，Liu等[29-31] 经过长期探索于近期提出了一套针对一般

区域的普适边界延拓技术.基于完善的数学证明，他们首先明确给出了边界延拓的实质是要补充一组适当的

域外节点值，从而使得近似格式 (3)在全域内具有精确重构低阶多项式的能力这一定量原则.继而通过理论证

明，用与距域外节点最近的域内节点通过 Lagrange插值给出该域外节点值即可满足该要求.如对于图 2所示

的域外节点 xo，可由离其最近的域内节点 (位于虚线框内)通过 Lagrange插值给出相应的值.对于每一个域外

节点，这一插值都完全独立，彼此之间不相互影响，故而整个边界延拓过程非常简便易于实施.由此，Liu
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等[29-31] 给出了一种有效逼近定义在非规则区域上连续函数的小波格式，即

f (x) = S j f (x)+
∑
n≥ j

Qn f (x) =
N∑

k=1

f (xk)ϑk(x)+
∑
n≥ j

∑
k

dn,kψk(x), x = (x,y) ∈ Ω, （4）

ϑk(x) θk(x)其中 为结合边界延拓后的改进尺度基函数，其为标准尺度基函数 的线性组合.

f (xk) = S j f (xk)

但近似格式 (4)通常不具有插值性，即使是对于插值小波也只在与尺度基函数对应的节点上 (均匀分布的

节点，如图 3中的红色节点)才满足关系 .这一极为有限的插值性导致本质边界条件无法像有限

元一样简便施加，只能采用目前无网格方法中所普遍使用的 Lagrange乘子法或罚函数法进行处理.但前者会

扩大最后代数方程组的维数，并且造成刚度矩阵丧失正定性，而后者则无法精确施加边界条件，导致计算精度

偏低.针对这一问题，Liu等[29-31] 通过重新定义多分辨分解关系 (小波理论的核心关系)建立了一种能在任意指

定局部节点上 (与小波基函数对应)进行过点插值的小波近似格式，即

f (x) ≈ f h(x) =
∑
k∈ℜ

f (xk)φk(x)+
∑
k∈Q

dkφk(x), x = (x,y) ∈ Ω, （5）

φk(x) θk(x) ψk(x) f (xk) ≡ f h(xk) k ∈ ℜ
{xk,k ∈ ℜ} Q ℜ

式中基函数 为标准基函数 和 的线性组合.插值格式 (5)满足性质 ， ，其中节点

组 可为整体节点组的任意子集，如图 3所示， 为 的补集.
  

图 3    小波多分辨定向插值的节点分布示意图

Fig. 3    Diagrammatic drawing of the distribution of nodes for targeted wavelet interpolation

结合小波多分辨定向插值格式 (5)与变分原理，并通过开发非规则区域上小波连接系数的半解析积分方

法，Liu等[29-31] 建立了小波多分辨插值 Galerkin方法，并将其成功应用于线弹性力学与线弹性断裂力学问题的

定量分析中.数值算例表明，这一方法可以非常高效地处理非规则求解域，如汽车连杆与轮毂等具有复杂几何

形状的问题.同时在节点数量相同的情形下，其精度明显优于常用的线性有限元，而计算时间相当 (有限元计

算耗时中不包括网格划分)[29-31].此外，该小波多分辨插值 Galerkin方法还具有如下优点[29-31]：1) 不需要网格，包

括背景网格，是一种真正的无网格法；2) 所需节点分为均匀节点 (可以都不位于边界上)与可任意添加的局部

节点，如图 3所示，生成规则明确易于实现，均可由计算机全自动高效生成；3) 形函数生成过程中不存在任何

矩阵求逆运算与任何经验参数；4) 刚度矩阵积分可由半解析方法高效获得；5) 位移边界条件的施加与有限元

一样简便高效；6) 得益于小波多分辨分析，具有强健稳定的局部细化能力，如对于裂尖应力场，只需在局部做

多分辨细化即可准确地捕获到该奇异场.由国内学者近期所发展的这一小波多分辨插值 Galerkin方法，为处

理非规则域问题的求解这一小波基数值方法长期以来所面临的关键性基础难题，提供了一种可行的方案，展

现出了发展成为科学研究与工程应用中各类物理与力学问题普适求解新型数值工具的潜力. 

2    非线性问题的封闭求解技术

非线性广泛存在于各类科学和工程问题中，如弹塑性、大变形、接触、湍流等.这类问题的高效、高精度求

解一直是计算数学与计算力学研究领域的前沿热点与难点问题之一.目前，针对非线性问题的求解总体上可

分为两条基本途径.一是逐步追踪逼近，将原非线性问题转化为一系列线性问题进行求解[32-35]，典型的如分析

大变形问题的增量有限元.但这一方法对于强非线性问题往往面临着精度难以满足需求，甚至无法获得收敛
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解的难题.同时，各种线性化与收敛增强技术的有效性往往依赖于具体问题，缺乏普适性[32-37]
.另一种途径则是

直接数值求解非线性微分方程，通过将待求函数用级数展开并将其代入非线性项以获得非线性项的近似逼近

格式，继而再由 Galerkin或配点方法等离散技术获得非线性离散系统以实现求解[38-39]
.但现有采用这一途径的

数值方法包括小波基方法均面临着一些局限.

如对于一般形式的偏微分方程：
L[u(x)]+N[u(x)] = 0, （6）

其中 L 和 N 分别为线性和非线性微分算子.在数值求解中不可避免地要对待求函数 u(x)的展开级数进行截

断，即将其表示为

u(x) = uh(x)+ ū(x) =
N∑

k=1

akhk(x)+
+∞∑

k=N+1

akhk(x), （7）

uh(x) ū(x)其中 为所保留的近似解，而 为舍掉的截断误差，ak 和 hk(x)分别为展开系数与基函数.将式 (7)代入式

(6)可得

Q(x) = L[uh(x)]+N[uh(x)] = −L[ū(x)]−{N[uh(x)+ ū(x)]−N[uh(x)]}, （8）

L[uh(x)]+N[uh(x)] = 0

uh(x) u(x)

ū(x) uh(x)

ū(x)

Q(x) = −L[ū(x)]−{N[uh(x)+ ū(x)]−N[uh(x)]} = −L[ū(x)]−N[ū(x)]

ū(x) uh(x)

式中 Q(x)为实际所求解的近似方程 的残差.显然，求解中必须将方程残差 Q(x)控制到足

够小才能保证 为 的有效近似.另一方面，如果 Q(x)过大，即近似方程与原方程存在较大区别，则可能

出现原方程有解但实际所求解的近似方程却并不存在解的情形，由此导致求解过程不收敛.但从式 (8)可以看

出，方程残差 Q(x)不但依赖于截断误差 ，同时还依赖于近似解 ，故而无法通过单独调控截断误差

来确保方程残差 Q(x)处于相对极小的范围，从而导致方法的有效性依赖于所求解的具体问题.这一在非

线性问题求解中所出现的近似解与截断误差相互耦合，彼此相互影响的问题即为所谓的求解不封闭[40]
.这是

非线性问题求解显著区别于线性问题求解的基本特征.例如，若 N 也为一线性算子，根据叠加原理则有方程残

差 ，即对于线性问题，方程的残差只依赖于截断

误差 而与近似解 无关，所以求解是封闭的.正是由于这一封闭性问题的存在，导致非线性问题的求解

难度远大于线性问题. w
hl(x)N

[∑N

k=1
akh(x)

]
dx此外，对于近似方程式 (8)，如采用 Galerkin或有限元等方法求解，则需计算 等复

杂积分，这些积分通常是难以获得的.尤其是当非线性算子 N 为一非整数幂次或超越函数关系时，基本无法直

接计算，往往需先进行 Taylor展开转化为一整数幂次非线性问题再进行求解[40]
.由此，在求解中又必须对这一

Taylor展开的收敛性加以关注研究.而对于利用性质优异的紧支撑正交小波为基底的小波 Galerkin方法而

言，这一问题尤为突出，因为目前只存在有关紧支撑正交小波基函数与其导数 3重乘积积分的精确数值计算

的有效方法[4,9]
.因此即使是对于超过 2次的整数幂次非线性问题，也难以利用小波 Galerkin方法进行处理，造

成其在非线性问题求解中的适用范围极为有限.

针对现有数值方法普遍存在的封闭性问题以及小波 Galerkin法面临的复杂积分无法获得的难题，周又和

团队[40] 在其所开发的广义小波 Gauss积分法的基础上，进一步提出了非线性问题的小波封闭解法.在这一方

法中，假定非线性项是平方可积的，这时其也可被视为一独立函数用式 (4)进行展开，即

N[u(x)] =
N∑

k=1

N[u(xk)]ϑk(x)+
∑
n≥ j

∑
k∈Z

d̃n,kψn,k(x), （9）

其中非线性项的展开系数可用待求函数的展开系数加以显式表征，从而避免了待求系数的增加.这一处理方

式明显区别于常规方法中所使用的将近似解直接代入非线性项的处理方式.将式 (4)和式 (9)代入方程 (7)，可
得实际所求解近似方程的残差为

Q(x) =
∑
n≥m

∑
k∈Z

d̄n,kL[ψn,k(x)]+
∑
n≥ j

∑
k∈Z

d̃n,kψn,k(x). （10）

d̄n,k d̃n,k从式 (10)中可以看出，方程残差完全取决于决定截断误差的展开系数 和 ，而独立于表征近似解的展开
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u(xk)系数 ，即实现了近似解与截断误差的解耦，因而其对于非线性问题的求解是封闭的[40]
.

w
(dnϑk(x)/dxn)ϑl(x)dx

此外，从非线性项的展开格式 (9)可以看出，非线性算子只作用在展开系数上，而不影响基函数.因此，对

于一般的非线性问题，包括超越函数形式的非线性问题，这一小波封闭算法均只需用到已有方法即可实现精

确计算的两项连接系数 [40]，从而完美解决了传统小波 Galerkin法在非线性问题求解中所

面临的复杂积分无法获得的难题.事实上，在使用这一小波封闭算法求解非线性微分方程时，其离散过程与线

性问题的处理情形高度相似，同样的便捷.因此，相较于其他 Galerkin类方法，由 Zhou及其合作者所建立的小

波封闭算法在求解普遍的非线性问题时也更为高效，易于实施[40]
.

为测试上述小波封闭解法的实际性能，学者们[10,11, 40-52] 已具体研究分析了大量物理力学非线性问题，如梁

板结构的弯曲与屈曲问题、Burgers方程和浅水波方程等.所得到的大量数值结果表明，这一小波封闭算法相

较于有限元和有限差分法等常规数值方法具有更高的求解精度与计算效率，并且可以统一求解从弱到强的非

常广泛的非线性问题，从而有效解决了常规方法的有效性依赖于具体问题非线性特征的难题[10,11, 40-52]
.最近，

Ma等[53] 直接运用这一小波封闭解法定量研究了大范围轴向运动绳的非线性耦合振动，评价其比有限元等常

规方法计算精度更高且分析速度更快.美国与科威特学者则直接将该小波封闭解作为无法获得精确解的非线

性问题的标准参考解，作为评估他们所提方法数值精度的标准[54]
.此外，Yu及其合作者[55-56] 通过将这一非线性

小波封闭展开格式与传统同伦算法相结合，发展形成了所谓的小波同伦方法，在多类强非线性问题的定量求

解[57-60] 中获得了良好的效果.他们认为这一小波逼近格式具有正交性、紧支集、插值性等在数值计算中所期望

的良好性质，并可非常方便地平衡效率与精度.同时，由于这一函数近似逼近格式对非线性形式不敏感，从而

有效解决了传统同伦方法一直面临的对不同问题进行求解时需选择有效基函数的难题. 

3    高阶微分方程的高精度求解

高阶微分方程广泛用于描述天体物理、流体运动与结构力学等学科中的诸多现象.如非对称载荷作用下，

正交各向异性圆柱薄壳的变形可由 8阶偏微分方程组描述[61]，均匀梁扭转振动的控制方程也为 8偏微分方程[62]
.

而在流体力学中也存在许多需要由高阶微分方程来加以描述的问题[63]，甚至有些问题的数学模型为高达

24阶的微分方程组[3]
.

针对高阶微分方程的求解，目前有两条基本途径.一是将高阶微分方程的求解转化为低阶微分方程组，其

实质就是利用逐步迭代的方式，通过多次使用低阶微分离散算子，来获得高阶微分的离散格式[64-69]
.如 Liu

等[67-69] 通过反复使用低阶微分求积来离散算子，分别求解了 4阶、6阶和 8阶微分方程.但在这类方法中，由

于误差的急剧累加，导致解的精度将随着微分方程阶次的升高而急剧下降，难以获得高精度的近似解[64-69]
.第

二条途径是直接构造高阶微分算子的离散格式.如 Boutayeb和 Twizell[70] 提出了离散 8阶导数的有限差分格

式，进而建立了求解 8阶微分方程的有限差分法.但针对高阶导数的有限差分格式，一方面其构造过程异常繁

琐，同时更重要的是在使用较小的网格尺寸时，其离散矩阵的条件数会非常高，从而引发数值稳定性问题[70]
.

因此，为保证求解的稳定性，不能使用过于细密的网格，求解精度受到限制，难以获得高精度解.而用有限元、

配点法与 Galerkin法等方法求解高阶微分方程时，需要高阶连续的试函数与权函数.即使是对试函数连续性

要求相对较低的弱形式，也要求试函数具有微分方程阶次一半阶次的弱导数.但通常具有高阶连续导数的试

函数的构造极为繁琐，尤其是当求解域较为复杂时[71-75]
.同时，这些方法在实际使用中还往往面临着稳定性问

题.如 Siddiqi和 Twizell[73-74] 在使用高次样条函数求解高阶线性边值问题时，便遇到了解在边界附近不收敛的

问题.

事实上，上述求解格式的基本思想都是将待求函数作为基本未知量，然后通过数值微分将其导数用待求

函数自身进行近似表征[64-75]
.众所周知，数值微分随着导数阶次的升高其精度将会急剧下降，从而导致这些方

法的求解精度都会随着微分方程阶次的升高而急剧衰减.特别是这些方法的收敛速度通常较低，一般很难超

过 2阶[64-75]，由此导致难以获得高阶微分方程的高精度近似解.这一问题即使是对于数值性质优良的小波基方

法也无法避免[46-54]
.如对于 2阶微分方程，小波 Galerkin法的收敛速度可达到 5阶[47]，但用其求解 4阶微分方

程时则迅速衰减为 3阶[10]
.而且在用小波方法求解高阶微分方程时还面临着自身特有的难题.由于大部分性质
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优良的小波通常不具有解析表达式，且其导数往往为高度振荡的函数，因此计算其高阶导数以及与之相关的

连接系数将是一项颇具挑战性的工作，通常难以高精度地获得求解高阶微分方程中所需的这些导数和积分.

鉴于高阶微分方程求解所面临的难题，学者们[42,76-77] 提出了一种高精度的小波积分配点法.这一方法的基

本思想是将非线性微分方程中的各阶导数分别看作未知函数，从而将方程中复杂的导数与非线性耦合的关系

转化为函数之间的直接关系，并进一步通过配点方法将原方程离散为在节点上满足的一系列代数方程.而代

表各阶导数的未知函数之间，则通过小波数值积分技术近似表征.由于这一方法是采用数值积分来建立方程

中各阶导数之间的联系，而不是常规数值方法中所使用的数值微分思想，因此这一小波积分配点法可有效地

克服上述常规数值方法所面临的问题.第一个优点是可以大幅放宽对试函数连续性的要求.例如，Amin等[78-79]

以只存在一阶弱导数的 Haar小波为试函数便成功地获得了 8阶与 10阶微分方程的有效近似解.第二个明显

的优势是其收敛速度与精度对于微分方程的阶次不再十分敏感，这得益于数值积分的精度通常要远高于数值

微分.如对于基于同一种小波所构造的数值微分与数值积分格式，在近似逼近函数的 4阶导数时，数值精度较

之逼近原函数会下降约 6个数量级，而相应的收敛速度会降低 4阶.但在逼近不同重数的积分时，其精度与收

敛速度则几乎保持不变[40,76]
.具体的数值算例表明，小波积分配点法在分别求解 4阶、6阶和 8阶非线性微分

方程时，其收敛速度一直可保持 6阶，与直接利用小波基逼近函数的收敛阶数一致.针对线性问题的误差分析

表明，在求解过程中小波积分配点法所涉及相关系数矩阵的条件数会随着未知量个数的增加而降低，相较其

他方法具有非常独特的数值稳定特性[76]
.在一维与二维非线性波动问题的求解中[77]，小波积分配点法的收敛

阶数在空间上仍保持在了 6阶.而且这一收敛阶数几乎不依赖于问题中非线性的形式、时间的存在以及空间

的维数. 

4    总结与展望

本文对小波分析的提出背景、优点以及其在微分方程求解中的运用进行了简要梳理总结.从中可以看出，

小波分析由于其独具的时频局部性与多分辨特性，从而在复杂信号 (或函数)的分析表征上具有明显的理论优

势，使得各类基于小波级数展开的数值方法也在微分方程的求解中体现出相应的优良性质.但在将小波分析

运用于计算数学与计算力学广泛问题的普适求解时，也存在着一些必须克服的基础性难题，如难以高效处理

具有非规则求解域与复杂非线性的问题等.这些难题的存在造成各类小波基方法的适用范围极为有限，也因

此导致近年来有关小波方法研究的关注度持续下降.但近期，国内学者通过开发提出小波多分辨插值

Galerkin法、小波封闭解法以及小波积分配点法等，给出了涉及非规则求解域、强非线性以及高阶导数等特征

微分方程的高效处理技术，有效地解决了小波基方法长期以来在这些问题求解中所面临的基础性难题.由于

这些方法在完整保留小波分析独特优势的同时有效地克服了小波方法自身的局限，从而在相关问题的求解中

表现出了相较于有限元与有限差分法等常规数值方法非常明显的优势，并使得将小波方法直接用于复杂工程

问题的求解成为可能，也使得小波基数值方法再次展现出了良好的发展前景与潜力.

但是应当看到，小波基方法虽然经过了 30余年的发展，但离发展成熟依然相距甚远，还遗留着诸多问题

有待进一步深入研究.比如，如何将小波多分辨插值 Galerkin法与小波封闭算法融合起来，从而形成一套对分

析求解实际工程问题中所面临的各类具有复杂几何形态与局部大梯度的非线性问题广泛适用的新型数值方

法？以及如何运用小波多分辨插值 Galerkin法的基本思想将求解高阶微分方程的小波积分配点法扩展至非

规则求解域问题的研究中？此外，发展小波基数值方法与 CAD的无缝数据交换技术，以及将已有算法进一步

软件化，这在其进一步发展与实用化过程中也是必须要加以研究的课题.最后，小波分析在大规模数据的处理

中具有非常独特的优势，因此其与基于大数据驱动的计算数学和计算力学具有天然的契合点，但目前只有极

少数工作对此进行了初步的尝试，故而将二者深度而有机地融合起来，将有望成为小波基方法与计算力学领

域新发展的下一个驱动点.
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