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摘要：  超导薄膜是一种采用化学涂层制备而成的多层薄膜结构，作为性能优越的导电功能结构材料，其载流能力与

结构完整性直接相关.在超导薄膜制备过程中，超导层与金属基底之间的界面裂纹很难避免.因此，在载流运行过程中，

由于外磁场的存在，这类界面裂纹的强度问题成为关键.为此，该文针对超导薄膜结构，以磁通量子穿透薄膜理论和线

弹性断裂理论为基础，建立了研究超导层与基底界面裂纹强度问题的解析模型.深入分析了外加磁场作用下界面裂纹

强度问题，得到了超导磁通流动对裂纹尖端应力场和能量释放率的影响.结果表明：磁通流动速度越大，界面裂纹尖

端处应力越大且能量释放率越大，这将导致界面更容易发生裂纹破坏.该文所得结果有助于分析相关的界面裂纹问题.
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A Study on Interfacial Fracture Behaviors of Superconducting Thin
Film/Substrate Structures on Taking the Account of Effects of Flux Flow

DING Jieying，  XUE Feng，  GOU Xiaofan
（College of Mechanics and Materials, Hohai University, Nanjing 211100, P.R.China）

（Contributed by GOU Xiaofan, M. AMM Editorial Board）

 
Abstract：The superconducting thin film is  a  kind of  multilayer  structure prepared by chemical  coating.  As a  conductive

functional  structure  material  with  excellent  performance,  its  structural  integrity  is  directly  related  to  the  current-carrying

capacity.  During  the  preparation  of  superconducting  thin  films,  it  is  hard  to  avoid  the  interface  cracks  between  the

superconducting  layer  and the  metal  substrate.  In  this  case,  along with  the  current-carrying  operation,  the  strength  of  the

interface crack in an external magnetic field makes a key problem. Therefore, based on the theory of flux through the thin

film and the linear elastic fracture, an analytical model was established for the strength of the interface crack between the

superconducting film and the substrate. The effects of the viscous flux flow on the stress field and the energy release rate at

the crack tip were obtained. The results show that, the higher the flux flow velocity is, the greater the stress and the energy

release rate at the crack tip of the interface will be, which will lead to crack propagation along the interface. The work is
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helpful for the analysis of interface cracks mentioned above.
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引　　言

超导薄膜是一种采用化学涂层制备而成的多层薄膜结构，因其具有极佳的低温高场电性能，广泛应用于

电力、交通、医疗等各个领域.对于超导薄膜结构，通常超导层与基底结合界面较为脆弱[1-2]
.这种超导薄膜界

面强度不仅关乎超导薄膜结构的破坏与完整性，更为重要的是，与导电能力密切关联.为此，针对超导薄膜界

面裂纹破坏及其影响规律的研究非常必要.截至目前，已有不少针对薄膜基底结构的界面裂纹问题的研

究[3-4]
.Hutchinson等[5-6] 通过理论推导，提出了稳态开裂下双层膜的界面裂纹计算模型，可用于分析裂纹尖端处

的应力分布.由于解析方法的局限性，以有限单元法和边界元法为代表的数值解法纷纷涌现[7-8]
.Ma和 Su等[9]

使用拓展有限元法（X-FEM），解决了静态双材料界面断裂问题；Gu等[10] 提出了基于边界元法的新型裂纹尖端

单元，可用于分析复合材料的界面裂纹.以上方法为分析超导薄膜界面处断裂性能提供了帮助.

jc

超导薄膜受到的电磁力是导致其界面发生裂纹破坏的重要因素.Gruss等[11] 观察到外加磁场变化和温度

变化都会对薄膜内电磁场产生影响，进而影响超导薄膜所受的电磁力.Zeldov等[12] 对无限长的Ⅱ型超导薄膜

的临界状态进行了理论分析，指出磁通穿透区域内电流密度的幅值等于临界电流密度 .Brandt和 Indenbom
等[13] 给出了在外部磁场垂直作用下，Ⅱ型超导薄膜在临界状态下的电流密度和总磁场分布.然而，上述方法的

临界电流密度都是恒定的，McDonald等[14] 在临界电流密度 Jc(B) 任意给定的前提下，分析了无限长Ⅱ型超导

薄膜的电磁场.此外，磁通钉扎效应引起磁致伸缩对不同形状的Ⅱ型超导体的应力、应变的影响不容忽视[15-16]，

Zhao等[17] 考虑了在磁通钉扎效应影响下，通量流动速度对超导薄膜的磁化强度和应力的影响.结合以上方

法，考虑磁通钉扎效应的影响，可以更为合理地描述超导薄膜受到的电磁力.

为此，针对超导薄膜，在外磁场作用下，引入了超导磁通钉扎效应所引起的黏性通量流动对于薄膜结构电

磁力的影响，并优化了电磁力计算方法，深入研究了磁通流动速度对薄膜基底结构界面裂纹的影响. 

1    计算模型与公式
 

1.1   计算模型

h1≪ h2

2a≪ L

如图 1(a)所示，长 L、宽 2a 的超导薄膜 (1#)被沉积在基底 (2#)上，厚度分别为 h1 和 h2，且满足

.超导薄膜和基底之间的界面与 y 轴重合，在界面上存在初始裂纹.问题满足以下假设：超导薄膜和基

底都是各向同性和线弹性的；初始裂纹长度为超导膜厚度的数倍，初始裂纹尺寸不影响裂纹开裂；  ，问
题满足平面应力条件.

Ba

Bz jc
2b

2b̃ a > b̃ > b

在垂直于超导薄膜、平行于 z 轴方向施加密度为 的外加磁场，图 1(b)为超导薄膜内电磁力分布的示意

图，在临界状态下，磁通 垂直于 xOy 平面穿透超导薄膜，使得超导薄膜内产生密度为 的矩形环状电流，同一

个电流环上的任意点到外部边界的距离相等[15]
.屏蔽区对应薄膜内磁场强度为零的区域，图中 对应屏蔽区

的宽度， 为薄膜内电磁分布的另一个间断点，满足 .由于电流回路的特性，可以将薄膜划分成四个区

域.为了便于描述薄膜内的电磁场分布，选取横截面 A，截面 A满足 y = L/2且平行于 xOz 平面. 

  

图 1    计算模型示意图: (a) 超导薄膜/基底结构界面裂纹问题；(b) 电磁力分布

Fig. 1    The schematic drawing for calculation: (a) interface crack between superconducting thin film and substrate; (b) electromagnetic force distribution
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1.2   电磁场公式

场冷和零场冷是使得Ⅱ型超导体内产生俘获磁场的两种常用方法.场冷指的是超导体在一个固定的外加

磁场中冷却，最后撤去外加磁场的过程；零场冷指的是先冷却然后再施加外加磁场，最后撤去外加磁场的过

程.这两种方法在超导体内产生的俘获磁场分布不同，与路径有关[18]
.本文研究零场冷的磁化过程.

Ba

v0

根据磁通量子穿透薄膜的理论，结合 Zhao等[17] 的分析，当外加磁场 从零开始增加时，可以得到考虑磁

通速度 的临界电流密度为

jc(v0) = jc0+
ηv0

φ0
, （1）

jc0 η v0 φ0 = 2.07×10−5 Wb
jc/ jc0 c0 ηv0/( jc0φ0) = v0/a

其中， 是初始临界电流密度， 是和通量运动有关的黏度， 是局部磁通流动速度， .根据

式 (1)，将 记作 ，为了简化讨论[19]，近似取 .

J = ∇×H , B = µ0H根据 , 结合 Yong等[4] 的分析，可以得到屏蔽区域尺寸与外加磁场的关系为

b = a/cosh(Ba/Bp) , Bp =
µ0 jc0h1

π
, （2）

Ba Bp其中，b 表示屏蔽区域尺寸， 表示外加磁场强度，为了归一化表示外加磁场强度，定义一个常量 .

Ba/Bp jc/ jc0根据McDonald等[14] 的分析，可以得到外加磁场强度 与临界电流密度 的关系为

Ba/Bp =
w a

b

dx′
√

x′2− x2

(
jc
jc0

)
. （3）

当外加磁场和临界电流给定时，可由上式解出屏蔽区域尺寸 b.
根据式 (2)，可将式 (1)与式 (3)结合，得到考虑通量流动速度的屏蔽区尺寸的表达式为

b = a/cosh(Ba/(c0 ·Bp)) , Bp =
µ0 jc0h1

π
. （4）

Ba ±Bm Bm = 2Bp外加磁场 在最大值 之间变化，选取 .可将磁场变化的阶段划分为磁场上升阶段和磁场下降

阶段，其中，磁场上升阶段对应外加磁场从零增大到最大值的过程，磁场下降阶段对应外加磁场从最大值减小

到零的过程.

超导膜内的电流密度分布和磁通密度分布如下[14]：

1） 磁场上升阶段

j(x) =


2 jc
π

arctan(cx/
√

b2− x2), x < b,

jc, b < x < a,
（5）

B(x) =


0, x < b,
µ0 jch1

π
arctanh(

√
x2−b2/(cx)), b < x < a,

（6）

b = a/cosh(Ba/(c0 ·Bp)), c =
√

1−b2/a2其中， .根据定义，b 表示薄膜内屏蔽区的尺寸，c 由 b 决定.

2） 磁场下降阶段

j(x) =


2 jc
π

arctan(cx/
√

b2− x2)− 4 jc
π

arctan(c̃x/
√

b̃2− x2), 0 < x < b,

jc−
4 jc
π

arctan(c̃x/
√

b̃2− x2), b < x < b̃,

− jc, b̃ < x < a,

（7）

B(x) =


0, 0 < x < b,
µ0 jch1

π
arctanh(

√
x2−b2/(cx)), b < x < b̃,

µ0 jch1

π
[arctanh(

√
x2−b2/(cx))−2arctanh(

√
x2− b̃2/(c̃x))], b̃ < x < a,

（8）

b = a/cosh(Bm/(c0 ·Bp)), b̃ = a/cosh((Bm−Ba)/(2(c0 ·Bp))), c =
√

1−b2/a2 c̃ =
√

1− b̃2/a2

b c b̃

c̃ a > b̃ > b, c̃ < c < a

其中， ，  .根据定义，在磁

场下降阶段， 表示屏蔽区的尺寸且决定 的值， 是一个新的分段点，此处薄膜内的电流密度达到极值，且决定

了 的大小，以上变量满足 .
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f = j×B
fx fy

超导膜内的电流密度和磁通密度分布明确后，磁化过程的电磁体力可以通过 得到.由于垂直于

yOz 平面的力 对沿 y 轴的裂纹几乎没有影响，因此我们只考虑 ：
fy(x) = jx(x)×Bz(x). （9）

 

1.3   断裂公式

fy
2a≪ L fy σu σu

如图 1(b)所示，由于电流回路的特性，超导薄膜横截面区域可被分为四个区域，仅三角形区域（对应 ）会

对界面裂纹有影响.由于 ，可以将 的合力替换为作用在薄膜边缘的均匀力 , 可通过积分得到[15]：

σu =
1
a

w a

0
f (x) · x ·dx . （10）

将式 (5) ~ (9)代入式 (10)，可以得到施加在薄膜边界上的均匀面力.

α β

接着，根据 Hutchinson等[5-6] 的工作，可以解决界面裂纹问题.Dundurs参数描述了材料的特性对界面的影

响，分别用 和 来表示：

α =
µ1(κ2+1)−µ2(κ1+1)
µ1(κ2+1)+µ2(κ1+1)

 , （11）

β =
µ1(κ2−1)−µ2(κ1−1)
µ1(κ2+1)+µ2(κ1+1)

 , （12）

µ, κ, ν κ = (3− ν)/(1+ ν)
β

β = 0

其中， 分别表示材料的剪切模量、体积模量和 Poisson比， 为平面应力问题对应的体积模

量，用下标 1和 2来分别表示材料 1与材料 2.在大多数情况下，较小的非零 对界面的影响可以忽略[20]，故近

似取 .

复应力强度因子由下式定义：
K = KⅠ+ iKⅡ, （13）

KⅠ KⅡ其中， 和 分别为Ⅰ型和Ⅱ型应力强度因子.I型裂纹场关于裂纹线对称，与裂纹侧翼的法向分离有关；

Ⅱ型裂纹场是反对称的，控制着裂纹翼侧的相对剪切位移.

接着，距离裂纹尖端距离为 r 处的应力场被表示为

σ22+ iσ12 =
KⅠ+KⅡ√

2πr
. （14）

h1≪ h2由于超导薄膜的厚度远小于基底的厚度，即 ，则厚度比 η = h1/h2 ≈ 0, 此时，应力强度因子可以由下

式得到：

KⅠ+ iKⅡ = (h1/2)1/2
√

1−ασuexp(iω) , （15）

σ0 =
µ0 j2c0ah1

π
K0 = (h1/2)1/2σ0其中，ω是有关 Dundurs参数的函数，η为厚度比.定义 ,  , 进而对应力强度因子进

行归一化处理，此时式 (15)可写为
KⅠ+ iKⅡ

K0
=
√

1−ασu

σ0
exp(iω). （16）

α σu

α = 0 α = 0,β = 0,η = 0

由上式可知，不同的 只会影响 的系数，为了简化计算，突出磁通流动速度的影响，考虑一个简单的情况

.当 时，可在表中查得 ω = 52.1° [6].当应力强度因子已知时，可以得到裂纹开裂单位体积

的能量释放率为

G =
c1+ c2

16
|K|2 , （17）

其中

c1 =
κ1+1
µ1

, c2 =
κ2+1
µ2

.

h1≪ h2,2a≪ L

需要说明的是，如图 2所示，如果裂纹在界面中间且关于中轴对称，则可以将问题简化为图 1(a)的简化计

算模型[6]，此时断裂公式 (11) ~ (17)依旧可用，注意需要满足前面部分所作的假设： 且初始裂纹

长度为薄膜厚度的数倍. 
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图 2    薄膜与基底结构界面中心处裂纹计算模型示意图

Fig. 2    The calculation model of a crack at the center of the interface between the thin film and the substrate
  

2    结果与讨论
 

2.1   磁场上升阶段薄膜内电磁场分布

Ba/Bp = 2

v0/a = 0 s−1, 0.5 s−1, 3 s−1

当外加磁场 时，截面 A的电流密度和磁通密度分布分别如图 3、图 4所示，为了清楚地反映变化

趋势，选定磁通流动速度 .由图 3可知，随着磁通流动速度的增大，膜内电流密度的最

大值将会增大，并且电流密度分布的变化速率加快，这意味着维持膜内最大电流密度的能力变弱.从图 4可以

看出，随着磁通流动速度的增大，磁通密度的极值随之增大.此外，注意到图 4薄膜内磁通密度为零对应的

x 轴范围为屏蔽区的尺寸，即图 1(b)中所示的 2b，较大的磁通流动速度将会导致较大的屏蔽区尺寸.

进一步可以得到，当磁通流动速度增大时，非零的电磁力将会向膜边缘集中，且电磁力最大值将增大. 

2.2   磁场上升阶段裂尖应力场

图 5和图 6分别给出了Ⅰ型应力强度因子和Ⅱ型应力强度因子与外加磁场的关系.Ⅰ型应力强度因子表

示裂纹尖端处法向正应力的强度，Ⅱ型应力强度因子则表示裂纹尖端处切应力的强度.图 5和图 6表明，随着

外加磁场逐渐增大，裂纹尖端处的正应力和切应力均增大.在外加磁场不变的情况下，磁通流动速度越大，裂

纹尖端处正应力和切应力越大，且切应力的增量相对于正应力更大一些.此外，较大的磁通流动速度将会导致

裂尖应力场的变化速率加快.

通过以上分析可以得到，磁通流动速度和裂纹尖端处的应力是正相关的，且磁通流速变化对切应力的影

响更大. 

2.3   磁场下降阶段薄膜内电磁场分布

Ba/Bp = 1.5

b̃

当 时，截面 A的电流密度和磁通密度分布分别如图 7、图 8所示.如图 7所示，电流密度分布关

于零点反对称，在 x 轴正方向，电流密度从零点开始先增大至极大值，后减小至极小值随后保持恒定，两个极

值对应的 x 轴坐标分别是 b 和 .图 7表明，磁通流动速度的增大将会导致膜内电流密度的最大值增大，电流

密度分布的变化速率也将提高，同时电流密度的分布将会更加靠近薄膜边缘.如图 8所示，磁通密度分布关于

截面 A的中轴对称，与电流密度分布一致，磁通密度分布也存在两个分段点.图 8表明，磁通密度峰值的大小

 

 
图 3    截面 A的电流密度分布 (磁场上升阶段)

Fig. 3    The  current  density  distribution  in  cross-section  A  (the  increasing

field)
 

 

 
图 4    截面 A的磁通密度分布 (磁场上升阶段)

Fig. 4    The  flux  density  distribution  in  cross-section  A  (the  increasing

field)
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会随着磁通流动速度的增大而增大.此外，磁通流动速度的增大会导致磁通密度分布更加接近薄膜

边缘.

将上述内容与磁场上升阶段的相关内容进行对比，可以得出：超导薄膜在外加磁场的作用下，磁通流动速

度越大，膜内屏蔽区尺寸就越大，同时薄膜内电流密度的极值和变化速率也将增大，磁通密度分布同理.相对

于磁场上升阶段，上述变化在磁场下降阶段更为明显. 

2.4   磁场下降阶段裂尖应力场

σu

Ⅰ型应力强度因子和Ⅱ型应力强度因子与外加磁场的关系分别如图 9、图 10所示.由于裂纹面正向压应

力对裂纹张拉破坏没有影响，也就是说 KI/K0 取负值没有意义，因此将负的 KI/K0 取为零.由图 9和图 10可知，

磁通流动速度的增大，会导致裂纹尖端的应力 (正应力和切应力)增大，以及应力场的变化速率加快.需要注

意：大约在外加磁场 Ba/Bp<1的区域内，裂纹尖端正应力为零，切应力为负，磁通流动速度的增大将会减小出现

这一现象的 Ba/Bp 的范围.结合式 (10)、(15)可以得到，裂纹尖端应力为负值是由于此时作用在裂纹边缘处的

合力 为负值造成的，这对应了超导薄膜两端受拉的情况.

将上述内容与磁场上升阶段的相关内容进行对比，可以得出：随着磁通流动速度的增大，裂纹尖端场的应

力 (正应力和切应力)将会增大，且变化速率加快.特别是在磁场下降阶段中，当外加磁场的取值为靠近零点的

一个小范围时，会出现裂纹尖端处拉应力为零且剪应力为负值的现象，磁通流动速度的增大将减小这个范围. 

 

 
图 5    Ⅰ型应力强度因子 KI/K0 与外加磁场的关系 (磁场上升阶段)

Fig. 5    The relationship between mode Ⅰ stress  intensity  factor KI/K0 and

the magnetic field (the increasing field)
 

 

 
图 6    Ⅱ型应力强度因子 KⅡ/K0 与外加磁场的关系 (磁场上升阶段)

Fig. 6    The relationship between mode Ⅱ stress intensity factor KⅡ/K0 and

the magnetic field (the increasing field)
 

 

 
图 7    截面 A的电流密度分布 (磁场下降阶段)

Fig. 7    The current density distribution in cross-section A

(the decreasing field)
 

 

 
图 8    截面 A的磁通密度分布 (磁场下降阶段)

Fig. 8    The flux density distribution in cross-section A

(the decreasing field)
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2.5   能量释放率

Ba

Ba = Bm

Ba

Ba

图 11展示了不同的磁通流动速度下，能量释放率 G 与外加磁场强度 的关系，用不带标记的线和带标记

的线分别表示磁场上升阶段和磁场下降阶段.从图 11(a)可以看出，磁场上升和下降阶段都在 时达到

G 的最大值.相同外部条件下，磁通流动速度越大会导致能量释放率越大，这意味着裂纹开裂的风险增大.大

多数时候磁场上升阶段的能量释放率都大于磁场下降阶段，这意味着最大开裂概率发生在磁场上升阶段.如

图 11(b)所示，在 接近于零点的一个较小范围内，磁场下降阶段中的能量释放率大于上升阶段.需要注意到，

在磁场下降阶段中，随着外加磁场的增加，能量释放率有一个先上升至峰值后减小至 0最后继续上升的山形

走势，通过增大磁通流动速度，将会使得出现上述山形曲线对应的 的范围减小.
  

Ba≤2.0Bp Ba≤1.2Bp, G/G0≤0.04图 11    磁场上升阶段和磁场下降阶段能量释放率与外加磁场的关系：（a）  ；（b） 

Ba≤2.0Bp Ba≤1.2Bp, G/G0≤0.04

Fig. 11    The relationship between the energy release rate and the external magnetic field in increasing and decreasing fields:

（a）  ; （b） 
 

Ba = Bm我们得出，在磁场上升阶段和磁场下降阶段中，能量释放率均在 处均达到最大值.相同条件下，磁

通流动速度越大，裂纹开裂的风险就越大，此外，最大开裂概率发生在磁场上升阶段. 

3    结　　论

为了分析超导薄膜与厚基底在外部磁场作用下的界面裂纹问题，本文基于磁通量子穿透薄膜理论和线弹

性断裂理论，建立了研究超导层与基底界面裂纹问题的解析模型，对外加磁场作用下磁通流动速度对裂纹尖

端应力场和能量释放率的影响进行了分析.所得结果表明：超导薄膜在外加磁场的作用下，磁通流动速度越

 

 
图 9    Ⅰ型应力强度因子 KI/K0 与外加磁场的关系 (磁场下降阶段)

Fig. 9    The relationship between mode Ⅰ stress  intensity  factor KI/K0 and

the magnetic field (the decreasing field)
 

 

 
图 10    Ⅱ型应力强度因子 KⅡ/K0 与外加磁场的关系 (磁场下降阶段)

Fig. 10    The relationship  between  mode  Ⅱ stress  intensity  factor  KⅡ/K0

and the magnetic field (the decreasing field)
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大，裂纹尖端处的应力越大，能量释放率也越大，这意味着裂纹开裂的风险越大.本解析模型有助于分析磁通

流动效应对薄膜基底结构界面断裂行为的影响，但与超导薄膜的实际应用情况相比仍有差距，例如做出了线

弹性假设以及忽略了热应力的影响，因此，今后仍需针对更为复杂的情况进行研究.
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