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摘要：  在单轴拉伸荷载作用下，运用 Muskhelishvili 复变函数法和逐步递推法对无限大平面内含一个主裂纹和多个

任意分布的微裂纹问题进行求解，得到了裂纹尖端的应力场和应力强度因子 K.在此基础上，结合损伤力学，重新定

义了单轴拉伸条件下主裂纹和微裂纹尖端的损伤参量 D，分析了不同的损伤区形式对主裂纹尖端损伤的影响.结果

表明，正向链式和反向链式分布的微裂纹均对主裂纹尖端损伤有增强作用，并且主裂纹尖端的损伤参量随微裂纹的

倾斜角度和裂纹间距的减小而增大.当微裂纹的倾斜角度较小时，主裂纹和微裂纹尖端损伤均有增强作用，并且主裂

纹尖端损伤的增强作用随着微裂纹的长度增加而增大.在连续损伤区内，均匀分布的微裂纹对主裂纹尖端损伤的增

强作用随着微裂纹的数量增加而逐渐增大.
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Influence of Multiple Micro Cracks on the Damage Behavior
of a Macro-Crack Tip

LI Xu1，  SU Rui1，  ZHANG Huan1，  WENG Qianru1，  JIANG Xiaoyu2

（1. School of Intelligent Manufacturing, Chengdu Technological University, Chengdu 610036, P.R.China；

2. School of Mechanics and Aerospace Engineering, Southwest Jiaotong University, Chengdu 610036, P.R.China）

 
Abstract：The solution of  an infinite  plane containing a macro crack and a cluster  of  micro cracks under uniaxial  tensile
load was presented based on Muskhelishvili’s complex function method and the stepwise recursive method. The stress field
and stress intensity factor K were obtained. Combined with the damage mechanics, damage parameter D of the macro-crack
tip and the micro-crack tip under uniaxial tension was redefined, and the influence of different damage zone forms on the
damage of the crack tip was analyzed. The results show that, both the chain-distribution and the reverse-chain-distribution
micro cracks have an amplifying effect on the macro crack growth, and the damage parameter increases with the decrease of
the inclination angle of the micro crack and the reduction of the distance between the macro crack and the micro cracks. For
a  relatively  small  inclination  angle  of  the  micro  crack,  the  damage  parameters  of  the  macro  crack  and  the  micro  crack
heightens, and the damage parameter of the macro crack increases with the micro-crack length. For evenly distributed micro
cracks  in  the  continuous  damage  zone,  the  micro  cracks  have  an  amplifying  effect  on  the  macro-crack  growth,  and  the
damage parameter of the macro crack increases with the micro-crack number.
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*  收稿日期：  2021-11-02；修订日期：  2022-04-16
基金项目：  国家自然科学基金 (51705041)；四川省应用基础研究重点项目 (18YYJC)
作者简介：  李煦（1992—），女，讲师，博士 （E-mail：xuli127@sina.cn）；

江晓禹（1965—），男，教授，博士生导师（通讯作者. E-mail：xiaoyujiang8@sina.com）.
引用格式：  李煦，苏睿，张欢，翁倩茹，江晓禹. 微裂纹群对主裂纹尖端损伤行为的影响 [J]. 应用数学和力学，2022，

43（12）：1347-1358.

应用数学和力学 Applied Mathematics and Mechanics
43 卷 12 期  2022 年 12 月 Vol. 43 ，No. 12 ，Dec. ，2022

1347

http://www.applmathmech.cn
http://www.applmathmech.cn
mailto:xuli127@sina.cn
mailto:xiaoyujiang8@sina.com


 

引　　言

在真实材料中，宏观裂纹尖端附近往往存在大量的微裂纹，它们不仅会在材料服役过程中产生，还可能在

材料的制备过程中产生.图 1展示了 U71Mn钢在三点弯曲的恒定振幅疲劳载荷作用下的扫描电子显微镜下

的观察结果[1]，即在宏观裂纹前方观察到一簇任意分布的微裂纹，微裂纹用红色箭头标注，微裂纹与主裂纹即

将交汇处用红色圆圈标注.其中，试样为矩形板（120 mm × 15 mm × 1 mm），含有边缘裂纹.边缘裂纹位于试样

中部，初始长度为 2.846 mm.加载频率为 1 Hz，最大负载和最小负载分别为 1 kN和 0.1 kN.
  

图 1    主裂纹尖端附近存在多条微裂纹

Fig. 1    Several micro cracks were observed near the macro-crack tip
 

一般情况下，微裂纹与主裂纹或者微裂纹与微裂纹之间的相互作用效应会使得裂纹尖端的应力场不同于

单条裂纹在同样外载荷作用下的应力场.因此，如何有效地了解裂纹影响材料失效破坏的机理，针对微裂纹与

主裂纹的相互作用以及微裂纹对主裂纹扩展行为的影响开展高效且精确的理论研究工作是人们长期以来关

注的重点问题.Gong等[2-4] 通过Muskhelishvili复变函数法和应力叠加法研究了弹性平面内任意分布的微裂纹

或微孔洞对主裂纹的影响.Petrova等[5-7] 通过小参数法研究了材料中多个微裂纹对主裂纹扩展的影响.Li等[1, 8]

通过分布位错法研究了在单轴拉伸条件下主裂纹与微裂纹的相互影响.夏晓舟等[9] 利用平均化法和叠加原理

研究了裂纹间的相互作用机理.李亚等[10] 利用应力强度因子的裂纹线法研究了局部均布荷载下Ⅰ型裂纹有限

宽板应力强度因子.此外，研究者们[11-13] 还利用有限元法研究了多个微裂纹与主裂纹的相互作用.但以上研究

工作大多是针对主裂纹尖端存在少量微裂纹的情况，并且只考虑了微裂纹对主裂纹的影响.事实上，当主裂纹

尖端存在大量微裂纹时，微裂纹之间的相互影响变得很重要.如果忽略微裂纹之间的相互影响，可能会对计算

结果造成误差，影响下一步的研究.

另外，从损伤力学的角度出发，研究者们提出了两个重要的理论研究方法，即连续损伤力学方法和细观力

学方法，但是对于微裂纹密度较大的情形，目前还是难以建立既符合材料损伤、破坏的力学机理，又便于实际

应用的模型，只能通过一些近似简化、数值计算、实验测定得出近似解答[14-16]
.

综上所述，为了更好地研究平面多裂纹问题，既应该考虑微裂纹间的相互影响，还应该考虑微裂纹的数

量、长度和分布形式等对主裂纹尖端的影响.在宏观平面弹性理论和断裂力学中，Muskhelishvili复变函数法[17]

是一种有效求解多连通区域或复杂几何形状等裂纹问题的方法，其主要求解思路是找到满足问题边界条件的

复应力解析函数，利用保角变换法将 z 平面上复杂的裂纹问题通过转化为映射平面上相对简单的问题，得到

平面内任意一点的应力分量、应变分量、位移分量等，最后得到满足裂纹面边界条件的问题的解析解，进而求

得应力强度因子.

在前期的基础上[17-18]，本文将运用 Muskhelishvili复变函数法求解无限大平面内含一个主裂纹和多个任意

分布微裂纹问题的理论解，进一步研究了单轴拉伸条件下主裂纹和微裂纹尖端的损伤参量 D，分析了不同的

损伤区形式对裂纹尖端损伤的影响. 

1    Muskhelishvili 复变函数法和逐步递推法
 

1.1   理论方法

以图 2所示的问题为例，在无限大平面内含一条主裂纹和 k(k=1, 2, ···, j, ···, n)条任意分布的微裂纹，无
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限远处有均匀拉伸载荷 σ∞
.xoy 为总体坐标系，o 为坐标原点.xkokyk 为每个微裂纹对应的局部坐标系，ok 为坐

标原点.为了方便描述，将图 2中的问题记为原问题.由于原问题中存在多条微裂纹，并且微裂纹的位置和角

度是任意的，现利用逐步递推法将原问题转化为多个子问题 (参见图 3 ~ 5)，即子问题 1、子问题 2、子问题 3、
子问题 4等，通过逐一求解子问题中的主裂纹和微裂纹的应力场得到原问题的解.
  

图 2    无限大平面内含一个主裂纹和多个任意分布的微裂纹

Fig. 2    An infinite plane containing a macro crack and multiple micro cracks
 

根据 Muskhelishvili复变函数法，平面内任意一点的应力与两个复应力解析函数 Φ(z)，Ψ(z)和它们的导数

的关系可以表示为[17]{
σxx +σyy = 2{Φ′(z)+ Φ̄′(z)},
σxx −σyy+2iτxy = 2{z̄Φ′′(z)+Ψ ′(z)}, （1）

¯(·)
式中，用复变量 z=x + iy 代替实变量 x 和 y，σxx 和 σyy 分别为水平方向和垂直方向的正应力，τxy 为切应力；

表示 Φ(z)，Ψ(z)和 z 的共轭值；(·)′和 (·)″分别表示 Φ(z)和 Ψ(z)的一阶导数值和二阶导数值. 

  

图 3    子问题 1：只有主裂纹、远场有均匀拉伸载荷 σ∞

Fig. 3    Sub-problem 1: the macro crack under uniform tensile load σ∞
 

1.1.1    子问题 1
在无限大平面内含一条主裂纹、没有微裂纹、远场有均匀拉伸载荷 σ∞，如图 3所示.图中实线代表真实存

在的裂纹，虚线代表非真实存在的裂纹，将位于主裂纹尖端周围的任意一条微裂纹记为微裂纹 j(j=1, 2, ··· ,
n).主裂纹的半长为 a，微裂纹 j 的半长为 aj，主裂纹尖端到微裂纹 j 中心的距离为 dj，微裂纹 j 自身的倾斜角度

为 βj，微裂纹 j 相对于主裂纹尖端的方位角为 θj.另外，βj 和 θj 的正方向为逆时针方向.

实际上，子问题 1就是著名的 Griffith裂纹问题，Muskhelishvili给出的复应力解析函数表达式如下[17]：

Φ(z) =
σ∞

4

(
2
√

z2−a2− z
)
, Ψ (z) =

σ∞

2

(
z− a2

√
z2−a2

)
. （2）
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σ(Ⅰ)
xx( j) σ

(Ⅰ)
yy( j) τ(Ⅰ)

xy( j)

σMI(Ⅰ)
N( j) τMI(Ⅰ)

T( j)

将式 (2)代入式 (1)，得到任一微裂纹 j 位置处的应力 ， 和 ，上标 (Ⅰ)表示子问题 1的结果，下标

(j)表示微裂纹 j 的结果.将总体坐标系下的应力分量转换到局部坐标系下，得到微裂纹 j 位置处的法向应力

和切向应力 ，上标MI表示微裂纹的结果，下标 N和 T分别表示法向应力和切向应力：
σMI(Ⅰ)
N( j) =

σ(Ⅰ)
xx( j)+σ

(Ⅰ)
yy( j)

2
+
σ(Ⅰ)

xx( j)−σ
(Ⅰ)
yy( j)

2
cos(2β j)−τ(Ⅰ)

xy( j) sin(2β j),

τMI(Ⅰ)
T( j) =

σ(Ⅰ)xx( j)−σ
()
yy( j)

2
sin(2β j)+τ(Ⅰ)xy( j) cos(2β j).

（3）

 

1.1.2    子问题 2
σMI(Ⅰ)
N( j) τMI(Ⅰ)

T( j)子问题 1得到了 (非真实存在的)微裂纹 j(j=1, 2, ···, n)的裂纹面上的法向应力 和切向应力 ，

是在局部坐标系 xjojyj 下的结果，为了满足原问题的应力边界条件，需要反向施加到子问题 2中的微裂纹面

上.因此，子问题 2可以描述为：无限大平面内含 k(k=1, 2, ···, j, ···, n)条微裂纹，没有主裂纹，在远处不受力，而

在微裂纹面上受非均匀分布载荷，如图 4所示.为了方便求解，这里将子问题 2转化为多个子步，k 条微裂纹对

应 k 个子步.
  

图 4    子问题 2：任意多条微裂纹

Fig. 4    Sub-problem 2: the micro cracks
 

σMI(Ⅰ)
N( j) τMI(Ⅰ)

T( j)

子问题 2中任一子步 j 可以描述为：无限大平面内只含有中心微裂纹 j、没有主裂纹、在远处不受力，但在

微裂纹上、下表面 y=0，−aj<x<aj 作用有非均匀分布载荷− 和− .非均匀分布载荷的大小等于子问题

1中微裂纹 j 位置处的法向应力和切向应力，方向相反.子步 j 对应的复应力解析函数表达式如下[18]：

Φ(ζ) =
F

2πi

−
ζ0

ζ(ζ2
0 −1)

+
κ

κ+1
ln ζ − ln(ζ0− ζ)+

ζ2
0

[a
2

(ζ +1/ζ)− z1

]
a
2

(ζ0− ζ)(ζ2
0 −1)


i(ζ2

0 −1)

ζ0
∣∣∣ζ0− ζ̄0∣∣∣ ,

Ψ (ζ) =
F

2πi

− 2ζζ0
(ζ2−1)(ζ2

0 −1)
− ln(ζ0− ζ) +

2
(κ+1)(ζ2−1)

−
ζ2

0 (ζ2+1)

(ζ2−1)(ζ2
0 −1)

−

z̄1ζ
2
0

a
2

(ζ0− ζ)(ζ2
0 −1)

+
ln ζ
κ+1

 i(ζ2
0 −1)

ζ0
∣∣∣ζ0− ζ̄0∣∣∣.

（4）

当第 j 条微裂纹上作用有集中力时，集中力 F 的大小与子问题 1中得到的微裂纹 j 处的法向应力和切向

应力相等，方向相反，集中力的表达式为
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F = P+ iQ = [−σMI(Ⅰ)
N( j) dxF]+ i[−τMI(Ⅰ)

T ( j) dxF]. （5）

σ(Ⅱ)
xx(F),σ

(Ⅱ)
yy(F), τ

(Ⅱ)
xy(F)

将式 (4)和 (5)代入复势函数公式和应力公式，可以得到 z 平面内裂纹面 j 上任意一点作用有集中力的

解，即在无限大平面内，中心微裂纹 j 上受非均匀载荷作用时的应力场.对所得应力场进行积分 (dxj)，并将裂纹

由总体坐标系转换至局部坐标系下，得到微裂纹 j 在非均匀分布载荷 F 作用下，在局部坐标系 xjojyj 下的应力

.其中，上标 (Ⅱ)表示子问题 2的结果，下标 F 表示在集中力 F 作用下的结果.

σ(Ⅱ)
xx( j),σ

(Ⅱ)
yy( j), τ

(Ⅱ)
xy( j)

最后，对 xF 在微裂纹 j 的裂纹面−aj<x<aj 上积分，得到在无限大平面内，含单条微裂纹 j(裂纹面上受非均

匀分布 F)在坐标系 xjojyj 下的应力场，表示为 .通过以上描述的方法和思路，可以得到子问题

2的解： 
σMA(Ⅱ)

xx( j) ,σ
MA(Ⅱ)
yy( j) , τ

MA(Ⅱ)
xy( j) =

w a

−a
(σMA(Ⅱ)

xx(F) ,σ
MA(Ⅱ)
yy(F) , τ

MA(Ⅱ)
xy(F) )dxF ,

σMI(Ⅱ)
xx(k j) ,σ

MI(Ⅱ)
yy(k j) , τ

MI(Ⅱ)
xy(k j) =

w ak

−ak
(σMI(Ⅱ)

xx(F) ,σ
MI(Ⅱ)
yy(F) , τ

MI(Ⅱ)
xy(F) )dxF ,

σMI(Ⅱ)
xx(k j) ,σ

MI(Ⅱ)
yy(k j) , τ

MI(Ⅱ)
xy(k j) = 0, k = j.

k = 1,2, · · · ,n, k , j, （6）

 

1.1.3    子问题 3
无限大平面内含一条中心主裂纹、没有微裂纹、在远处不受力，如图 5所示.即求解主裂纹在非均匀分布

载荷 F 作用下，在总体坐标系下的应力场.其中，F 的大小等于子问题 2中主裂纹位置处的应力，方向与原方

向相反：

F = P+ iQ = [−σMA(Ⅱ)
N dxF]+ i[−τMA(Ⅱ)

T dxF]. （7）

σMI(Ⅲ)
xx(F) σ

MI(Ⅲ)
yy(F) τMI(Ⅲ)

xy(F)

通过复势函数公式 (1)和应力公式 (3)，得到主裂纹上受 F 作用的应力场.对所得应力场进行积分，得到主

裂纹在非均匀分布载荷 F 作用下，在总体坐标系下的应力 ,  和 .其中，上标 (Ⅲ)表示子问题

3的结果.再对裂纹长度进行积分，得到平面内任意微裂纹位置处的应力为
σMI(Ⅲ)

xx(k) =
w ak

−ak
σMI(Ⅲ)

xx(F) dxF ,

σMI(Ⅲ)
yy(k) =

w ak

−ak
σMI(Ⅲ)

yy(F) dxF ,

τMI(Ⅲ)
xy(k) =

w ak

−ak
τMI(Ⅲ)

xy(F) )dxF ,

k = 1,2, · · · ,n. （8）

σMI(Ⅲ)
N(k)

τMI(Ⅲ)
T(k)

最后，由坐标系 xoy 转换到 xkokyk(k=1, 2, ···, n)，得到子问题 3中所求微裂纹处的法向应力 和切向应

力 .
  

图 5    子问题 3：只有主裂纹

Fig. 5    Sub-problem 3: the macro crack
  

1.1.4    子问题 4

−(σMI(Ⅱ)
N(k) +σ

MI(Ⅲ)
N(k) ) −(σMI(Ⅱ)

T(k) +σ
MI(Ⅲ)
T(k) )

在无限大平面内，含多条微裂纹、没有主裂纹.每条微裂纹对应一个子步，k 条微裂纹对应 k 个子步.每个

子步中，微裂纹上施加的非均匀分布载荷为 和 .
 

1.1.5    子问题 5
−σMA(Ⅳ)

N −σMA(Ⅳ)
T在无限大平面内，含一条主裂纹、没有微裂纹.主裂纹上施加的非均匀分布载荷为 和 .以

此类推，可以求得子问题 6、7、8到任意多个子问题的应力场.最终，原问题被转化为多个简单的子问题，每个

子问题相互独立，并且原问题的解会随着子问题的增加而更加精确，最终原问题的应力边界条件得到满足，实
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现裂纹面为自由表面.经过反复验证，文中推导的理论方法在实际应用中只需要计算到子问题 5就足够精确.

以上推导的理论方法有三个优点：第一，在推导过程中没有引入其他有特殊含义的参数，因此适合求解线

弹性断裂力学范围内的平面裂纹问题；第二，对微裂纹的数量和位置没有限制，当研究多裂纹问题或裂纹的分

布问题时，只需要修改裂纹的位置参数，而不需要重新建模或划分网格，这为研究工作节省了计算时间，提高

了效率；第三，在求解过程中考虑了微裂纹间的相互影响，减小了计算误差，补充了平面多裂纹问题的理论解. 

1.2   裂纹尖端损伤区

以往的模型描述损伤的方法是定义一个标量、矢量或张量作为损伤状态变量，但实际上一点的损伤状态

是很复杂的[14-16, 19-20]
.本文放弃上述损伤变量，把裂纹尖端作为一点的损伤状态，将损伤区内微裂纹对主裂纹尖

端应力场的影响用损伤参量描述，即损伤变量描述的是主裂纹尖端所有的损伤情况 (微裂纹的倾斜角、方位

角、数量等因素).当远场拉伸载荷为 σ∞时，假设材料为各向同性，并且不考虑微裂纹扩展过程中的各向异性力

学特性.在单轴拉伸情况下，主裂纹尖端的损伤变量 DMA 可以定义为

DMA = 1−σ∞
√
πa/KMA

Ⅰ , （9）

KMA
Ⅰ

式中，DMA 表示主裂纹尖端损伤的大小以及微裂纹对主裂纹尖端损伤的影响， 表示主裂纹尖端的应力强度

因子.一般情况下，损伤参量 DMA 的值介于 0到 1之间.当微裂纹数量为零时，DMA 也为零，裂纹受到的载荷等

于远场的应力.当 DMA 的值大于零时，代表损伤区的微裂纹对主裂纹尖端损伤有增强作用，即微裂纹的存在使

得主裂纹的应力强度因子增加并且更容易发生扩展.当损伤参量的值小于零时，代表损伤区的微裂纹对主裂

纹尖端的应力强度因子有屏蔽作用.

类似地，微裂纹尖端的损伤参量可以表示为

DMI
(k) = 1−σ∞ √πak/KMI

eff(k), k = 1,2, · · · ,n, （10）

DMI
(k)

∆Keff

其中， 表示微裂纹尖端损伤的大小以及主裂纹和其余 n−1条微裂纹对微裂纹尖端损伤的影响.当裂纹尖端

同时出现Ⅰ型和Ⅱ型应力强度因子，需要引入当量应力强度因子来表征裂纹尖端应力场的强弱，Tanaka[21] 给
出的等效应力强度因子 表达式如下：

∆Keff =

√
∆K2
Ⅰ
+2∆K2

Ⅱ
, （11）

其中，主裂纹和微裂纹尖端的应力强度因子通过叠加法和 Green函数法得到[2]
KMA
Ⅰ = σ∞

√
πa+

w a

−a

−(σMA(Ⅱ)
N +σMA(Ⅳ)

N +σMA(Ⅵ)
N + · · ·)

√
πa

(a+ x
a− x

)1/2
dx,

KMA
Ⅱ =

w a

−a

−(τMA(Ⅱ)
T +τMA(Ⅳ)

T +τMA(Ⅵ)
T + · · ·)

√
πa

(a+ x
a− x

)1/2
dx,

（12）


KMI
Ⅰ(k) =

w ak

−ak

−(σMI(Ⅰ)
N(k) +σ

MI(Ⅱ)
N(k) +σ

MI(Ⅲ)
N(k) + · · ·)√πak

(
ak + xk

ak − xk

)1/2

dxk,

KMI
Ⅱ(k) =

w ak

−ak

−(τMI(Ⅰ)
T(k) +τ

MI(Ⅱ)
T(k) +τ

MI(Ⅲ)
T(k) + · · ·)√πak

(
ak + xk

ak − xk

)1/2

dxk,

（13）

σMA(Ⅰ)
N = −σ∞ σMA(Ⅱ)

N τMA(Ⅱ)
T σMA(Ⅳ)

N τMA(Ⅳ)
T −σMI(Ⅰ)

N(k)

−τMI(Ⅰ)
T(k) −(σMI(Ⅱ)

N(k) +σ
MI(Ⅲ)
N(k) ) −(τMI(Ⅱ)

T(k) +τ
MI(Ⅲ)
T(k) )

其中， ， 和 ， 和 分别表示子问题中得到的主裂纹上的应力； 和

， 和 分别表示子问题中得到的微裂纹上的应力.
 

1.3   方法验证

图 6展示了共线微裂纹对主裂纹尖端应力强度因子的影响.为了验证前两小节的求解，以图 6(a)所示的

问题为例，建立相应的有限元模型如图 7所示.其中，主裂纹为 AB，裂纹半长为 a，微裂纹半长为 a1，a/a1=1，
β1=0，θ1=0.材料的弹性模量是 210 GPa，Poisson比是 0.3，这里不考虑塑性，是静态的弹性计算.单元类型是

Plane 183.裂纹尖端采用奇异性单元，求解裂纹尖端的应力强度因子采用的是位移外推法.
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图 6    共线微裂纹对主裂纹尖端应力强度因子的影响：(a) 无限大平面内的共线裂纹；(b) 裂纹尖端 B 点的应力强度因子随裂纹间距的变化

KB/(σ∞
√
πa) d/a1 a/a1 = 1

Fig. 6    Influence of the collinear micro crack on the stress intensity factor of the macro crack tip: (a) a collinear micro crack and a macro crack in an infinite

plane; (b)   vs.   for   under tensile load
  

图 7    共线裂纹的有限元模型：(a) 整体网格；(b) 裂纹附近网格；(c) 裂纹尖端附近网格

Fig. 7    The finite element method (FEM) for the collinear crack: (a) the whole FEM mesh; (b) the FEM mesh around the crack;

(c) the FEM mesh near the crack tip
 

KB/(σ∞
√
πa)在图 6(b)中，主裂纹尖端的应力强度因子 是无量纲化以后的结果，分母代表没有微裂纹存在

时主裂纹尖端的应力强度因子.由图 6(b)的结果可知，理论结果和文献中的结果[22-23] 以及有限元结果吻合得

很好，且误差不超过 5%，说明本文推导的理论方法是正确的，可以用来研究相关的裂纹问题.
  

图 8    主裂纹上的正应力在裂纹面上的变化曲线：(a) 子问题 1；(b) 子问题 3
Fig. 8    The normal stress on the crack surface of the macro crack: (a) sub-problem 1; (b) sub-problem 3

注　为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同.

以图 6(a)中的共线裂纹为例，图 8(a)和 8(b)分别展示了子问题 1和子问题 3中主裂纹上的正应力在裂

纹面上的变化曲线.横坐标表示主裂纹长度方向的坐标值，从左至右分别表示主裂纹左尖端和右尖端.结果显

示：主裂纹右尖端受微裂纹的影响，其应力的绝对值相比主裂纹左尖端更大.对比子问题 1和子问题 3可知，

第 12 期 李煦，等： 微裂纹群对主裂纹尖端损伤行为的影响 1353

 



主裂纹上最大应力值的绝对值由 29 MPa减小到 0.24 MPa，下降了 99.2%.当计算到子问题 5时，主裂纹上的

应力相比子问题 3下降了 99.996%.随着子问题增加，主裂纹上的应力值将越来越小.因此，为了提高计算效

率，在实际应用中可以只计算到子问题 5. 

2    损伤区的微裂纹对主裂纹尖端损伤的影响
 

2.1   微裂纹的分布对主裂纹尖端损伤的影响

以往的文献表明，微裂纹相对主裂纹尖端的方位角对主裂纹尖端的应力强度因子有较大的影响[1]
.事实

上，当主裂纹尖端附近存在多条微裂纹时，微裂纹的分布方式、数量、方位及倾斜角度等均对主裂纹尖端应力

场有影响.下面以两种链式分布的微裂纹群为例，分析微裂纹对主裂纹尖端损伤的影响. 

2.1.1    链式分布

图 9中含一条有限长的主裂纹和 k (k=1, 2, ···, 14)条正向链式分布的微裂纹.主裂纹的半长为 a，微裂纹

的半长为 ak，微裂纹与主裂纹的长度取为 ak/a=0.1.微裂纹群相对于 x 轴对称分布，x 轴上方微裂纹的方位角

θk(k=1, 2, ···, 7)=20°，25°，15°，20°，15°，10°，5°，其他参数参见表 1和 2.
  

图 9    无限大平面内含一条主裂纹和链式分布的微裂纹，在无限远处有均匀拉伸应力

Fig. 9    An infinite plane with a macro crack and chain-distribution micro cracks under tensile load
 
  

表 1    主裂纹尖端到微裂纹中心的距离 dk/a (k=1, 2, ···, 7)

Table 1    The distance dk/a (k=1, 2, ···, 7) between the macro crack and each micro crack
 

d1/a d2,3/a=d1/a + 0.3 d4,5,6,7/a=d1/a + 0.6

0.2 0.5 0.8

0.3 0.6 0.9

0.4 0.7 1

0.5 0.8 1.1
  

表 2    微裂纹的倾斜角度 βk (k=1, 2, ···, 7)

Table 2    The inclination angle βk (k=1, 2, ···, 7) of each micro crack
 

β1/(◦) (β2 = β1/2)/(◦) (β3 = −β1/2)/(◦) (β4 = β1/4)/(◦) (β5 = −β1/4)/(◦) (β6 = β1/4)/(◦) (β7 = −β1/4)/(◦)

10 5 −5 2.5 −2.5 2.5 −2.5

20 10 −10 5 −5 5 −5

30 15 −15 7.5 −7.5 7.5 −7.5

40 20 −20 10 −10 10 −10

50 25 −25 12.5 −12.5 12.5 −12.5

图 10(a)是主裂纹右尖端的损伤参量随微裂纹倾斜角度的变化曲线，β1 与 βk(k=2, 3, ···, 7)的关系参见表 2.
结果显示：随着微裂纹群与主裂纹尖端的距离或微裂纹的倾斜角度减小，微裂纹对主裂纹尖端损伤的影响逐

渐增大，使得主裂纹更容易发生扩展.

图 10(b)是微裂纹左尖端的损伤参量随微裂纹倾斜角度的变化曲线，距离参数为 d1/a=0.2.结果显示：微裂

纹的倾斜角度较小时，对裂纹尖端的损伤有增强作用；随着倾斜角度增大，微裂纹尖端的增强作用逐渐过渡为

屏蔽作用. 

2.1.2    反向链式分布

图 11中微裂纹与主裂纹的长度比为 ak/a=0.1.微裂纹关于 x 轴对称，x 轴上方微裂纹的方位角 θk(k=1, 2, ···,
7)=40°，30°，20°，10°，15°，10°，5°，其他参数见表 3和 4.
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图 12(a)是主裂纹右尖端的 DMA 的值随微裂纹倾斜角度 β1 的变化曲线.β1 与 βk(k=2, 3, 4, 5, 6, 7)的关系

参见表 4.结果显示：随着微裂纹倾斜角度或微裂纹与主裂纹尖端距离的减小，DMA 的值增大.通过对比图 10(a)
和 12(a)发现，当反向链式分布的微裂纹群存在于主裂纹尖端附近时，对主裂纹尖端损伤的增强作用更大，主

裂纹更容易发生扩展.图 12(b)是微裂纹左尖端的 DMI 随微裂纹倾斜角度 β1 的变化曲线.结果显示：微裂纹

4与主裂纹尖端的距离最近，其 DMI 的值较大；微裂纹 7与主裂纹尖端的距离较远，其 DMI 的值较小.
  

图 10    微裂纹是正向链式分布时，损伤参量 D 随 β1 的变化，d1/a=0.2：(a) D
MA；(b) DMI

Fig. 10    Damage parameter D vs. inclination parameter β1 for chain-distribution micro cracks, d1/a=0.2: (a) D
MA; (b) DMI

  

图 11    无限大平面内含一条主裂纹和反向链式分布的微裂纹，在无限远处有均匀拉伸应力

Fig. 11    An infinite plane with a macro crack and reversed chain-distribution micro cracks under tensile load 

表 3    主裂纹尖端到微裂纹中心的距离 dk/a (k=1, 2, ···, 7)

Table 3    The distance dk/a (k=1, 2, ···, 7) between the macro crack and each micro crack
 

d1,2,3,4/a=d1/a d5,6/a=d1/a + 0.3 d7/a=d1/a + 0.6

0.2 0.5 0.8

0.3 0.6 0.9

0.4 0.7 1

0.5 0.8 1.1
 

表 4    微裂纹的倾斜角度 βk (k=1, 2, ···, 7)

Table 4    The inclination angle βk (k=1, 2, ···, 7) of each micro crack
 

(◦)β1/ (◦)(β2=−β1)/ (◦)(β3=β1)/ (◦)(β4=−β1)/ (◦)(β5=2β1)/ (β6=−2β1)/(°) (◦)(β7=4β1)/

2.5 −2.5 2.5 −2.5 5 −5 10

5 −5 5 −5 10 −10 20

7.5 −7.5 7.5 −7.5 15 −15 30

10 −10 10 −10 20 −20 40

12.5 −12.5 12.5 −12.5 25 −25 50

通过以上分析可知，微裂纹的倾斜角度对主裂纹尖端作用效应的强弱和性质起决定性的作用.其次，当微

裂纹与主裂纹尖端的距离较近时，主裂纹尖端产生的损伤较大.随着距离增加，损伤减小. 

2.2   微裂纹的分布对主裂纹扩展的影响

如图 13所示，根据脆性材料裂纹尖端损伤的程度，裂纹尖端的损伤可以分为三个区域，从外到里依次为

无损区、连续损伤区和损伤局部化带[24]
.其中，连续损伤区是在主裂纹尖端周围存在的一个微裂纹稳定扩展的
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过程区.类似于金属材料中裂纹尖端的塑性区，连续损伤区内的尺寸远小于主裂纹尺寸.微裂纹损伤区表征了

微裂纹的信息，标志着材料局部开始劣化.因此，研究连续损伤区内微裂纹对主裂纹尖端损伤状态的影响对了

解材料局部的损伤状态有重要意义.另外，根据脆性损伤与外应力的关系可知[24]，外载荷卸载后的剩余变形很

小，裂纹尖端极小区域内仍表现出良好的弹性性质，损伤区内的应力仍为 K 场分布，因此损伤区内裂纹尖端的

损伤情况仍可用裂纹尖端的 K 因子进行分析.
  

图 12    微裂纹是反向链式分布时，损伤参量 D 随 β1 的变化，d1/a=0.2：(a) D
MA；(b) DMI

Fig. 12    Damage parameter D vs. inclination parameter β1 for reversed chain-distribution micro cracks, d1/a=0.2: (a) D
MA; (b) DMI

 

  

图 13    静止裂纹尖端的损伤分区结构

Fig. 13    The damage zoning structure of the static crack tip
 

  

图 14    微裂纹在连续损伤区内均匀分布时，损伤参量 DMA 随 ak/a 的变化：(a) 4条微裂纹；(b) 8条微裂纹

Fig. 14    Damage parameter DMA vs. micro crack length ak/a for evenly distributed micro cracks: (a) 4 micro cracks; (b) 8 micro cracks 

现将长度相等的微裂纹均匀分布在连续损伤区内，令微裂纹的倾斜角度的绝对值分别在 30o、30o 至
60o 以及 60o 至 90o 范围内，分析当损伤区内分别有四条微裂纹和八条微裂纹时，主裂纹尖端的损伤参量随微
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裂纹长度的变化，如图 14(a)和 14(b)所示.结果显示：当微裂纹的倾斜角度的绝对值小于等于 30°时，微裂纹群

对主裂纹尖端损伤的增强作用随着微裂纹的长度和数量增加而逐渐增大.同时，随着微裂纹数量增加，微裂纹

对主裂纹尖端损伤的影响也明显增大.

现将长度相等且倾斜角度相等的微裂纹均匀分布在连续损伤区内，分析主裂纹的损伤参量随微裂纹长度

的变化，如图 15所示.结果显示：当有 4条或 8条微裂纹时，倾斜角度较小的微裂纹对主裂纹尖端损伤有增强

作用，并且增强作用随着微裂纹的长度增加而增大；随着微裂纹的数量增加，主裂纹尖端损伤的增强作用逐渐

增大.因此，对于均匀分布在连续损伤区内的微裂纹而言，微裂纹的数量、长度和倾斜角度均对主裂纹尖端损

伤有重要影响.其中，微裂纹的数量对主裂纹尖端损伤的影响最大，其次是微裂纹的倾斜角度，最后是微裂纹

的长度.
  

图 15    损伤参量随微裂纹长度的变化：(a) βk=15°；(b) βk=45°；(c) βk=60°
Fig. 15    Damage parameter DMA vs. micro crack length for evenly distributed micro cracks: (a) βk=15°; (b) βk=45°; (c) βk=60°  

3    结　　论

本文通过 Muskhelishvili复变函数法和逐步递推法，得到了无限大平面内包含一个主裂纹和多个任意分

布微裂纹的数值解，并进行了验证.此外，本文重新定义了单轴拉伸条件下主裂纹和微裂纹尖端的损伤参量，

通过分析微裂纹对主裂纹尖端损伤的影响，得出如下结论：

1) 正向链式和反向链式分布的微裂纹均对主裂纹尖端损伤有增强作用，并且随微裂纹的倾斜角度和裂纹

间距的减小而增强；

2) 随着微裂纹群与主裂纹尖端的距离增大，微裂纹对主裂纹尖端损伤的影响逐渐减弱；

3) 当微裂纹的倾斜角度较小时，主裂纹和微裂纹尖端损伤均有增强作用；

4) 在连续损伤区内，均匀分布的微裂纹对主裂纹尖端损伤的增强作用随着微裂纹的数量增加而增大.
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