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（重庆工商大学 数学与统计学院 经济社会应用统计重庆市重点实验室，重庆 400067）

 
摘要：  该文研究了一类带不确定参数的多目标分式半无限优化问题.首先借助鲁棒优化方法，引入该不确定多目标

分式优化问题的鲁棒对应优化模型，并借助 Dinkelbach 方法，将该鲁棒对应优化模型转化为一般的多目标优化问

题.随后借助一种标量化方法，建立了该优化问题的标量化问题，并刻画了它们的解之间的关系.最后借助一类鲁棒

型次微分约束规格，建立了该不确定多目标分式优化问题拟近似有效解的鲁棒最优性条件.
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Characterizations of Approximate Optimality Conditions for Fractional
Semi-Infinite Optimization Problems With Uncertainty

FENG Xinyi，  SUN Xiangkai
（Chongqing Key Laboratory of Social Economy and Applied Statistics, School of Mathematics and Statistics,

Chongqing Technology and Business University, Chongqing 400067, P.R.China）

 
Abstract：A class of multi-objective fractional semi-infinite optimization problems with uncertain data were investigated.

Firstly,  a  robust  optimization model  corresponding to the uncertain multi-objective optimization problem was introduced.

Then the optimization model was converted to a multi-objective optimization problem with the Dinkelbach method. In turn,

by means of the scalarization method, the corresponding scalarization optimization problem was built, and the relationship

between  robust  solutions  to  the  multi-objective  optimization  problem  and  its  corresponding  scalarization  optimization

problem  was  described.  Finally,  through  a  robust-type  sub-differential  constraint  qualification,  the  robust  optimality

condition for approximate quasi-efficient solutions to the multi-objective fractional optimization problem was established.
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引　　言

作为非线性优化问题的一个重要模型，分式优化在资源分配、投资组合和生产计划等问题中具有广泛的

应用，因此在过去几十年里引起众多学者的广泛关注，如文献 [1-5].在研究分式优化问题时，近似解的最优性

条件和对偶理论是其研究的重点内容，近些年取得了丰硕成果，如文献 [6-9].
值得注意的是，上述文献在研究近似解的最优性和对偶性时，常常需要假定所考虑优化问题模型的数据

是精确的.然而由于实际应用中测量或制作误差、以及不精确信息的存在等诸多原因，许多优化问题都会涉及

到不确定数据.这些不确定数据对问题求解有着不同程度的影响.因此，带不确定参数的优化问题引起了广泛

关注.譬如，Li等[10] 建立了带不确定参数的凸优化问题与其不确定共轭对偶问题之间的鲁棒强对偶关系，并应

用到数据分类问题中；Sun等[11] 借助一种标量化方法，刻画了不确定多目标优化问题的鲁棒近似弱有效解的

最优性条件和对偶理论；通过引入一类新的广义凸性概念，Fakhar等[12] 刻画了鲁棒弱有效解的充分最优性条

件与对偶理论，并应用到投资组合优化问题中；借助一类次微分约束规格，Sun等[13] 刻画了一类不确定半无限

优化问题拟近似最优解的最优性条件和混合型对偶理论；赵丹和孙祥凯[14] 研究了一类目标函数和约束函数均

带不确定参数的多目标优化问题的鲁棒拟近似有效解的最优性条件；Lee等[15] 讨论了不确定分式优化问题鲁

棒近似最优性条件和对偶理论；借助一类鲁棒型约束规格，Zeng等[16] 刻画了带不确定参数的半无限分式优化

问题的鲁棒近似最优性条件和混合型对偶理论.

受上述文献启发，本文考虑如下多目标分式半无限优化问题：

(UMFP) min
x∈C

{(
f1 (x)
g1 (x)

, · · ·, fk (x)
gk (x)

) ∣∣∣∣∣∣ ht (x,vt)≤0, t ∈ T
}
,

C ⊆ Rn fi : Rn→ R gi : Rn→ R i = 1,2, · · ·,k ht : Rn×Rs→ R t ∈ T vt ∈ Vt

Vt ⊆ Rs

其中 是非空子集； ，  ，  和 ，  均为实值函数； 为不

确定参数，  为不确定集合.

(UMFP)借助经典的鲁棒优化方法[17]，引入问题 的鲁棒对应模型：

(RUMFP) min
x∈C

{(
f1 (x)
g1 (x)

, · · ·, fk (x)
gk (x)

) ∣∣∣∣∣∣ ht (x,vt)≤0, ∀vt ∈ Vt, t ∈ T
}
.

(RUMFP)记 的可行集为
Ω :=

{
x ∈C : ht (x,vt)≤0, ∀vt ∈ Vt, t ∈ T

}
.

x ∈C fi (x)≥0 gi (x) > 0 i = 1,2, · · ·,k不失一般性，对任意 ，本文假设 ， ,  .

(UMFP)

(UMFP) (RUMFP)

(UMFP)

本文将刻画 的鲁棒拟近似有效解的最优性条件， 大致框架如下：首先，借助 Dinkelbach方法[1]， 将
的鲁棒对应模型 转化为一般的多目标优化问题； 随后，借助标量化方法， 引入该多目标优化

问题的标量化问题， 并讨论该多目标优化问题的拟近似有效解与其对应的标量化问题的拟近似最优解之间的

关系；最后，借助一类鲁棒型次微分约束规格， 建立 的鲁棒拟近似有效解的必要最优性条件. 

1    预 备 知 识

Rn ∥·∥ n B∗ Rn

x, y ∈ Rn Rn ⟨x, y⟩ := xTy R(T ) R(T ) := {µ = (µt)t∈T :  µt = 0,

 t ∈ T,  仅有有限个µt , 0}.R(T ) R(T )
+ R(T )

+ := {µ ∈ R(T ) : µt≥0, ∀t ∈ T }.

本节给出本文所要用到的定义和结论.假设 为赋予欧式范数 的 维向量空间， 为 的闭单位球.对任

意 ，定义 的内积 .设 T 为一个非空无限指标集， 定义为

的非负锥 定义为

φ : Rn→ R x ∈ Rn x N(x)定义 1[18]　设 为实值函数以及 .若存在正数 L 以及 的邻域 ，使得
|φ (x1)−φ (x2)|≤L∥x1− x2∥ , ∀x1, x2 ∈ N(x),

φ x则称函数 在 处为 Lipschitz连续.

φ : Rn→ R x定义 2[18]　设 在 处为 Lipschitz连续.

φ x ∈ Rn(i)  在 的 Clarke方向导数定义为

φc (x, d) := lim sup
y→x, t↓0

φ (y+ td)−φ (y)
t

.
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φ x ∈ Rn(ii)  在 的 Clarke次微分定义为
∂cφ (x) :=

{
ξ ∈ Rn : φc (x, d)≥ ⟨ξ, d⟩ , ∀d ∈ Rn}

.

φ φ x̄ ∈ Rn注 1[18]　(i) 若 为凸函数，则 在 处的 Clarke次微分退化为

∂φ (x̄) :=
{
x∗ ∈ Rn : φ (x)≥φ (x̄)+ ⟨x∗, x− x̄⟩ , ∀x ∈ Rn}

.

φ : Rn→ R x ∈ Rn(ii) 显然，若 在 处为 Lipschitz连续，则

∂c (sφ) (x) = s∂cφ (x) , ∀s ∈ R. （1）

D ⊆ Rn x ∈ D D x定义 3[18]　设 是非空子集， .则集合 在 处的 Clarke法锥定义为
Nc (D, x) :=

{
ξ ∈ Rn : ⟨ξ,u⟩≤0, ∀u ∈ TD (x)

}
,

TD (x) = {u ∈ Rn : d0
D (x,u) = 0} D x d0

D D其中，  为 在 处的 Clarke切锥， 为 的距离函数.

D ⊆ Rn φ : Rn→ R x ∈ D φ x引理 1[18]　设 是非空子集.若函数 在 处是 Lipschitz连续，且 在 处取得最小值.则
0 ∈ ∂cφ (x)+Nc (D, x).

φi : Rn→ R i = 1,2, · · ·,k x ∈ Rn引理 2[18]　设 ,  ，在 处是 Lipschitz连续.则
∂c (φ1+ · · ·+φk) (x) ⊆ ∂cφ1 (x)+ · · ·+∂cφk (x).

φ1 φ2 : Rn→ R x ∈ Rn φ1φ2 x引理 3[18]　设 ， ，在 处是 Lipschitz连续.则 在 处是 Lipschitz连续, 且
∂c (φ1φ2) (x) ⊆ φ2 (x)∂cφ1 (x)+φ1 (x)∂cφ2 (x).

 

2    鲁棒近似最优性条件刻画

(UMFP)

本节将鲁棒优化方法、Dinkelbach方法以及标量化方法相结合，通过借助一类鲁棒型约束规格, 刻画

鲁棒拟近似有效解的必要最优性条件.

ε := (ε1, ε2, · · ·, εk) ∈ Rk
+\{0} x̄ ∈ Ω x ∈ Ω i = 1,2, · · ·,k定义 4　设 和 .若不存在 ，使得对于任意的 ，有

fi (x)
gi (x)

≤
fi (x̄)
gi (x̄)

−εi ∥x− x̄∥ ,

i0 ∈ {1,2, · · ·,k}以及存在 ，使得
fi0 (x)
gi0 (x)

<
fi0 (x̄)
gi0 (x̄)

−εi0 ∥x− x̄∥ ,

x̄ (UMFP) ε则称 是 的鲁棒拟 -有效解.

ϕ = (ϕ1,ϕ2, · · ·,ϕk) ϕi : Rn→ R+ := [0,+∞) i = 1,2, · · ·,k (RUMFP)记 ，其中 ,  .借助 Dinkelbach方法[1]，将 转化为如

下优化问题：
(RUMFP)ϕ min

x∈C
{( f1 (x)−ϕ1 (x)g1 (x) , · · ·, fk (x)−ϕk (x)gk (x)) | ht (x,vt)≤0, ∀vt ∈ Vt, t ∈ T }.

ε := (ε1, ε2, · · ·, εk) ∈ Rk
+\{0} ϕ = (ϕ1,ϕ2, · · ·,ϕk) (RUMFP)ϕ ε注 2　 设 和 .类 似 于 定 义 4， 我 们 可 以 给 出 的 拟 -有 效 解 的

概念.

ϕi : Rn→ R+ := [0,+∞) i = 1,2, · · ·,k (UMFP) (RUMFP)ϕ如无特殊说明，本文总是假设 ,  .下述命题刻画了 和 之

间拟近似有效解的关系.

ε ∈ Rk
+\{0} x̄ ∈ Ω ϕi =

fi (x̄)
gi (x̄)

−εi ∥·− x̄∥ i = 1,2, · · ·,k x̄ (UMFP) ε x̄

(RUMFP)ϕ εg (x̄) εg (x̄) := (ε1g1 (x̄) , · · ·, εkgk (x̄))

命题 1　设 ,  以及 ， .若 是 的鲁棒拟 -有效解, 则 是

的拟 -有效解，其中 .

x̄ (RUMFP)ϕ εg (x̄) x̂ ∈ Ω i = 1,2, · · ·,k证明　假设 不是 的拟 -有效解.则存在 ，使得对于任意的 ，有

fi (x̂)−ϕi (x̂)gi (x̂)≤ fi (x̄)−ϕi (x̄)gi (x̄)−εigi (x̄)∥x̂− x̄∥ , （2）

i0 ∈ {1,2, · · ·,k}以及存在 ，使得
fi0 (x̂)−ϕi0 (x̂)gi0 (x̂) < fi0 (x̄)−ϕi0 (x̄)gi0 (x̄)−εi0 gi0 (x̄)∥x̂− x̄∥. （3）

ϕi =
fi (x̄)
gi (x̄)

−εi ∥·− x̄∥ i = 1,2, · · ·,k由式 (2)和 ，可得对于任意的 ，有
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fi (x̂)−
(

fi (x̄)
gi (x̄)

−εi ∥x̂− x̄∥
)
gi (x̂)≤ fi (x̄)−

(
fi (x̄)
gi (x̄)

−εi ∥x̄− x̄∥
)
gi (x̄)−εigi (x̄)∥x̂− x̄∥≤0.

gi (x̄) > 0又因为 , 从而由上式可得
fi (x̂)gi (x̄)− fi (x̄)gi (x̂)+εi ∥x̂− x̄∥gi (x̂)gi (x̄)≤0, ∀i = 1,2, · · ·,k.

故
fi (x̂)
gi (x̂)

≤
fi (x̄)
gi (x̄)

−εi ∥x− x̄∥ , ∀i = 1,2, · · ·,k. （4）

同理，由式 (3)可得
fi0 (x̂)
gi0 (x̂)

<
fi0 (x̄)
gi0 (x̄)

−εi0 ∥x− x̄∥ , ∃i0 ∈ {1,2, · · ·,k}. （5）

x̄ (UMFP) ε x̄ (RUMFP)ϕ εg (x̄)显然，式 (4)和式 (5)的矛盾在于 是 的鲁棒拟 -有效解.故， 是 的拟 -有效解.证毕.

(UMFP) (RUMFP)ϕ x̄

(RUMFP)ϕ εg (x̄) x̄ (UMFP) ε

注 3　不同于文献 [15]的引理 2.1，命题 1中 和 的拟近似有效解之间不是等价关系，即若 是

的拟 -有效解，则无法保证 是 的鲁棒拟 -有效解.

x̄ (RUMFP)ϕ εg (x̄) (UMFP) ε下例解释了注 3，即 是 的拟 -有效解，而不是 的鲁棒拟 -有效解.

x ∈C := R vt ∈ Vt := [−t+2, t+2] t ∈ T := [0,1]例 1　设 ,  ，其中 .考虑多目标分式优化问题：

(UMFP) min
x∈C

{(
x3+1
x+4

,
x3+2
x+4

) ∣∣∣∣∣∣ tx2−2vt x≤0, t ∈ T
}
.

(UMFP)则 的鲁棒对应模型为

(RUMFP) min
x∈C

{(
x3+1
x+4

,
x3+2
x+4

) ∣∣∣∣∣∣ tx2−2vt x≤0, ∀vt ∈ Vt, t ∈ T
}
.

Ω = [0,2]显然，可行集 .

x̄ := 0 ∈ Ω ε :=
(

1
32
,

1
16

)
x̂ =

1
10
∈ Ω i = 1,2令 和 .显然，存在 ，使得对于任意的 ，均有

fi (x̂)
gi (x̂)

<
fi (x̄)
gi (x̄)

−εi ∥x̂− x̄∥.

x̄ (UMFP) ε因此， 不是 的鲁棒拟 -有效解.

ϕ1(x) =
1
4
−ε1 |x| ϕ2(x) =

1
2
−ε2 |x| (RUMFP)ϕ另一方面，由于 ， ，所以 为

min
x∈C

{(
x3+1−

(
1
4
−ε1 |x|

)
(x+4) , x3+2−

(
1
2
−ε2 |x|

)
(x+4)

) ∣∣∣∣∣∣ tx2−2vt x≤0, ∀vt ∈ Vt, t ∈ T
}
.

εg (x̄) =
(

1
8
,
1
4

)
x̄ (RUMFP)ϕ εg (x̄)显然， .不难计算,  是 的鲁棒拟 -有效解.

(RUMFP)ϕ εg (x̄) (RUMFP)ϕ下面借助标量化方法，刻画 的拟 -有效解.为此，首先引入 的标量化问题：

(SRUMFP)ϕ min
x∈C

 k∑
i=1

( fi (x)−ϕi (x)gi (x))

∣∣∣∣∣∣∣ ht (x,vt)≤0, ∀vt ∈ Vt, t ∈ T

.

ϵ≥0 ϕ = (ϕ1,ϕ2, · · ·,ϕk) x̄ ∈ Ω定义 5　设 以及 .若存在 ，使得
k∑

i=1

(
fi
(
x
)−ϕi

(
x
)
gi

(
x
)) ≤ k∑

i=1

( fi (x)−ϕi (x)gi (x))+ ϵ∥x− x∥, ∀x ∈ Ω,

x̄ (SRUMFP)ϕ ϵ则称 是 的 -最优解.

(RUMFP)ϕ (SRUMFP)ϕ借助文献 [19]中引理 3.2的证明方法，易得 和 之间近似解的关系.

ε ∈ Rk
+\{0} x̄ ∈ Ω ϕ = (ϕ1,ϕ2, · · ·,ϕk) x̄ (RUMFP)ϕ ε x̄ (SRUMFP)ϕ∑k

i=1
εi

命题 2　设 ,  以及 .则 是 的拟 -有效解当且仅当 是

的 -最优解.

(UMFP)众所周知，约束规格在刻画 的鲁棒拟近似有效解的必要最优性条件中起着至关重要的作用.为此，
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v :=

(vt)t∈T ∈ VT VT :=
∏

t∈T
Vt

类似于文献 [13, 20]中所引入的约束规格，本文引入如下鲁棒型次微分约束规格.为方便起见，记  
，其中 .

(UMFP) x̄ ∈ Ω T (x̄) := {µ ∈ R(T )
+ : µtht (x̄,vt) = 0, ∀vt ∈ Vt, t ∈ T }定义 6[20]　考虑 .设 ，记 .若

Nc (Ω, x̄) ⊆
∪

µ∈T (x̄),v∈VT

∑
t∈T
µt∂

c
xht (x̄,vt)

+Nc (C, x̄) ,

(RSCQ) x̄则称鲁棒型次微分约束规格 在 处成立.

C = Rn Vt t ∈ T

(CQ)x0

注 4　若 ，则定义 6退化为文献 [13]中的定义 3.2. 若 ，  ， 为单点集，则定义 6退化为文献 [20]中第 294页的

约束规格 .

(RSCQ) (UMFP) ε接下来，借助鲁棒型次微分约束规格 ，刻画 的鲁棒拟 -有效解的必要最优性条件.

ε ∈ Rk
+\{0} x̄ ∈ Ω ϕi = fi (x̄)/gi (x̄)−εi ∥·− x̄∥ i = 1,2, · · ·,k fi gi i = 1,2, · · ·,k x̄

vt ∈ Vt ht (·,vt) t ∈ T x̄ (RSCQ) x̄ x̄
(UMFP) ε µ̄ ∈ R(T )

+ v̄t ∈ Vt t ∈ T

定理 1　设 ,  以及 ， .设 和 ， ，在  处为

Lipschitz连续，以及对于任意的 ， ， ，在 处为 Lipschitz连续.假设 在 处成立.若 是

的鲁棒拟 -有效解，则存在 以及 ， ，使得

0 ∈
k∑

i=1

∂c fi (x̄)−
k∑

i=1

ϕi (x̄)∂cgi (x̄)+
∑
t∈T
µ̄t∂

c
xht (x̄, v̄t)+Nc (C, x̄)+2

k∑
i=1

εigi (x̄)B∗, （6）

µ̄tht (x̄, v̄t) = 0, ∀t ∈ T. （7）

x̄ (UMFP) ε x̄ (SRUMFP)ϕ γ

γ =
∑k

i=1
εigi (x̄) x ∈ Ω

证明　设 是 的鲁棒拟 -有效解.则由命题 1及命题 2知， 是 的 -最优解，其中

.从而对于任意的 ，
k∑

i=1

( fi (x)−ϕi (x)gi (x))≥
k∑

i=1

( fi (x̄)−ϕi (x̄)gi (x̄))−γ ∥x− x̄∥.

令

Γϕ (x) =
k∑

i=1

( fi (x)−ϕi (x)gi (x))−
k∑

i=1

( fi (x̄)−ϕi (x̄)gi (x̄))+γ ∥x− x̄∥ ,

x ∈ Ω Γϕ (x̄)≤Γϕ (x) x ∈ Ω Γϕ x̄ Γϕ x̄ ∈ Ω则对任意 ， .从而对任意 ， 在 处取得最小值，且函数 在 处是 Lipschitz连续.因

此，由引理 1可得
0 ∈ ∂cΓϕ (x̄)+Nc (Ω, x̄).

∂c (∥·− x̄∥) (x̄) = B∗又由引理 2和 ，易知

0 ∈ ∂c

 k∑
i=1

( fi−ϕigi)

 (x̄)+Nc (Ω, x̄)+γB∗ ⊆
k∑

i=1

∂c ( fi−ϕigi) (x̄)+Nc (Ω, x̄)+γB∗.

(RSCQ) x̄进一步，又因为 在 处成立，所以

0 ∈
k∑

i=1

∂c ( fi−ϕigi) (x̄)+
∪

µ∈T (x̄),v∈VT

∑
t∈T
µt∂

c
xht (x̄,vt)

+Nc (C, x̄)+γB∗,

其中

T (x̄) = {µ ∈ R(T )
+ : µtht (x̄,vt) = 0, ∀vt ∈ Vt, t ∈ T }.

µ̄ ∈ R(T )
+ v̄t ∈ Vt t ∈ T从而存在 和 ， ，使得

0 ∈
k∑

i=1

∂c ( fi−ϕigi) (x̄)+
∑
t∈T
µ̄t∂

c
xht (x̄, v̄t)+Nc (C, x̄)+γB∗, （8）

µ̄tht (x̄, v̄t) = 0, ∀t ∈ T. （9）

又由式 (1)、引理 2和引理 3，可知
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k∑
i=1

∂c ( fi−ϕigi) (x̄) ⊆
k∑

i=1

∂c fi (x̄)+
k∑

i=1

∂c (ϕi (−gi)) (x̄) ⊆

k∑
i=1

∂c fi (x̄)+
k∑

i=1

ϕi(x̄)∂c (−gi) (x̄)+
k∑

i=1

(−gi) (x̄)∂cϕi (x̄) =

k∑
i=1

∂c fi (x̄)−
k∑

i=1

ϕi (x̄)∂cgi (x̄)+
k∑

i=1

εigi (x̄)B∗.

从而，由式 (8)可知

0 ∈
k∑

i=1

∂c fi (x̄)−
k∑

i=1

ϕi (x̄)∂cgi (x̄)+
∑
t∈T
µ̄t∂

c
xht (x̄, v̄t)+Nc (C, x̄)+2

k∑
i=1

εigi (x̄)B∗.

µ̄ ∈ R(T )
+ v̄t ∈ Vt t ∈ T故，结合式 (9)可知，存在 以及 ,  ，使得式 (6)和式 (7)成立.证毕.

(RSCQ)下例说明了定理 1中约束规格 是必不或缺的.

x ∈C := [0,1] vt ∈ Vt := [−t+2, t+2] t ∈ T := [0,1]例 2　设 ， ，其中 .考虑多目标分式优化问题：

(UMFP) min
x∈C

{(
−x2−2x+3

x+4
,
−x2− x+2

x+2

) ∣∣∣∣∣∣ (t+2vt) x2≤0, t ∈ T
}
,

f1 (x) = −x2−2x+3 f2 (x) = −x2− x+2 g1 (x) = x+4 g2 (x) = x+2 ht (x,vt) = (t+2vt) x2 Ω = {0}则 ， ， ， ， .另一方面，易得 .

x̄ := 0 ∈ Ω ε :=
(

1
8
,
1
8

)
x̄ (UMFP) ε ∂c

xht (x̄,vt) = {0}令 和 .显然， 是 的鲁棒拟 -有效解.另一方面，易得 .因此∪
µ∈T (x̄),v∈VT

∑
t∈T
µt∂

c
xht (x̄,vt)

 = {0}.
Nc (Ω, x̄) = R Nc (C, x̄) = (−∞,0]而 和 .显然

Nc (Ω, x) ⊈
∪

µ∈T (x),v∈VT

∑
t∈T
µt∂

c
xht (x,vt)

+Nc (C, x).

(RSCQ) x̄因此， 在 处是不成立的.

x̄ = 0 ε :=
(

1
8
,
1
8

)
∂c f1 (x̄) = −2 ∂c f2 (x̄) = −1 ∂cg1 (x̄) = ∂cg2 (x̄) = 1 ϕ1 (x̄) =

3
4
ϕ2 (x̄) =

1
∑2

i=1
εigi (x̄) =

3
4

µ ∈ R(T )
+ vt ∈ Vt t ∈ T

另一方面，对于 和 .易知 ,  ,  ,  , 

和 .显然，对任意 以及 ， ，有

0 <
(
−∞,−13

4

]
=

2∑
i=1

∂c fi (x̄)−
2∑

i=1

ϕi (x̄)∂cgi (x̄)+
∑
t∈T
µt∂

c
xht (x̄,vt)+Nc (C, x̄)+2

2∑
i=1

εigi (x̄)B∗.

故，定理 1不成立.

ε := (0, · · ·,0) ∈ Rk
+ (UMFP)若 ，则有如下关于问题 鲁棒有效解的必要最优性条件.

(UMFP) x̄ ∈ Ω fi gi i = 1,2, · · ·,k x̄ vt ∈ Vt

ht (·,vt) t ∈ T x̄ (RSCQ) x̄ x̄ ∈ Ω (UMFP)

µ̄ ∈ R(T )
+ v̄t ∈ Vt t ∈ T

推论 1　考虑 .假定 .设 和 ， ，在 处为 Lipschitz连续，以及对于任意的 ，

， ，在 处为 Lipschitz连续 .假设 在 处成立 .若 是 的鲁棒有效解，则存在

以及 ， ，使得

0 ∈
k∑

i=1

∂c fi (x̄)−
k∑

i=1

fi (x̄)
gi (x̄)

∂cgi (x̄)+
∑
t∈T
µ̄t∂

c
xht (x̄, v̄t)+Nc (C, x̄) ,

µ̄tht (x̄, v̄t) = 0, ∀t ∈ T.

(UMFP) gi (x) ≡ 1 i = 1,2, · · ·,k若问题 中的 ,  , 则易得如下结论.

推论 2　考虑如下多目标优化问题：
(UMP) min

x∈C
{( f1 (x) , f2 (x) , · · ·, fk (x)) | ht (x,vt)≤0, t ∈ T }.

ε ∈ Rk
+\{0} x̄ ∈ Ω τi = fi (x̄)−εi ∥·− x̄∥ i = 1,2, · · ·,k fi i = 1,2, · · ·,k x̄设 ， 以及 ,  .设 ， ，在 处为 Lipschitz连续，以及对于任
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vt ∈ Vt ht (·,vt) t ∈ T x̄ (RSCQ) x̄ x̄ (UMP) ε

µ̄ ∈ R(T )
+ v̄t ∈ Vt t ∈ T

意的 ,  ， ，在 处为 Lipschitz连续.设 在 处成立.若 是 的鲁棒拟 -有效解，则存在

以及 ， ，使得

0 ∈
k∑

i=1

∂c fi (x̄)+
∑
t∈T
µ̄t∂

c
xht (x̄, v̄t)+Nc (C, x̄)+

k∑
i=1

εiB∗,

µ̄tht (x̄, v̄t) = 0, ∀t ∈ T.

(UMP) i = 1 Vt t ∈ T (UMP)

(UMP) Vt t ∈ T (UMP)

注 5　若 中的 以及不确定集 ， ，为单点集，则 退化为经典的单目标半无限优化问题，文献 [20]详细

刻画了这类问题的最优性条件.若 中的不确定集 ， ，为单点集，则 退化为经典的多目标半无限优化问题，这

类问题的最优性条件和对偶问题也得到详细刻画，如文献 [21]详细刻画了其对偶问题.
 

3    总　　结

本文主要对一类带不确定参数的多目标分式半无限优化问题进行了研究.首先结合鲁棒方法和

Dinkelbach方法，将该问题的鲁棒对应模型转化为一般的多目标优化问题.再借助标量化方法，建立了该多目

标优化问题的标量化问题，得到了它们拟近似解之间的关系.最后，借助一类鲁棒型次微分约束规格，建立了

该不确定多目标分式半无限优化问题拟近似有效解的鲁棒最优性条件.本文推广了文献 [16，19]的相关结

果.另一方面，对偶理论也是最优化理论研究的重点内容，因此如何用本文的方法刻画带有不确定参数的多目

标分式半无限优化问题的鲁棒对偶理论，这将是我们进一步要研究的课题.
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