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一维六方准晶双材料中圆孔边共线界面裂纹的
反平面问题*

张炳彩1，  丁生虎2，  张来萍1

（1. 宁夏大学新华学院，银川 750021；

2. 宁夏大学 数学统计学院，银川 750021）

 
摘要：  研究了一维六方准晶双材料中圆孔边不对称共线界面裂纹的反平面问题.利用 Stroh 公式和复变函数方法得

到了声子场和相位子场耦合作用下的复势函数，给出了裂纹尖端应力强度因子和能量释放率的解析表达式.通过数

值算例，讨论了圆孔半径和裂纹长度对应力强度因子的影响，以及耦合系数、声子场应力和相位子场应力对能量释

放率的影响.结果表明：当圆孔半径不变时，应力强度因子随右裂纹长度的增大趋向稳定值.当相位子场应力取一定

值时，能量释放率达到最小值，说明特定的相位子场应力可以抑制裂纹的扩展.
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The Anti-Plane Problem of Collinear Interface Cracks Emanating From
a Circular Hole in 1D Hexagonal Quasicrystal Bi-Materials
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Abstract：The anti-plane problem of asymmetric collinear interface cracks emanating from a circular hole in 1D hexagonal
quasicrystal  bi-materials  was  studied.  With  the  Stroh  formula  and  the  complex  function  method,  the  complex  potential
functions under the coupling action of the phonon field and the phason field were obtained. The analytical expressions of
the stress intensity factor (SIF) and the energy release rate (ERR) at the crack tip were given. The effects of the circular hole
radius and the crack length on the SIF, and the effects of the coupling coefficient, the phonon field stress and the phason
field stress on the ERR, were discussed. The results show that, the SIF tends to be stable with the increase of the right crack
length  for  a  constant  circular  hole  radius.  For  a  certain  phason  field  stress  value,  the  ERR  reaches  the  minimum  value,
which indicates that a specific phason field stress can inhibit the crack growth.
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引　　言

准晶自 1982年被 Shechtman等[1] 发现以来，引起了众多科研人员的关注.准晶材料具有高硬度、不粘性、

耐腐蚀等诸多优良特性，在很多方面具有重要的应用价值.由于准晶材料的脆性特性[2]，在生产过程中难免会

产生一些缺陷 (裂纹、夹杂和位错等)，在外应力的作用下，很容易发生断裂.尤其对于含有孔洞的准晶材料，孔

洞周围形成的应力集中区易产生裂纹，而裂纹的扩展又导致材料结构的损伤，从而导致材料的断裂破坏.因

此，研究准晶材料的断裂问题具有重要的理论和实际意义.

目前，已有众多学者对准晶材料的断裂问题进行了研究[3-6]
.在工程实际中，开孔结构是一种较为常见的结

构.郭俊宏和刘官厅[7] 研究了一维六方准晶圆形孔边裂纹问题.之后，郭俊宏等[8-10] 又研究了一维六方准晶椭

圆孔边裂纹问题，运用复变函数方法给出了问题的解析解.Li和 Liu[11] 研究了二十面体准晶中位错与椭圆孔

的相互作用问题，利用扩展的 Stroh公式、保角变换方法和摄动技术得到了该问题的封闭解.利用复变函数方

法和保角映射方法，Yang等[12] 研究了一维六方压电准晶材料中带不对称三裂纹的圆形孔口的断裂问题.白巧梅和丁生虎[13]

研究了一维六方压电准晶中正六边形孔边裂纹的反平面问题，利用复变函数方法，得到了孔边裂纹尖端的应

力分布以及场强度因子的解析解.利用推广的连续位错层法，Tupholme[14-15] 研究了一维六方准晶中运动的反

平面剪切裂纹.

以上文献主要针对准晶单一材料的断裂问题开展研究，而在实际工程中常见由两种不同（或相同）材料拼

接而成的组合材料，在外部应力作用下界面处很容易产生缺陷.El-Borgi等[16] 用奇异积分方程和有限元方法

分析研究了在热载荷和机械载荷作用下功能梯度涂层与均匀基体之间的界面裂纹.Kuang 和 Wang[17] 用边界

配置法研究了双材料板中孔产生的界面裂纹问题.Loboda等[18] 分析了由两个半无限大一维压电准晶材料结

合在一起的双材料中的电渗透裂纹的平面问题，提出了电渗透界面裂纹的一种精确解析解.基于复变函数和

保角映射方法，Song和 Hassan[19] 计算了含径向对称裂纹的横观各向同性压电双材料在非圆形空腔边缘附近

的动态应力强度因子.An等[20] 利用 Green函数法和坐标变换法求解了偏心圆孔附近具有可渗透界面裂纹的

压电双材料动态反平面剪切问题.An和 Song[21] 研究了功能梯度压电双材料中圆孔附近可渗透界面裂纹尖端

的应力集中问题.

对于准晶双材料裂纹问题，Zhang等[22] 利用 Stroh公式研究了由两个不同准晶半平面组成的无限平面问

题，得到了一维准晶双材料内部和界面 Green函数的解.Hu等[23-24] 利用积分方程和复变函数方法，研究了具有

压电效应的，不同一维六方准晶材料受反平面剪切应力和面内电应力作用下的界面裂纹问题.Fan等[25] 利用

Stroh公式得到了一维六方准晶双材料界面上声子场和相位子场位错和开口位移的 Green函数.Zhao等[26] 提

出用位移不连续法分析一维六方准晶涂层在面内应力作用下的界面裂纹问题.然而，关于准晶双材料孔边界

面裂纹问题的研究尚未见有文献报道.

事实上，随着复合材料和新型材料的发展，工程中经常出现带裂纹的孔口问题，而复变函数解法是求解复

杂孔口问题最优越的方法.由于准晶材料声子场和相位子场的耦合性，及孔洞形状的复杂性，研究准晶材料双

材料孔边裂纹问题具有一定的挑战.因此，本文应用复变函数方法，分析研究了一维六方准晶双材料圆孔边不

对称共线界面裂纹的反平面问题，所得的结果对工程结构裂纹止裂具有理论意义和实用价值. 

1    基 本 公 式

本文研究了一维六方准晶反平面问题.取 x3 轴为一维六方准晶体的准周期方向，x1Ox2 坐标面为其周期平

面.根据准晶弹性理论[27]，当一维六方准晶体中含有的圆孔洞及孔边裂纹沿准周期方向穿透时，变形不随变量

x3 变化，只与变量 x1 和 x2 有关.此时，平衡方程 (不考虑体力)为
∂1σ31+∂2σ32 = 0 , ∂1H31+∂2H32 = 0； （1）

几何方程为

ε3 j =
1
2
∂ ju3 , w3 j = ∂ jv； （2）

广义 Hooke定律为
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{
σ3 j =C44∂ ju3+R3∂ jv,
H3 j = R3∂ ju3+K2∂ jv,

（3）

j = 1,2, ∂ j = ∂/∂x j u3 v σ3 j,H3 j

ε3 j,w3 j C44,K2 R3

其中 ； 和 分别表示声子场和相位子场的位移分量； 分别表示声子场和相位子场应

力分量； 分别表示声子场和相位子场应变分量； 分别为声子场、相位子场弹性常数； 为声子场-
相位子场耦合常数.

Σ u式 (3)的应力通解可用广义应力函数矢量 和广义位移函数矢量 表示 [10]：

u = A f (z)+ A f (z), （4a）

Σ = B f (z)+B f (z), （4b）

z = x1+ ix2 i =
√
−1 A = I =

1 0
0 1

 B = i
C44 R3

R3 K2

 A B A B f (z)

f (z) f (z)

其中复数 ， 是虚数单位， ， ， 和 是矩阵 和 的共轭矩阵，

是未知解析函数矢量，可通过边界条件确定， 是解析函数矢量 的共轭解析函数矢量.因此可由

−Σ,2 = [σ31 , H31]T, （5a）

Σ,1 = [σ32 , H32]T, （5b）

u = [u3 ,v]T （5c）

确定所有场变量，其中上标 T表示矩阵的转置. 

2    问题描述及求解
 

2.1   问题描述

σ32 = τ0 , H32 = H0

如图 1所示，考虑两种不同的一维六方准晶双材料拼接在一起，x3 轴正方向为一维六方准晶体的准周期

方向，x1Ox2 坐标面为其周期平面，x1Ox3 平面为拼接界面.在拼接界面处存在一圆孔洞，且圆孔两边在 x1 轴上

分别有一直线裂纹.假设准晶双材料在无穷远场受沿声子场和相位子场边界的反平面剪切应力作用

，圆孔及裂纹面为自由面.
  

图 1    含圆孔孔边界面裂纹的一维六方准晶双材料

Fig. 1    One dimensional hexagonal quasicrystal bi-materials with interface cracks emanating from a circular hole
 

根据准晶线弹性理论[27]，仅对应力集中而言，可将该问题转化为圆孔及裂纹表面受剪切应力作用的问

题.此时边界条件可表示为

σ32 = H32 = 0,
√

x1
2+ x2

2→∞, （6）{
u+(x1,0+) = u−(x1,0−),
Σ,1
+(x1,0+) = Σ,1−(x1,0−),

x1 < −L2−R , x1 > L1+R, （7）{σ32 = −τ0,
H32 = −H0,

x1
2+ x2

2 = R2 , −L2−R < x1 < −R , R < x1 < L1+R , x2 = 0， （8）

L1 L2其中 R 为圆孔半径， 和 分别表示右裂纹和左裂纹长度.

f (z)为了求得未知解析函数矢量 ，引入以下保角变换 [28]：

z = w(ς) = R(ς(1+
√

1−ς−2)), （9）
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该变换将圆孔保角变换到直线裂纹.

ς ξ

z = ±Ri ς = 0 z = ±R ς = ±1 z = −R−L2 z = R+L1

利用该保角变换，将 z 平面内的 x1 轴变换为 平面内的 轴，圆孔及孔边裂纹都变换为直线裂纹，且将点

变换为 ， 变换为 ，左右裂尖 ， 分别变换为点：

ς1 =
1
2

(
−R−L2

R
+

R
−R−L2

)
, ς2 =

1
2

(
R+L1

R
+

R
R+L1

)
.

对应关系如图 2所示.
  

图 2    保角变换示意图

Fig. 2    The diagram of conformal mapping

ς 2L = ς2−ς1 ς = 0

ς

平面内直线裂纹长 ，由于坐标原点 不一定是直线裂纹中心，可通过平移将直线裂纹中心

移到原点.因此通过式 (9)将 z 平面内圆孔孔边裂纹问题转化为 平面内的直线裂纹问题.

ς考虑保角变换的性质， 平面内边界条件可表示为 σ
+
32 (ξ,0+) = σ−32 (ξ,0−) = −τ0,

H+32 (ξ,0+) = H−32 (ξ,0−) = −H0,
ς1 < ξ < ς2, （10）


σ+32 (ξ,0+) = σ−32 (ξ,0−) ,

H+32 (ξ,0+) = H−32 (ξ,0−) , ξ < ς1, ξ > ς2.

u+ (ξ,0+) = u− (ξ,0−) ,

（11）

式 (4)两边关于 x1 求导，可得

u,1 = AF(z)+ A F(z)， （12a）

Σ,1 = BF(z)+B F(z)， （12b）

F(z) =
d f (z)
dx1

=
d f (z)
dz

F(z) F(z)其中 ， 是 的共轭矢量.再由保角变换，式 (12)可写为

u,1(ς) = A
F(ς)
w′(ς)

+ A
F(ς)

w′(ς)
， （13a）

Σ,1(ς) = B
F(ς)
w′(ς)

+B
F(ς)

w′(ς)
. （13b）

ξ由边界条件 (10)、(11)知，在整个 轴上应力连续，再由式 (5b)有
Σ+,1(ξ , 0+) = Σ−,1(ξ , 0−) , −∞ < ξ < +∞. （14）

将式 (13b)代入式 (14)，有

B1
F+1 (ξ)
w′(ξ)

+B1
F−1 (ξ)

w′(ξ)
= B2

F−2 (ξ)
w′(ξ)

+B2
F+2 (ξ)

w′(ξ)
. （15）

w′(ξ) w′(ξ) = w′(ξ)因为在界面处， 为实数，有 .由式 (15)可得

B1F1(ς)−B2 F2(ς) = 0 , ς ∈ S 1， （16a）

B2F2(ς)−B1 F1(ς) = 0 , ς ∈ S 2， （16b）
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F(ς) = F(ς̄)其中下标 1，2分别表示材料 1和材料 2， .

H = iAB−1设 为实矩阵，由式 (13a)及 (16)，可得

u+,1(z) =
1
i

[
H1B1

F+1 (ξ)
w′(ξ)

−H1B2
F−2 (ξ)
w′(ξ)

]
, （17a）

u−,1(z) =
1
i

[
H2B2

F−2 (ξ)
w′(ξ)

−H2B1
F+1 (ξ)
w′(ξ)

]
, （17b）

Hi (i = 1,2) Hi其中 是 的共轭矩阵.

引入阶跃函数[24]：

i∆u,1(z) = i(u+,1(z)−u−,1(z)). （18）

由式 (17)，有
i∆u,1(z) = K+(ξ)−K−(ξ), （19）

其中

K(ς) =


CB1F1(ς)

w′(ς)
, ς ∈ S 1,

CB2F2(ς)
w′(ς)

, ς ∈ S 2,

（20）

C = H1+H2 （21）

C C为实矩阵， 是矩阵 的共轭矩阵.

由式 (13b)、(20)和 (21)，可得
Σ+,1(ξ) = R+(ξ)+R−(ξ), （22）

R(ς) = C−1K(ς) = [R1(ς),R2(ς)]T其中         .

由式 (10)，式 (22)可写为下列 R-H 问题：

R+(ξ)+R−(ξ) = −[τ0,H0]T, （23）

即
R+α(ξ)+R−α(ξ) = −Rα0 , （24）

其中
α = 1,2, R10 = τ0, R20 = H0.

考虑位移单值条件，式 (24)的解为[28]

Rα(ς) = −
Rα0

2

1− ς√
ς2−L2

 . （25）

R(ς) K(ς),F1(ς),F2(ς)若能由式 (25)求得 , 则可以得到 ，由此便可求得声子场和相位子场的应力与位移. 

2.2   应力强度因子及能量释放率

ς根据文献 [25]，可得到 平面上一维六方准晶含缺陷双材料声子场和相位子场应力强度因子为

k = [kσⅢ,k
H
Ⅲ]T = lim

ρ→0

√
2πρ

w′(ξ)
Σ,1(ξ), （26）

ρ ξ = L+ρ ς其中 为 z 平面上距裂纹尖端的距离， 为 平面上距右裂纹尖距离.

ς ∆u,1 = 0 K+(ξ) = K−(ξ) ,R+(ξ) = R−(ξ)因为 平面内拼接面上应变连续 , 即 , 由此可知 .由式 (22)，可将式

(26)写为

k = lim
ρ→0

2
√

2πρ
w′(ξ)

R(ξ). （27）

w′(ς) = R

1+ ς√
ς2−1

 w′(L) , 0，由式 (9)有 ，且 将式 (25)代入式 (27)，可得右裂纹尖端应力强度因子表达式为
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k =
(τ0

H0

) √πL
w′(L)

=
√
πL′K

(τ0

H0

)
, （28）

L =
ς2−ς1

2
L′ =

2R+L1+L2

2
其中 ， ，K 为等效应力强度因子，

K =
1

w′(L)

√
L/L′. （29）

R→ 0

ς = L R(L) =∞ Σ,1(L) =∞
由式 (28)，场强度因子只与应力和孔洞尺寸有关，与材料无关.当圆孔半径 ，即圆孔边不对称共线裂

纹可退化成直线裂纹时，右裂尖 处 ，从而有 ，该结果与文献 [27]中单材料含椭圆孔退

化为裂纹的情形一样在裂纹尖端出现无限大的应力集中.

ς参考文献 [25]， 平面上一维六方准晶双材料反平面裂纹问题的能量释放率可写为

G =
1
4

kTYk, （30）

Y = H1+H2其中 .将 Y和式 (28)代入上述方程中，可得一维六方准晶双材料中圆孔边界面裂纹能量释放率解

析表达式为

G =
1
4

k2
2∑

i=1

K(i)
2 τ

2
0+C(i)

44H2
0 −2R(i)

3 τ0H0

C(i)
44K(i)

2 −R(i)2
3

， （31）

i = 1 , 2 k =
√
πL/w′(L)其中 表示两种材料， .由式 (31)知，一维六方准晶界面裂纹的能量释放率依赖于孔洞、孔

边裂纹尺寸、远场应力和两种材料的具体参数，所以能量释放率可作为判断反平面裂纹问题的断裂依据. 

3    数 值 算 例

下面通过数值算例分析几何尺寸对等效应力强度因子的影响和耦合系数、声子场应力和相位子场应力对

能量释放率的影响. 

3.1   几何尺寸对应力强度因子的影响

为了讨论圆孔半径和裂纹长度对声子场、相位子场等效应力强度因子的影响，本文取不同的圆孔半径和

裂纹长度，绘出式 (29)的图形，观察等效应力强度因子的变化情形.

L1/R (L2/R = 0.02)图 3给出在不同圆孔半径下，等效应力强度因子 K 随右裂纹长度 的变化关系 .可以发

现，当半径给定时，等效应力强度因子 K 随右裂纹长度的变化呈快速增长趋势.但在裂纹长度一定的情况下，

随着圆孔半径的增大，K 有减小的趋势.

L1/R (R = 0.1 m)图 4给出不同左裂纹长度情况下，等效应力强度因子 K 随右裂纹长度 的变化关系 .在圆孔

半径和左裂纹长度一定的情况下，等效应力强度因子 K 随右裂纹长度增加先减小后增加，最后趋向稳定值.而

 

 
L1/R图 3    不同的 R, K 随 的变化情形

L1/RFig. 3    For different R values, the change of K with 
 

 

 
L2/R L1/R图 4    不同 , K 随 的变化情形

L2/R L1/RFig. 4    For different   values, the change of K with 
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当圆孔半径一定时，等效应力强度因子 K 随左裂纹的长度增大而缓慢增加，该结果和文献 [29]不考虑电场时

圆孔边不对称裂纹所得结果一致.图 3和图 4的结果说明圆孔半径和裂纹长度的变化都对裂纹尖端应力场有

一定的影响. 

3.2   耦合系数、声子场应力和相位子场应力对能量释放率的影响

本小节算例考虑两种情形： ① 在上下两种准晶材料其他参数不变的情况下，讨论声子场和相位子场耦合

系数对能量释放率的影响 (图 5、6); ② 上下准晶材料参数不同时，讨论声子场应力和相位子场应力对能量释

放率的影响 (图 7).两种不同一维六方准晶材料的材料参数如表 1所示.

H0(τ0 = 6 MPa, R = 0.3 m, L1/R =

0.3 , L2/R = 0.2) L1/R (τ0 = 6 MPa, H0 = 4 MPa, R = 0.3 m, L2/R = 0.2)

H0

L1/R

H0 L1/R

图 5、6分别给出了在不同耦合系数下，能量释放率 G 随相位子场应力

和右裂纹长度 的变化关系 .由图 5、6可知，

当材料耦合系数增大时, 能量释放率 G 也在增大；当耦合系数不变时，能量释放率 G 随着相位子场应力 和

右裂纹长度 的增大而增大；当上下材料参数相同 (单材料)时，固定耦合系数，能量释放率随相位子场应力

或右裂纹长度 的增大也在增大，该结果和文献 [29]不考虑电场时圆孔边不对称裂纹所得结果一致.从

以上结果可以发现，准晶双材料耦合系数的变化比单材料耦合系数的变化对能量释放率的影响更大，更容易

促进裂纹的扩展.
 

 
图 5    不同的 R3, G 随 H0 的变化情形

Fig. 5    For different R3 values, the change of G with H0
 

 

 
L1/R图 6    不同的 R3, G 随 的变化情形

L1/RFig. 6    For different R3 values, the change of G with 
 

 

 
τ0 H0图 7    不同 作用下, G 随 的变化情形

τ0 H0Fig. 7    For different   values, the change of G with 
 

表 1    两种不同一维六方准晶材料的参数取值[25, 30]

Table 1    Parameter values of 2 different 1D hexagonal quasicrystals[25, 30]

parameter QC1 QC2
C44/GPa 50 35.5
K2/GPa 0.3 0.15
R3/GPa 1.2 1.765
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(R = 0.1 m,L1 = 0.01 m,L2 = 0.03 m)图 7给出了声子场应力和相位子场应力对能量释放率的影响 .由图 7
可知，能量释放率随着声子场应力的增大而增大，随相位子场应力从负值变到正值时，先减小再增大，当相位

子场应力取某个特定值时，又可使能量释放率达到最小.这说明一维六方准晶材料声子场应力和相位子场应

力对能量释放率都有一定的影响，能促使裂纹的扩展.但当相位子场应力取一定值时，又可以抑制裂纹的扩展. 

4    结　　论

本文研究了一维六方准晶双材料中圆孔边不对称共线界面裂纹的反平面问题.首先根据保角变换将圆孔

边不对称共线裂纹问题转化为直线裂纹问题；其次在准晶体受远场声子场应力和相位子场应力作用，圆孔和

裂纹面自由的边界条件下，利用 Stroh公式和复变函数方法推导出新平面内裂纹尖端应力强度因子和能量释

放率的解析表达式.通过数值算例分析了几何尺寸对等效应力强度因子的影响，以及耦合系数、声子场应力和

相位子场应力对能量释放率的影响，得到了以下结论：

1) 应力强度因子随圆孔半径的增大而减小；

2) 圆孔半径和左裂纹长度一定时，等效应力强度因子 K 随右裂纹长度增加先减小后增加，最后趋向稳定值；

3) 能量释放率随耦合系数的增大而增大，当耦合系数不变时，能量释放率也随着相位子场应力和右裂纹

长度的增大而增大；

4) 远场声子场应力和相位子场应力对能量释放率都有一定的影响，但当相位子场应力取一定值时，能量

释放率达到最小，可以抑制裂纹的扩展.
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