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摘要：  刚性挡土墙在下部受限时往往呈现绕墙底转动的位移模式，该模式下不同深度土体所处非极限状态不同，给

土压力计算带来了困难.在已有研究基础上，推导了适用于绕墙底转动模式下土体强度参数与墙体位移的函数关

系；假定墙后土体形成圆弧形土拱，滑裂面为不确定的曲面，将墙后土体按小步长水平分层，构建了绕墙底转动模式

下非极限主动土压力的数值迭代格式，给出了该模式下非极限主动土压力的数值计算方法.该数值解既能确定墙后

滑裂面的形状，又能计算非极限主动土压力的强度、合力及作用点.将数值解与模型试验结果、现有解析解进行了

对比，发现墙后滑裂面为一曲面，该解计算结果与模型试验结果的契合度比现有解析解更高.这提供了刚性挡土墙绕

底转动时非极限主动土压力的更精确解答，对这类挡土墙设计具有现实指导价值.
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Abstract：The displacement pattern of wall footing rotation occurs for the backfill wall constrained at the bottom. The non-
limit states of the soil layers at different depths are different in this pattern, and present difficulties for soil stress calculation.
Based  on  the  existing  research,  the  functional  relationship  between  soil  strength  parameters  of  the  wall  footing  rotation
pattern  and  wall  displacements  were  detruded.  Under  the  assumption  that  the  backfill  forms  a  circular  arch  and  the  slip
surface  is  uncertain,  the  backfill  was  divided into  long horizontal  slices,  the  numerical  iteration scheme for  the  nonlimit-
state active earth pressure in the wall footing rotation pattern was constructed, and the numerical calculation method for the
active  earth  pressure  was  given.  The  numerical  method  not  only  determines  the  slip  surface  shape,  but  calculates  the
intensity,  the  resultant  force and the action point  of  the  nonlimit-state  active earth  pressure.  The backfill  slip  surface is  a
curved  one  and  the  new  numerical  solution  is  more  consistent  with  the  existing  full-scale  test  results  than  the  existing
analytical results. This work provides more accurate numerical solutions of the nonlimit-state active earth pressure on the
rigid retaining wall in the footing rotation pattern, and makes a practical guide to design of such retaining walls.
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刚性挡土墙是一种工程中广泛应用的支挡结构，墙后土压力的计算是设计挡土墙的关键环节.挡土墙后

的土体从静止到极限位移状态是一个渐变过程，且土体一般处于初始状态和极限主动状态之间的中间主动状

态，计算此状态下的主动土压力需要考虑墙体的位移模式及大小[1]
.为此，建立考虑墙体位移模式的非极限主

动土压力理论很有必要.

目前非极限主动土压力的计算方法主要分为两类：第一类方法基于模型试验得到的主动土压力分布曲

线，利用函数拟合方法获得主动土压力随挡墙位移的变化规律[2]；第二类方法认为土体强度参数随墙体位移渐

进发挥，通过建立土体强度参数与墙体位移的函数关系，构建主动土压力与墙体位移的关系[3]
.其中，后者具有

清晰的物理力学模型，结果具有普适性，成为非极限土压力计算的主流方法.除墙体位移外，土拱效应[4]、层间

剪应力[5-6]、滑裂面形状[7] 等因素也会对墙后主动土压力造成一定影响：土拱效应会造成土体内主应力偏转；层

间剪应力会影响主动土压力的整体分布；滑裂面形状会影响主动土压力的大小及分布.诸多学者基于薄层单

元法，考虑上述影响因素，建立了挡墙平移模式（T模式）下的土压力理论，与模型试验结果吻合很好[8-12]
.现有

绕墙底转动模式（RB模式）的土压力理论，依据 T模式的土体强度参数计算方法及理论模型为基础，仅增大了

层间剪应力[13-15]，这一方法得到的主动土压力分布曲线与模型试验结果相似，但与模型试验的契合度不高，原

因在于：1）RB模式下土体的非极限状态与 T模式有异，T模式下土体的非极限状态与土体深度无关，但

RB模式下土体的水平位移随深度有异，导致不同深度处土体的非极限状态不同（图 1），仅在 T模式力学模型

的基础上增大层间剪应力并不能体现 RB模式的基本特点；2）层间剪应力已被证明是一种内力，仅影响土压

力分布不影响土压力大小，此法得到的主动土压力合力与 T模式的主动土压力合力相等，而模型试验表明

RB模式下的主动土压力要大于 T模式[16]
.可见，现有 RB模式的土压力计算理论仍需进一步完善.

  

图 1    RB位移模式下土体非极限状态与 T模式的不同

Fig. 1    The difference of soil non-limit state between the RB model and the T model
 

为了得到刚性挡墙在 RB模式下的非极限主动土压力的更精确解答，本文假定墙背直立、填土面水平、墙

后填土为无黏性土，利用非极限土体参数来考虑不同深度土体非极限状态的不同，推导了非极限主动土压力

的强度、合力、作用点位置的数值迭代计算方法；从而得到了符合 RB模式特性的非极限主动土压力数值解，

经与模型试验结果及其他解析解对比研究，验证了本文数值解的优越性. 

1    土体内摩擦角与墙体位移的关系

卢坤林等基于卸荷应力路径的三轴试验结果，假定径向应力与径向应变呈双曲线关系，基于土体的非极

限应力状态，导出了符合 T模式特性的土体内摩擦角与墙体位移的函数关系[3]
.一方面，由于 RB模式下土体

的非极限状态随土体深度有异，将其直接应用于 RB模式并不恰当；另一方面，上述推导过程引入了一个关键

参数，即土体的静止土压力系数 K0，该文直接引入 Jaky公式求解有待商榷.研究表明对于摩擦角较大的土体，

Jaky公式计算值将明显低估 K0
[17]；颗粒粒径和密实度同样会对 K0 值产生影响，对于相同粒径的砂土，K0 值随

着砂土相对密实度的增加而逐渐增加，对于相同密实度的砂土，K0 值随着砂土粒径的增大而减小[18]
.鉴于此，
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土体的 K0 值不应采用经验公式估算，而应当采用三轴仪对原状土进行 K0 固结试验确定[19]
.本文考虑到 RB模

式下土体强度发挥的特性，推导了相应非极限土体强度参数的计算公式，具体推导过程如下.

无黏性土的应力 Mohr圆如图 2所示，记大主应力为 σ1，静止状态的小主应力为 σ30，中间状态的小主应

力为 σ3m，极限主动状态的小主应力为 σ3f.  

图 2    应力Mohr圆
Fig. 2    Mohr’s circle for states of stress

 

根据图 2中的几何关系，可以将非极限主动状态下的内摩擦角 ϕm 与极限主动状态下的内摩擦角 ϕ表示为
sin φm =

(σ1−σ3m)/2
(σ1−σ3m)/2+σ3m

=
(σ1−σ30)+ (σ30−σ3m)
(σ1+σ30)− (σ30−σ3m)

,

sin φ =
(σ1−σ3f)/2

(σ1−σ3f)/2+σ3f
=

(σ1−σ30)+ (σ30−σ3f)
(σ1+σ30)− (σ30−σ3f)

.

（1）

假定径向应力与径向应变具有双曲线关系[20]：

σ30−σ3m =
εm

a+bεm
, （2）

式中 εm 为非极限状态下的径向应变，a，b 为与土性有关的参数.

分析式 (2)，当 εm 趋向于无穷时，可得到 σ30−σ3m 的渐近值 (σ30−σ3m)ult，其值为

lim
εm→∞

εm
a+bεm

=
1
b
= (σ30−σ3m)εm→∞ = (σ30−σ3m)ult. （3）

引入破坏比 Rf，将其定义为土体极限主动状态时 σ30−σ3m 与其渐进值 (σ30−σ3m)ult 的比值，即

Rf =
(σ30−σ3m)f

(σ30−σ3m)ult
=

σ30−σ3af

(σ30−σ3m)ult
= b(σ30−σ3f). （4）

Rf 可通过三轴试验测得，对土体进行 K0 固结试验后，继续进行卸荷试验，待径向应力稳定后，可将试验数

据代入式 (5)求得 Rf ：

Rf =

((
εf

σ30−σ3f

)
95%
−

(
εf

σ30−σ3f

)
70%

)
(σ30−σ3f)

(εf)95%− (εf)70%
, （5）

式中 Rf 的取值一般为 0.75~1，若无试验资料可取中间值 0.85进行估算；下标 90%和 75%分别代表 σ30−σ3m
等于 σ30−σ3f 的 95%和 70%时相关的试验数据.

当土体处于极限主动状态时，式 (2)可演变为

σ30−σ3f =
εf

a+bεf
. （6）

联立式 (4)和式 (6)，可以得到 εf 与 Rf 的关系式为

εf =
aRf

b(1−Rf)
. （7）

静止状态下的小主应力 σ30 与大主应力 σ1 应当满足
σ30 = K0σ1. （8）

考虑到 RB模式下内摩擦角的深度特性，定义中间主动状态下墙顶位移与极限主动状态下墙顶位移的比
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值为 η，实际工程设计中可用容许位移值除以墙体的极限位移来确定，对于无黏性土达到主动极限状态所需的

位移一般为 0.3%H~0.5%H.将任意深度处的土体位移对应于径向应变，有 η(1−y/H)=εmy/εfy，相应的可以得到

εmy 的表达式为

εmy =
η(H− y)aRf

bH(1−Rf)
, （9）

式中 H 为挡土墙高度，y 为土体的深度.

联立式 (2)和式 (9)可消去土性参数 a，将 σ30−σ3m 转化为

σ30−σ3m =

η(H− y)aRf

bH(1−Rf)

a+
η(H− y)aRf

H(1−Rf)

=
η(H− y)Rf

bH
(
(1−Rf)+η

(H− y)
H

Rf

). （10）

进一步联立式 (1)中的第 2式和式 (4)消去土性参数 b，可将 σ30−σ3m 转化为

σ30−σ3m =
η(H− y) (((1+K) sinφ− (1−K))σ1)

H(1+ sinφ)
(
1−Rf+η

(H− y)
H

Rf

) . （11）

联立式 (1)中的第 1式、式 (8)和式 (11)可以得到 RB模式下非极限内摩擦角的计算公式：

sinφmy =
[(1−Rf)H+ηRf(H− y)](1+ sinφ)(1−K0)+η(H− y)(1+K0) sinφ−η(H− y)(1−K0)
[(1−Rf)H+ηRf(H− y)](1+ sinφ)(1+K0)−η(H− y)(1+K0) sinφ+η(H− y)(1−K0)

. （12）

本文假定墙土摩擦角随墙体位移的发挥程度与内摩擦角类似，记深度范围内墙土内摩擦角的均值为 δm，

由于挡墙是刚性的，令式 (12)中的 ϕmy=δm，y=H/2，即可得到 δm 的计算公式：

sinδm =
[2(1−Rf)+ηRf](1+ sinδ)(1−K0)+η(1+K0) sinδ−η(1−K0)
[2(1−Rf)+ηRf](1+ sinδ)(1+K0)−η(1+K0) sinδ+η(1−K0)

, （13）

式中 δ为极限状态下的墙土摩擦角，实际计算过程中可取 2ϕ/3.
基于式 (12)绘制了不同墙体位移比下内摩擦角的发挥曲线，如图 3所示.可以看出，仅当墙体位移比为

0时，内摩擦角不随深度改变；当墙体发生位移后，内摩擦角发挥值会随深度改变，这是由于不同深度处土体的

非极限状态不同，内摩擦角的发挥程度也不同，这展现了 RB模式下土体内摩擦角的发挥特性.
  

图 3    内摩擦角随墙体位移比的变化情况

Fig. 3    The variation law for the internal friction angle with the wall displacement ratio
  

2    非极限主动土压力数值解
 

2.1   土拱效应及土体应力分析

土拱效应会引起土体内应力重分布，是土压力呈非线性分布的主要原因[21]，为将土拱效应对主动土压力

的影响量化，通常假定一定形状的拱迹线近似表达土体应力的实际分布情况[22-23]
.研究表明拱迹线的形状对最
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终计算结果的影响较小[24]
.本文为简化计算，假定小主应力拱迹线为圆弧线（图 4），圆心在 O 点，其中土拱半径

为 R，极坐标方程可表示为 ρ(θ)=R，θ为任意值.对于假定的拱迹线，其起点在墙土接触面，终点在圆心 O 与滑

裂面连线的延长线上，大小则由两部分组成：一是大主应力与滑裂面间的夹角，大小为 π/4−ϕ/2，二是滑裂面与

水平线间的夹角，也即滑裂面倾角 βm.故滑裂面处的大主应力转角 θ2m 可由下式确定：

θ2m =
π
4
− φm

2
+βm. （14）

  

图 4    土拱及土体应力分析

Fig. 4    The soil arch and its stress analysis
 

此时，微滑裂体宽度 Lmy 的计算公式应作如下讨论：

1）若采用 Rankine滑裂面（π/4+ϕ/2），θ2m=π/2，Lmy=Rcos θ1m；
2）若采用 Coulomb滑裂面，θ2m<π/2，对应的 Lmy=Rcos θ1m −Rcos θ2m；
3）模型试验结果表明，土体滑裂面倾角大于 Coulomb滑裂面，且大于 Rankine滑裂面[25]，对应的 θ2m>π/2，

Lmy=Rcos θ1m +Rsin(θ2m − π/2).
综合上述三种情况，微滑裂体的宽度 Lmy 可用通式计算：

Lmy = R(cosθ1m− cosθ2m). （15）

σωm σνm微滑裂体水平面上任意点的非极限水平向应力 、非极限竖直向应力 可由下式求得[26]：{
σωm = (cos2θm+Kamsin2θm)σ1m,

σνm = (sin2ψm+Kamcos2ψm)σ1m,
（16）

ψm

[θ1m, θ2m]

1− sinφm/(1+ sinφm)

式中 θm 为墙面与该处非极限小主应力之间的夹角，即 θ1m，由式 (17)确定[27]； 为墙后土拱任意一点的切线

与垂直方向的夹角，即土拱任意一点的非极限大主应力与水平方向的夹角，取值范围为 ；Kam 为非极

限主动土压力系数，大小为 ；

θm =
π
2
− 1

2
arcsin

sinδm
sinφm

+
δm
2

. （17）
 

2.2   主动侧土压力系数的计算

σνm

σ̄νm

土拱效应会使土体内主应力偏转，导致微滑裂体水平面上各点的竖向应力并不相等.对非极限状态下的

非平均竖向应力 积分，然后除以微滑裂体的宽度 Lmy，便可以得到微滑裂体水平面上的非极限平均竖向应

力 .为简化计算，将直角坐标系下的积分转换为极坐标下的积分，此时微圆弧长度为 ρ(ψ)dψ，由图 4中的几
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何关系可以得到相应微滑裂体的微元宽度 dx =Rdψsin ψ，求解过程为

σ̄νm =

w xB

xA
σνmdx

Lmy
=

w θ2m

θ1m
σνmRsinψdψ

R(cosθ1m− cosθ2m)
=

(
(Kam−1)(cos3θ1m− cos3θ2m)

3(cosθ1m− cosθ2m)
+1

)
σ1m. （18）

σωm σ̄νm定义 与 的比值为非极限主动侧土压力系数，即

K1m =
3(cosθ1m− cosθ2m)(cos2θm+Kamsin2θm)

(Kam−1)(cos3θ1m− cos3θ2m)+3(cosθ1m− cosθ2m)
. （19）

 

2.3   层间剪应力摩擦系数的计算

由于 RB模式下土体的非极限状态随深度变化，对应的微滑裂体存在错动势，水平土层间存在较大的剪

应力，但若直接采用滑动摩擦系数 tan ϕm 计算土层间剪应力，则表明土体发生了水平剪切破坏，这显然与实际

情况不符.故本文采用陈奕柏等[15] 提出的系数折减法计算层间剪应力系数，即
K2m = tan(0.9φmy). （20）

 

2.4   主动土压力分层迭代解

σνmi σωmi

τωmi τsmi τωνmi

由于 RB模式下不同深度土体的非极限状态不同，对应的土体参数及滑裂面倾角会随深度改变，此时若

依旧采用先微分再积分的解析方法求解将非常困难.故本文采用数值计算方法，即将土体按某一小步长分层

（图 5），并假定小步长范围内的土体非极限状态一致，通过构建深度范围内主动土压力的数值迭代格式，进而

求解主动土压力问题.定义第 i 层土体的非极限内摩擦角为 ϕmi、非极限墙土摩擦角为 δmi、非极限滑裂面倾角

为 βmi，第 i 层土体所受非极限状态下的竖向平均应力 、墙面处的法向作用力 、墙面处的切向作用力

、滑动面上的切向作用力 及土层间剪应力 为
σωmi = K1miσνmi,
τωmi = σωmi tanδmi,
τsmi = σsmi tanφmi,

τωνmi = K2miσνmi,

（21）

式中 K1mi 为第 i 层土体的非极限主动侧土压力系数，按式 (19)计算；K2mi 为第 i 层土体的层间剪应力系数，按

式 (20)计算.
  

图 5    土体水平条分及受力分析

Fig. 5    The division and stress analysis of horizontal slices in this method
 

对图 5所示的第 i 层水平条分体 ABCD 做静力平衡分析，由水平方向合力为 0可得
σωmi∆y+τωνm(i+1)Li+1+τsmi∆ycot βmi−τωνmiLi−σsmi∆y = 0. （22）

由竖直向合力为零可得
σνmiLi+∆Gi−σνm(i+1)Li+1−τωmi∆y−τsmi∆y−σsmi∆ycot βmi = 0, （23）

∆Gi式中 为第 i 层微滑裂体的自重，Li 为第 i 层微滑裂体的上界面宽度，其值为

∆Gi =
γ(Li+Li+1)∆y

2
, （24）
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Li = (H− i∆y)cot βmi. （25）

σνmi联立式 (8)~(14)可建立竖向应力 的迭代格式：

σνm(i+1) =
σνmi(Liλ1mi−∆yλ2mi)+∆Gi

Li+1λ1m(i+1)
, （26）

式中 λ1mi，λ2mi 为迭代过程中的组合系数，其值为{
λ1mi = 1+K2mi cot(βmi−φmi),
λ2mi = K1mi (tanδmi+ cot(βmi−φmi)).

（27）

非极限主动土压力合力依据式 (28)计算：

Eam =

n∑
i=1

K1miσνmi∆y
cosδm

. （28）

非极限主动土压力对墙踵产生的倾覆力矩由式 (29)计算：

Mam =

n∑
i=1

K1miσνmi∆y
(
H− (2i−1)∆y

2

)
. （29）

非极限主动土压力合力作用点至墙踵的竖向距离由式 (30)计算：

ham =

n∑
i=1

K1miσνmi∆y
(
H− (2i−1)∆y

2

)
n∑

i=1

K1miσνmi∆y

. （30）

∆y

(n = H/∆y)

∆y

至此，式 (25)~ (30)构成了 RB模式下非极限主动土压力的数值迭代格式.迭代过程如下：1）选取步长 ，

将土体分割为等厚度的 n 层 ，依据本文第 2节给出的计算方法，计算每层土体的强度参数.2）假设滑

裂面为一未知的曲面并赋予每层土体滑裂面倾角，通过式 (26)计算该层土体所受的竖向力，然后代入式

(22)和式 (23)验算是否符合静力平衡条件，若不符合，则调整滑裂面倾角直至满足稳定性要求.3）待各层竖向

应力计算完成后，可依据迭代完成的滑裂面倾角绘制滑裂面曲线，并进一步计算主动土压力强度、合力、倾覆

力矩及作用点.为保证数值解的计算精度，同时尽可能地减小计算量，建议步长 取 0.1%H~0.5%H，初始滑裂

面倾角取 π/4+ϕm. 

3    模型试验验证

Fang等[28] 通过模型试验，研究了 RB位移模式下，墙背直立且填土面水平的刚性挡墙后土压力强度、合

力及作用点位置随挡墙位移的变化规律.本文将其模型试验数据、其他学者的解析结果与本文数值解对比，进

而验证本文解的合理性及适用性.

模型箱尺寸为 2.4 m(长)×1.8 m(宽)×1.2 m(高)；填土容重 γ＝15.34 kN/m3；土体高度 H＝1 m；极限填土内

摩擦角 ϕ＝33.4°；极限墙土摩擦角 δ＝2ϕ/3；破坏比 Rf＝0.85；填土表面荷载 q＝0 kN/m；依据图 6(a)中静止土

压力试验数据反演得到 K0＝0.645.图 6~8为步长 0.002 m时本文数值解法的计算结果，由图 6(a)可知，本文

数值解给出的主动土压力分布曲线与模型试验结果相符，呈非线性分布，随位移增加，非线性逐渐增强.图 6(b)
给出 η=2/15时，本文数值解与基于水平层析法解析解[15, 29] 的对比结果，可以看出本文计算方法更为合理，考

虑 RB模式的基本特性及 K0 值影响的结果可以有效提高理论解的计算精度.

与 Fang等一样，本文定义主动土压力合力系数为 Kh，大小等于 2Ea/(γH2)，图 7为本文数值解与模型试验

实测值对 Kh 与作用点位置 (h/H)的对比结果.可以看出，本文解较为准确地估算了主动土压力合力，对于作用

点而言，本文解与试验值还有一定差距，这可能是本文解对层间剪应力估算不准造成的.

现有解析解求解之前均事先假定滑裂面为 Rankine滑裂面或 Coulomb滑裂面，但 Rankine滑裂面在 δ不

等于零时是不成立的，Coulomb破裂面的求解过程也存有争议[30-31]
.本文数值解的优越性在于，不需事先假定

滑裂面，滑裂面可在数值迭代过程中求得.图 8为本文求解过程得到的滑裂面曲线，可以看出 RB模式下土体
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的滑裂面为一近似平面的曲面，在墙体下部小范围内滑裂面宽度大于经典土压力理论假定的滑裂面，墙体上

部较大范围内小于经典土压力理论假定的滑裂面.
  

图 6    土压力分布对比结果：(a) 与模型试验对比结果；(b) 与其他解析解对比结果

Fig. 6    Comparison results of earth pressure distributions: (a) comparison results with model tests; (b) comparison results with other analytical solutions
  

4    结论与展望

1） 本文基于现有的理论基础，推导了 RB模式下土体强度参数与墙体位移的函数关系，之后将墙后土体

按小步长分层，并不事先假定滑裂面，构建了 RB模式下非极限主动土压力的数值计算方法.

2） 本文数值解与模型试验结果及现有解析解的对比发现：RB模式下墙后滑裂面为一曲面；本文数值解

更为精准，可以较为准确地预测主动土压力的分布及大小，仅在预测合力作用点时稍显不足.

3） 本文数值解的求解思路同样可以应用于其他转动变位模式下非极限土压力的求解，不足之处在于目前

层间剪应力的估算并无确切方法，这会导致合力作用点的估算不准确，还需要进一步研究.
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