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连续综合控制系统的状态反馈广义 H2 控制*

孙凤琪

（吉林师范大学 数学与计算机学院，吉林 四平 136000）

 
摘要：  基于 Lyapunov 稳定性理论、矩阵分析法、线性矩阵不等式等方法，对同时带有控制输入和干扰输入的奇异

摄动时变时滞不确定控制系统进行广义 H2 控制研究. 设计一个记忆状态广义 H2 控制器，给出具体设计方法的判定

定理. 并对时滞依赖和时滞独立两种情形下采用新的引理，推出保守性相对更小的稳定性判据. 对所得结论进行线

性化处理，用数值样例验证了该文所得结论的有效性和可行性. 指出在零到奇异摄动上界的整个区间范围内，闭环系

统渐近稳定，扩大了广义 H2 稳定空间，缩小了 L2-L∞的性能指标.通过与相关文献进行稳定态指标对比，展示出该文

所得方法具有一定的优越性和较小的保守性，并且适用于标准和非标准情形.
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State Feedback Generalized H2 Control of Continuous
Integrated Control Systems

SUN Fengqi
（College of Mathematics and Computer, Jilin Normal University, Siping, Jilin 136000, P.R.China）

 
Abstract：Based on the Lyapunov stability theory, the matrix analysis method and the linear matrix inequality method, etc,
the  generalized H2  control  of  singularly  perturbed  uncertain-control  time-varying  delay  systems  with  control  input  and
disturbance input,  was studied.  A memory state generalized H2 controller  was designed,  and the decision theorem for  the
specific design method was given. With a new lemma for delay-dependent and delay-independent cases, the relatively less
conservative  stability  criterion  was  derived.  The  obtained  results  were  linearized,  the  selected  numerical  examples  were
used to verify the effectiveness and feasibility of the derived conclusions. The results show that, the closed-loop system is
asymptotically stable in the whole range from zero to the singular perturbation upper bound, which expands the generalized
H2 stability space and reduces the L2-L∞ performance index. The comparison of the stability state parameter index with the
related  literatures  indicate  that,  the  proposed  method  has  certain  advantages  and  less  conservatism,  and  is  suitable  for
standard and non-standard cases.

Key words：Lyapunov  stability； generalized H2  control； state  feedback  controller； L2-L∞  performance  index； cross  term

definition method

 

引 　　言

将最优控制理论应用于工业过程控制领域，就得到了具有广泛工程背景的线性二次型 (LQG)控制问题，
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H2 H2

L2-L∞ H2

即 控制问题[1-3]
.广义 控制能使一个实际控制系统，在含有不确定性和时变时滞的情况下保持渐近稳定，

并且满足 性能指标要求.以系统的二范数为性能指标的广义 控制理论，可以获得较好的动态、稳态性

能，是现代控制理论的一个重要分支.其源于可运用一套完整的、系统化的方法来探究非线性系统的稳定性以

及控制器设计问题[4-7]，可以切实地处理系统在控制领域内存在的某些不足，已经发展成为解决非线性不确定

系统的一个有力工具.目前已成功应用于通讯、网络控制、工业生产过程及航空航天等社会发展的各个领域.

H2

L2-L∞

H2

H2 H2

H2

H2

近年来，有很多学者对此做过深入研究[5-8]
. 文献 [2，9-10]讨论了时滞神经网络系统广义 滤波器设计问

题，采用线性矩阵不等式技术推导了此类不确定系统的鲁棒 状态反馈控制器存在的充分条件，但所得结

果与时滞大小无关，当应用于小时滞系统时将具有较大的保守性. 文献 [11]研究了一类离散状态半

Markov跳变线性系统的异步广义 控制问题，引入弱无穷小算子、松弛变量给出了等效条件， 并设计了异步

控制器. 但无穷小算子技术的引入带来了计算上复杂度的增加. 文献 [12]主要讨论了连续时间非线性系统的

广义 控制问题，得到了该类非线性系统存在鲁棒 模糊控制器的充分性条件，但时滞的上界选取较大的数

时， 得到的稳定性判据并不适用.文献 [13]研究了一类随机中立型时滞系统的广义 控制，得出了随机中立

型时滞系统广义 控制器的具体构造方法，但系统中并未涉及摄动问题，导致系统含有多个时标时并不适用.

H2

H2

鉴于此，本文将研究一类带有时变时滞奇异摄动连续不确定性的综合控制系统的广义 控制问题，采用

线性矩阵不等式方法，构造适当的 Lyapunov泛函，并结合相关引理，推出 控制器的具体设计方法，并使得闭

环系统在满足一定的性能指标前提下渐近稳定.

E1 D1 E2 D2 F (t) FT(t)F(t)≤I引理 1[14]　对于适当维数的矩阵 ,  ,  ,  ，对称矩阵 Y，不确定性矩阵 满足 ，则

Y+E1F(t)D1+ DT
1 FT(t)ET

1 +E2F(t)D2+ DT
2 FT(t)ET

2 < 0

η > 0 γ > 0的充分必要条件是存在正常数 ,  ，使得

Y+η E1ET
1 +η

−1 DT
1 D1+γ E2ET

2 +γ
−1 DT

2 D2 < 0.

X Y引理 2[14]　若 ,  为向量，则文献 [14]的引理 2.3变为

2XTY≤XTQ−1X+YTQY.

Q1×1 = δ特别地，当 时，则

2XTY≤δ−1XTX+δYTY. 

1    问 题 描 述

考虑如下带有控制输入和干扰输入的连续不确定时变时滞奇异摄动控制系统：
E(ε)ẋ(t) = Ax(t)+ (Ad+ DdF(t)Ed) x(t−d(t))+B1ω(t)+ (B2+GF(t)H)u(t), t > 0,

z(t) = Cx(t)+ Du(t),

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−d,0),

（1）

E(ε) =
[

I 0
0 εI

]
x(t) ∈ Rn ω(t) ∈ Rq u(t) ∈ Rp

z(t) ∈ Rm Dd Ed ∈ Rn × n rank(E) = r < n A Ad ∈ Rn×n B1 ∈ Rn×q B2,G,H ∈ Rn×p

C ∈ Rm×n D ∈ Rm×p d(t)

其中， ， 是系统状态向量， 是干扰输入向量， 是控制输入向量，

是被调输出； ， 是奇异矩阵，并且 ，   ， ， ， ，

， 是常数矩阵，其中 A渐近稳定； 是时变时滞可微函数，满足

0≤d(t)≤τ, ḋ(t)≤µ < 1, （2）

τ µ ϕ(t) F (t) ∈ Ri × j这里 和 是已知实常数； 是连续向量初始值函数； 是范数有界的不确定系统模型参数矩阵，具有

如下范数有界不确定性结构：

FT (t) F (t)≤I. （3）

首先，设计记忆状态反馈控制器为
u(t) = Kx(t)+K1x(t−d(t)), （4）

K,K1其中， 是待定的控制器增益矩阵.将式 (4)代入原系统 (1)，则闭环系统成为
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{
E(ε)ẋ(t) = (Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)x(t)+ (Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2)x(t−d(t))+ B̄1ω(t),
z(t) = C̄x(t)+ D̄x(t−d(t)),

（5）

其中

Ā = A, Ād = Ad, B̄1 = B1, B̄2 = B2K, B̄3 = B2K1, C̄ = C+ DK,

D̄ = DK1, D̄d = Dd, Ēd = Ed, Ḡ = G, H̄1 = HK, H̄2 = HK1.

γ > 0

L2-L∞

针对系统 (1)设计形如式 (4)的状态反馈控制器，对给定的标量 ，设计状态反馈控制器 (4)，使得连续

不确定时变时滞奇异摄动闭环系统 (5)渐近稳定，且满足如下 性能：

sup
ω ∈ L2-0

∥z∥2∞
∥ω∥22

< γ2,

∥ω∥22 =
r ∞

0 ω
T(t)Pω(t)dt ∥z∥2∞ = supl{zT(t)z(t)} P ∈ Rq×q其中 ,  ,  为常数矩阵.

 

H22    广义 控制定理
 

2.1   时滞依赖情形

ε̄ > 0 γ > 0 L2-L∞
Q > 0 M > 0 P > 0 Zi(i = 1, 2, · · · , 5) Zi = ZT

i (i = 1, 2, 3, 4)

定理 1　给定正数 ， ，对满足条件 (2)和 (3)的闭环系统 (5)以及 性能指标，若存在对称正定

矩阵 ， ， ，矩阵 且 ，下列 LMIs条件是可行的：

Z1 > 0, （6）[
Z1+ ε̄ Z3 ε̄ ZT

5
ε̄ Z5 ε̄ Z2

]
> 0, （7）[

Z1+ ε̄ Z3 ε̄ ZT
5

ε̄ Z5 ε̄ Z2+ ε̄
2Z4

]
> 0, （8）


Ω11(0) Ω12(0) Ω13(0)
∗ Ω22(0) Ω23(0)
∗ ∗ Ω33(0)

 < 0, （9）


Ω11(ε̄) Ω12(ε̄) Ω13(ε̄)
∗ Ω22(ε̄) Ω23(ε̄)
∗ ∗ Ω33(ε̄)

 < 0, （10）

[
Z−T(0)E(0) (C̄+ D̄)T

∗ γ2I

]
> 0, （11）

[
Z−T(ε̄)E(ε̄) (C̄+ D̄)T

∗ γ2I

]
> 0, （12）

其中

Ā = A, Ād = Ad, B̄1 = B, B̄2 = B2K, B̄3 = B2K1, C̄ = C+ DK,

D̄ = DK1, D̄d = Dd, Ēd = Ed, Ḡ = G, H̄1 = HK, H̄2 = HK1,

Ω̄11(0) = Z−T(0)(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)+ (Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)TZ−1(0)+
Z−T(0)QZ−1(0)+τ(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)T M(Ā2+ B̄2+ ḠF(t)H̄1),

Ω12(0) = Z−T(0)(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2)+
τ(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)T M(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2),

Ω̄13(0) = Z−T(0)B̄1+τ(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)T MB̄1,

Ω22(0) = −(1−µ)Z−T(0)QZ−1(0)+τ(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+

ḠF(t)H̄2)T M(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2),

Ω23(ε) = τ(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2)T MB̄1, Ω33(ε) = τB̄T
1 MB̄1− P,
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Ω̄11(ε̄) = Z−T(ε̄)( Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)+ (Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)TZ−1(ε̄)+
Z−T(ε̄)QZ−1(ε̄)+τ(Ā2+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)T M(Ā2+ B̄2+ ḠF(t)H̄1),

Ω̄12(ε̄) = Z−T(ε̄)( Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2)+
τ(Ā2+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)T M(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2),

Ω̄13(ε̄) = Z−T(ε̄)B̄1+τ(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)T MB̄1,

Ω̄22(ε̄) = −(1−µ)Z−T(ε̄)QZ−1(ε̄)+τ(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+

ḠF(t)H̄2)T M(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2),

u(t) = Kx(t)+K1x(t−d(t)) H2 H2则 就是系统 (1)的记忆状态反馈广义 控制器，且闭环系统 (5)是广义 稳定的.

ω(t) ≡ 0 V(x(t)) = V1(x(t))+

V2(x(t))+V3(x(t))

证明　首先建立闭环系统 (5)在 时的渐近稳定性.定义一个二次 L-K泛函

，其中

V1(x(t)) = xT(t)Z−T(ε)E(ε)x(t), （13）

V2(x(t)) =
w t

t−d(t)
xT(s)Z−T(ε)QZ−1(ε)x(s)ds, （14）

V3(x(t)) =
w 0

−τ

w t

t−d(t)+θ
(E(ε)ẋ(s))T ME(ε)ẋ(s)dsdθ, （15）

Z(ε) =
[

Z1+εZ3 εZ5
T

Z5 Z2+εZ4

]
Q M QT = Q > 0 MT = M > 0其中 ， ， 为适当维数正定对称矩阵，即 ， .

由矩阵不等式条件 (6) ~ (8)及文献 [14]的引理 4.2，推得

E(ε)Z(ε) = (E(ε)Z(ε))T = ZT(ε)E(ε) > 0,

则
Z−T(ε)E(ε)Z(ε) = Z−T(ε)ZT(ε)E(ε) = E(ε).

故

Z−T(ε)E(ε) = E(ε)Z−1(ε) > 0, ∀ε ∈ (0, ε̄],

V(x(t))则 为正定的 L-K泛函.

根据文献 [14]的引理 4.3，可知矩阵不等式条件 (9)、(10)蕴含下式：
Π11(ε) Π12(ε) Π13(ε)
∗ Π22(ε) Π23(ε)
∗ ∗ Π33(ε)

 < 0, （16）

其中

Π11(ε) = Z−T(ε)( Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)+ (Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)TZ−1(ε)+ Z−T(ε)QZ−1(ε)+
τ(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)T M(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1),

Π12(ε) = Z−T(ε)( Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2)+τ(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)T M(Ād+ D̄dF(t)Ēd+

B̄3+ ḠF(t)H̄2),

Π13(ε) = Z−T(ε)+τ(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)T MB̄1,

Π22(ε) = −(1−µ)Z−T(ε)QZ−1(ε)+τ(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2)T M(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2),

Π23(ε) = τ(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2)T MB̄1, Π33 = τB̄T
1 MB̄1− P.

V(x(t))把 沿着闭环系统 (5)的任意轨迹进行微分得

V̇(x(t)) = V̇1(x(t))+ V̇2(x(t))+ V̇3(x(t)),

其中
V̇1(x(t)) = 2xT(t)Z−T(ε)(Ā2+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)x(t)+

2xT(t)Z−T(ε)(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2)x(t−d(t)),

904 应 用 数 学 和 力 学 2022 年  第 43 卷

 



V̇2(x(t)) =
d
dt

(w t

t−d(t)
xT(s)Z−T(ε)QZ−1(ε)x(s)ds

)
=

xT(t)Z−T(ε)QZ−1(ε)x(t)− (1− ḋ(t))xT(t−d(t))Z−T(ε)QZ−1(ε)x(t−d(t))≤
xT(t)Z−T(ε)QZ−1(ε)x(t)− (1−µ)xT(t−d(t))Z−T(ε)QZ−1(ε)x(t−d(t)).

M > 0 ḋ(t)≤µ < 1由 ， 可知

(1−µ)
w 0

−τ
(E(ε)ẋ(t−d(t)+ θ))T ME(ε)ẋ(t−d(t)+ θ)dθ > 0,

进而

V̇3(x(t))≤τxT(t)(ĀB̄2+ ḠF(t)H̄1)T M(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)x(t)+
τxT(t)( Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)T M(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2)x(t−d(t))+
τxT(t−d(t))(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2)T M(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)x(t)+
τxT(t−d(t))(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2)T M(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+

ḠF(t)H̄2)x(t−d(t)).

所以

V̇(x(t))
∆
=ηT(t) Ξ η(t),

其中

η(t) = [x(t) x(t−d(t))]T,

Ξ =



Z−T(ε)(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)+

(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)TZ−1(ε)+Z−T(ε)QZ−1(ε)+

τ(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)T M(Ā+ B̄2+ḠF(t)H̄1)

Z−T(ε)( Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2)+

τ(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)T×
M(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2)

∗
−(1−µ)Z−T(ε)QZ−1(ε)+τ(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+

ḠF(t)H̄2)T M(Ād+ D̄dF(t)Ēd+

B̄3+ ḠF(t)H̄2)


.

Ξ < 0 ηT(t)Ξη(t) < 0 ω(t) ≡ 0 V̇(x(t)) < 0

∀ε ∈ (0, ε̄]

从式 (16)可知 ，故推出 ，于是在 时， .由 Lyapunov稳定条件可知，闭环

系统 (5)是渐近稳定的， .

L2-L∞ V(x(t)) |t=0 = 0为了建立闭环系统 (5)的 性能准则,假设零初始条件，即 ，构造新的性能指标如下：

J = V(x(t))−
w l

0
ωT(s)Pω(s)ds,

ω(s) ∈ L2(0, ∞] t≥0其中 P为待定的对称正定加权矩阵，则对于任意的非零 及 ，有

J = V(x(t))−V(x(t)) |t=0 −
w t

0
ωT(s)Pω(s)ds =

w t

0
[V̇(x(s))−ωT(s)Pω(s)]ds≤w t

0
η̄T(s)W(ε)η̄(s)ds, （17）

其中

η̄(s) = [ x(s) x(s−d(s)) ω(s) ]T,

W(ε) =


W11(ε) W12(ε) W13(ε)
∗ W22(ε) W23(ε)

∗ ∗ τB̄T
1 MB− P

 , （18）

W11(ε) = Z−T(ε)(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)+ (Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)TZ−1(ε)+ Z−T(ε)QZ−1(ε)+
τ(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)T M(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1),

W12(ε) = Z−T(ε)(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2)+τ(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄2)T M(Ād+

D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄1),

W13(ε) = Z−T(ε)B̄1+τ(Ā+ B̄2+ ḠF(t)H̄1)T MB̄，
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W22(ε) = −(1−µ)Z−T(ε)QZ−1(ε)+τ(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2)T M(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2),

W23(ε) = τ(Ād+ D̄dF(t)Ēd+ B̄3+ ḠF(t)H̄2)T MB̄1.

W(0) < 0 W(ε̄) < 0 W(ε) < 0
∀ε ∈ (0, ε̄]

由条件 (11)和 (12)可知， ， ，则 .由 Lyapunov稳定性理论可知，闭环系统 (5)是渐

近稳定的， .

J≤0因此 ，由式 (13) ~ (15)、(17)可得

V1(x(t)) = xT(t)Z−T(ε)E(ε)x(t)≤V(x(t))−0≤
w t

0
ωT(s)Pω(s)ds. （19）

另一方面，由 Schur补引理可知，式 (9)等价于

(C̄+ D̄)T(C̄+ D̄) < γ2Z−T(0)E(0),

式 (10)等价于

(C̄+ D̄)T(C̄+ D̄) < γ2Z−T(ε̄)E(ε̄).

∀ε ∈ (0, ε̄]由文献 [12]的引理 4.3可知， 有

(C̄+ D̄)T(C̄+ D̄) < γ2Z−T(ε)E(ε). （20）

由式 (19)、(20)可得

zT(t)z(t) = xT(t)(C̄+ D̄)T(C̄+ D̄)x(t) < γ2xT(t)Z−T(ε)E(ε)x(t)≤

γ2
w t

0
ωT(s)Pω(s)ds≤γ2

w ∞
0
ωT(t)Pω(t)dt.

t≥0 ω(t) ∈ L2[0, ∞)对所有的 取最大值，则对于任意的非零 ，有

∥z(t)∥2∞ < γ2 ∥ω(t)∥22 ,

其中

∥z(t)∥2∞ = sup
l
{zT(t)z(t)}.

∥ω(t)∥22 ω(t) ∈ L2[0, ∞) supω ∈ L2-0
∥z∥2∞
∥ω∥22

< γ2上述不等式的两边同时除以 ，并对所有的非零 取最大值，可得 ，定

理得证.

L2-L∞ H2

Z(ε)

定理 1得出了闭环统满足 性能指标的广义 控制器成立的条件，但是控制器的参数是未知的，上式

关于变量 K，K1，M，P，Q 和 是非线性的，进行线性化处理，即得如下定理，具体推证略.

ε̄ > 0 γ > 0 L2-L∞
K̃ K̃1， λ1 > 0 λ2 > 0 Q > 0 M̃ > 0 P > 0 Zi(i = 1, 2, · · · , 5)

Zi = ZT
i (i = 1, 2, 3, 4)

定理 2　给定正数 ， ，对满足条件 (2)和 (3)的闭环系统系统 (5)以及 性能指标 (8)，若存在

适当维数的矩阵 和 正数 ， ，对称正定矩阵 ， ， ，以及矩阵 且

，使得在满足线性矩阵不等式条件 (6) ~ (8)时，下列 LMIs条件是可行的：

Λ11(0) Λ12(0) B1 Λ14(0) K̃THT 0

∗ −(1−µ)Q 0 Λ24(0) K̃1HT Λ26(0)

∗ ∗ −P BT
1 0 0

∗ ∗ ∗ −τ−1 M̃+λ1GGT+λ2 Dd DT
d 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −λ1I 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −λ2I


< 0,



Λ11(ε̄) Λ12(ε̄) B1 Λ14(ε̄) K̃THT 0

∗ −(1−µ)Q 0 Λ24(ε̄) K̃1HT Λ26(ε̄)

∗ ∗ −P BT
1 0 0

∗ ∗ ∗ −τ−1 M̃+λ1GGT+λ2 Dd DT
d 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −λ1I 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −λ2I


< 0,

[
Z−T(0)E(0) (C+ DK+ DK1)T

∗ γ2I

]
> 0,
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[
Z−T(ε̄)E(ε̄) (C+ DK+ DK1)T

∗ γ2I

]
> 0,

其中

Λ11(0) = AZ(0)+B2K̃+ ZT(0)AT+ K̃TBT
2 +Q+λ1GGT+λ2 Dd DT

d ,

Λ12(0) = AdZ(0)+B2K̃1, Λ14(0) = ZT(0)AT+ K̃TBT
2 +λ1GGT+λ2 Dd DT

d ,

Λ24(0) = ZT(0)AT
d + K̃T

1 BT
2 , Λ26(0) = ZT(0)ET

d ,

Λ11(ε̄) = AZ(ε̄)+B2K̃+ ZT(ε̄)AT+ K̃TBT
2 +Q+λ1GGT+λ2 Dd DT

d ,

Λ12(ε̄) = AdZ(ε̄)+B2K̃1, Λ14(ε̄) = ZT(ε̄)AT+ K̃TBT
2 +λ1GGT+λ2 Dd DT

d ,

Λ24(ε̄) = ZT(ε̄)AT
d + K̃T

1 BT
2 , Λ26(ε̄) = ZT(ε̄)ET

d ,

u(t) = Kx(t)+K1x(t−d(t)) K = K̃Z−1(ε) K1 = K̃1Z−1(ε) H2

H2

则 ， 其中 ， ， 为系统 (1)的记忆状态反馈广义 控制器， 且
闭环系统 (5)是广义 稳定的.

d(t)注 1　系统控制器亦可以设计成输出状态反馈控制器，理论推导均与定理 1方法类似，同时 也可以推广到无限时滞情

形，此略.
 

2.2   时滞独立情形

ε̄ > 0 γ > 0 L2-L∞
Q > 0 P > 0 δ1 > 0 δ2 > 0 η1 > 0 η2 > 0 η̃3 > 0 Zi(i = 1, 2, · · · , 5) Zi = ZT

i (i = 1, 2, 3, 4)

定理 3　给定正数 ， ，对满足条件 (2)和 (3)的闭环系统 (5)以及 性能指标，若存在对称正定

矩阵 ， ， 正数 ，  ，  ， ， ， 矩阵 且 ，使得

在满足线性矩阵不等式条件 (9) ~ (11)时，下列 LMIs条件是可行的：

Γ11(0) 0 0 Γ̃14(ε) 0 0 0 I I G Γ1,11(0) Γ̃1,12(ε)
∗ −(1−µ)Q 0 0 Γ25(0) 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ δ2BT
1 B1− P 0 0 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −η1I 0 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −δ̃1I Dd G 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −η2I 0 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −η3I 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δ1I 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δ2I 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −η̃1I 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −η̃2I 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −η̃3I



< 0,



Γ11(ε̄) 0 0 Γ̃14(ε) 0 0 0 I I G Γ1,11(ε̄) Γ̃1,12(ε)
∗ −(1−µ)Q 0 0 Γ25(ε̄) 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ δ2BT
1 B1− P 0 0 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −η1I 0 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −δ̃1I Dd G 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −η2I 0 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −η3I 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δ1I 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δ2I 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −η̃1I 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −η̃2I 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −η̃3I



< 0,
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[
ZT(0)E(0) (C+ DK+ DK1)T

∗ γ2I

]
> 0,

[
ZT(ε̄)E(ε̄) (C+ DK+ DK1)T

∗ γ2I

]
> 0,

其中

Γ11(0) = AZ−1(0)+B2K̃+ Z−T(0)AT+ K̃TBT
2 ,

Γ1,11(0) = Z−T(0)Ed, Γ25(0) = Z−T(0)AT
d + Z−T(0)KT

1 BT
2 ,

Γ1,12(0) = Z−T(ε̄)KT
1 HT,

Γ11(ε̄) = AZ−1(ε̄)+B2K̃+ Z−T(ε̄)AT+ K̃TBT
2 ,

Γ1,11(ε̄) = Z−T(ε̄)Ed, Γ25(ε̄) = Z−T(ε̄)AT
d + Z−T(ε̄)KT

1 BT
2 ,

Γ1,12(ε̄) = Z−T(ε̄)KT
1 HT,

u(t) = Kx(t)+K1x(t−d(t)) K =K̃Z(ε) K1 = K̃1Z(ε) H2

H2

则 ，其中 ， ，为系统 (1)的记忆状态反馈广义 控制器，且闭环系

统 (5)是广义 稳定的.

V(x(t)) = V1(x(t))+V2(x(t))可以定义一个二次 L-K泛函 ，其中

V1(x(t)) = xT(t)Z−T(ε)E(ε)x(t),

V2(x(t)) =
w t

t−d(t)
xT(s)Z−T(ε)QZ−1(ε)x(s)ds,

Q QT = Q > 0其中 为适当维数的正定对称矩阵，即 .

证略.

H2注 2　用类似定理 1的方法可讨论如下系统的广义 控制问题：{E(ε)ẋ(t) = Ax(t)+ (Ad+ DdF(t)Ed)x(t−d(t))+Bu(t), t > 0,
z(t) = Cx(t)+ Du(t), t ∈ [−d, 0).

详略. 

3    算　　例

考虑如下带有控制输入和干扰输入的时变时滞不确定控制系统：{E(ε)ẋ(t) = Ax(t)+ (Ad+ DdF(t)Ed)x(t−d(t))+B1ω(t)+ (B2+GF(t)H)u(t), t > 0,
z(t) = Cx(t)+ Du(t), t ∈ [−d, 0),

其中

E(ε) =
[ 1 0

0 ε

]
, x = [ x1 x2 ]T, d(t) = 0.5, τ = 1, µ = 0.8, A =

[
−0.112 5 −0.02

1 0

]
,

Ad =

[
−0.112 5 −0.005

0 0

]
, Dd =

[
−0.112 5 −0.23

0 0

]
, Ed =

[
−0.112 5 −1.527

1 0

]
,

G = [ 0.2 1 ] , H =
[ 1

0

]
, C = [ 1 0 ] , D =

[ 0.2
1

]
.

x(0) =
[
−1
−1.2

]
ε̄ = 0.35初始条件： ，令 ，由定理 2及 MATLAB工具箱中 LMI工具箱函数，求解 LMIs条件

可得

P =
[

0.104 2 0.695 4
0.695 4 0.105 6

]
, Q =

[
0.289 6 0.003 8
0.003 8 −0.065 0

]
, M =

[
4.069 5 0.011 9
0.011 9 4.067 4

]
, λ1 = 0.520 6,

λ2 = 9.198 0, Z1 = −0.003 9, Z2 = 0.277 8, Z3 = 0.006 3, Z4 = 4.773 8, Z5 = 4.588 6.

γ = 1.5 u(t) = Kx(t)+K1x(t−d(t))给 定 ， 应 用 定 理 2可 得 该 系 统 的 记 忆 状 态 反 馈 控 制 ， 其 中
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K = [−2.252 4 0.023 6] K1 = [0.305 7 0.044 3] γ∗ = 1.126 5， ，求解 LMIs，最优值 完全符合设计要求.

H2

L2-L∞

由表 1知，定理 2所给的控制器存在，并且具有较大的奇异摄动参数上界值 0.35，同时广义 控制区间在

(0，0.35]区间内，大于文献 [12]的 (0，0.3]，扩大了闭环系统的渐近稳定范围，最优 性能指标 1.126 5也相

对更小.验证了本文所得结论的有效性和可行性，得到的控制器比文献 [12]控制效果更具有一定的优越性，并

且适用于标准和非标准情形.
  

表 1    广义 H2 稳定性能指标对比

Table 1    Comparison of generalized H2 stability performance indicators
 

method Kgeneralized H2 control gain matrix  L2-L∞ γ∗optimal   performance index  ε̄perturbation upper bound 

ref. [12]
K1 = [−22.046 7 −14.167 5]

1.325 5 0.3
K2 = [−22.037 6 −12.656 2]

theorem 2
K = [−2.252 4 0.023 6]

1.126 5 0.35
K1 = [0.305 7 0.044 3]

 

4    结　　语

H2

H2

(0, ε̄] H2

1) 本文引入新的广义 性能指标的定义，选取新的依赖于时滞和摄动参数的二次型 Lyapunov泛函. 同
时借助新的引理及交叉项界定方法，对记忆情形推出在时滞依赖和时滞独立两种情况下的系统广义 稳定的

充分性判据， 且在 区间内，扩大了稳定界，使记忆状态反馈广义 控制器具有更小的保守性.

H2 H22) 本文研究了状态反馈广义 控制问题，如何将结论推广到输出反馈广义 控制问题中，还有待进一步

探讨.

H2

H2

3) 若加深理论高度，将连续奇异摄动系统拓展到离散奇异摄动系统，怎样将连续奇异摄动系统广义 控

制理论应用到离散奇异摄动系统中，解决时变时滞离散奇异摄动系统的广义 控制问题，这将是一个极具挑

战的课题.

H2

4) 在推得时滞依赖和时滞独立相关的稳定性结果的过程中，可以对其中的某一变量作进一步的限定，减

小计算量，使过程和结论简单化，这样用较大一点的保守性，换取实际控制系统的简便性，也是一个具有实际

意义的理论方向.因篇幅所限，将继续在今后的学习中予以研究.作为一个新的研究领域，广义 控制理论仍

处于不断改进，不断发展之中[15-18]，在它广泛的工程背景下，无论是理论本身，还是工程的实际应用，都必将会

取得更有意义的成果.
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