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具有梯度源和非局部源的反应扩散方程解的
爆破时刻下界*

沈旭辉

（山西财经大学 应用数学学院，太原 030006）

 
摘要：  对于反应扩散方程解的爆破时刻研究，不仅具有理论意义，而且与安全地控制生产，控制种群密度以及环境

趋化治理等实际问题密切相关.该文考虑了一类具有梯度源和非局部源的反应扩散方程解的爆破时刻下界.首先，假

设区域为高维空间中的具有光滑边界的有界凸区域；其次，通过构造合适的辅助函数，利用一阶微分不等式技术和

Sobolev 不等式，得出解在有限时刻发生爆破时的爆破时刻下界；最后，通过两个应用实例来解释说明文中所获得的

抽象结论.
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Lower Bounds for Blow-Up Time of Reaction-Diffusion Equations With
Gradient Terms and Nonlocal Terms

SHEN Xuhui
（School of Applied Mathematics, Shanxi University of Finance and Economics, Taiyuan 030006, P.R.China）

 
Abstract： The  research  on  the  blow-up  time  of  solutions  to  the  reaction-diffusion  equations  has  much  theoretical
significance.  Moreover,  it  is  closely  related  to  practical  problems  such  as  production  safety  control,  population  density
control and environmental chemotaxis control. The lower bounds for the blow-up time of solutions to a class of reaction-
diffusion  equations  with  gradient  terms  and  nonlocal  terms,  were  considered.  Firstly,  the  region  was  assumed  to  be  a
bounded convex one with smooth boundary in the high-dimensional space. Secondly, through the establishment of suitable
auxiliary functions, and with the 1st-order differential inequality and the Sobolev inequality, the lower bounds for the blow-
up  time  were  derived  for  finite-time  blow-up  occurences.  Finally,  2  application  examples  illustrate  the  abstract  results
obtained with this method.

Key words：reaction-diffusion equation；gradient term；nonlocal term；blow-up time

 

引　　言

在过去的几十年中，由于在物理学、化学、生物学以及其他应用学科中的广泛应用，反应扩散方程解的爆

破现象成为研究的热点.许多学者研究了解的整体存在、有限时刻爆破及解的定性分析等并取得了一系列有
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Ω ⊂ R3 Ω ⊂ Rn (n≥2)

意义的成果 (参见文献 [1-4]).众所周知，当方程的解在有限时刻发生爆破时，对于爆破时刻的估计具有很大的

实际意义.关于爆破时刻的上界已有大量的研究，特别是在文献 [5]中，作者概括性地给出了几种寻找爆破时

刻上界的方法.然而在实际问题中，仅知道爆破时刻的上界是不够的；从安全地控制实际生产的角度来说，爆

破时刻的下界可以给出安全的控制时间，因此研究爆破时刻的下界更加有意义但也更加困难.Payne等在文

献 [6]中首次给出解的爆破时刻的下界.此后，学者们研究解的爆破时刻的下界并取得了丰富的成果[7-12]
.据笔

者所知，目前许多研究解的爆破时刻下界的工作集中在 上.关于在 上，解的爆破时刻下界的

研究不多，而对于具有梯度源及非局部源的反应扩散方程的爆破时刻下界的研究则更少.本文研究了下列具

有梯度源和非局部源的反应扩散方程解的爆破现象：
ut = ∆u+a

w
Ω

updx− |∇u|q, (x, t) ∈ Ω× (0, t∗),

∂u
∂ν
= g(u), (x, t) ∈ ∂Ω× (0, t∗),

u(x,0) = u0(x)≥0, x ∈ Ω̄,

（1）

Rn (n≥2) Ω̄ t∗ R+ = (0,∞)

g(u) ∈C1(Ω̄) u0 ∈C1(Ω̄)

其中 Ω 为 上带有光滑边界的有界凸区域， 为 Ω 的闭包， 为可能发生的爆破时刻.令 ，假

设 a 为正常数， 为非负函数， 为初始值且满足相容性条件.

对于已有的诸多研究，我们主要关注文献 [13-14]中的工作.Song在文献 [13]中研究了下列问题解的爆

破现象： 
ut = ∆u+a

w
Ω

updx− kuq, (x, t) ∈ Ω× (0, t∗),

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, t∗),
u(x,0) = u0(x)≥0, x ∈ Ω̄,

Ω ⊂ R3其中 为带有光滑边界的有界凸区域.通过使用 Sobolev不等式和微分不等式技术，其给出了爆破现象发

生时解的爆破时刻的下界.Marras、Vernier Piro等在文献 [14]中讨论了下列问题解的爆破现象：
ut = ∆u+ k1(t)up− k2(t)|∇u|q, (x, t) ∈ Ω× (0, t∗),
∂u
∂ν
+γu = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, t∗),

u(x,0) = u0(x)≥0, x ∈ Ω̄,

Ω ⊂ Rn (n≥2) Ω ⊂ R3其中区域 为有界光滑凸区域.当 时，作者在合适的假定之下给出解的爆破时刻的下界估计.

+a
w
Ω

updx

−|∇u|q

Ω ⊂ Rn (n≥3) Ω ⊂ R2

受上述文献工作的启发，我们研究了问题 (1)解的爆破现象.首先，问题 (1)的研究具有重要的理论背景和

实际意义，它不仅可以描述一些热力学问题，而且可以用来解释一些生活在特定区域内生物种群密度 (如细

胞、细菌等)的演化问题.对于一个种群而言，物种的密度受种群中个体生长因素的影响，其中个体自身的生长

不仅受其自身周边物种的影响，而且还受到与整个区域内其他物种之间的竞争关系的影响.因此，建立非局部

源 则更加符合实际.其次，对种群密度而言，个体的意外死亡因素也是不可忽视的，从而可以借助梯

度源 来描述物种的意外死亡.有关具有梯度源和非局部源的反应扩散方程读者还可以参考文献 [15-17].
再者，据笔者所知，目前还没有文献针对问题 (1)的爆破时刻下界进行估计.因此在本文中，我们将考虑具有梯

度源和非局部源的反应扩散问题，通过构造合适的辅助函数，利用微分不等式技术和 Sobolev不等式，分别给

出当爆破现象出现时，在 和 上解的爆破时刻下界.

Ω ⊂ Rn (n≥3)

Ω ⊂ R2

本文的结构安排如下：在第 1节中，当 时，我们给出解的爆破时刻下界；在第 2节中，当

时，我们导出解的爆破时刻下界；在第 3节中，我们给出具体的实例应用来解释文中取得的抽象结果；

第 4节对全文进行了总结. 

Ω ⊂ Rn(n≥3)1    在 上解的爆破时刻下界

Ω ⊂ Rn (n≥3)在本节中，我们给出有界凸区域 上问题解的爆破时刻下界.为此我们假设
0 < g(s)≤bsr, r > 1, （2）

p > 1, q > 2其中 b 为正常数.此外，还假设常数 且满足
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2r > p+1. （3）

定义下列辅助函数：

Φ(t) =
w
Ω

uβdx,

其中

β >max
{

2+
2

q−2
, n(r−1)

}
. （4）

此外，我们还将使用下列 Sobolev不等式 (参见文献 [18])：

W1,2(Ω) ↪→ L
2n

n−2 (Ω),
w
Ω

(uβ/2)
2n

n−2 dx≤C
2n

n−2

(w
Ω

uβdx+
w
Ω
|∇uβ/2|2dx

) n
n−2
, （5）

C =C(n,Ω)这里 为依赖于空间维数 n 和区域 Ω 的常数.下面给出本节的主要结论.

定理 1　设 u 是问题 (1)的一个非负经典解，假设条件 (2) ~ (4)成立.如果方程的解 u 在有限时刻爆破，则

有爆破时刻的下界为

t∗≥
w ∞
Φ(0)

dτ

A1+A2τ
1− 2(q−1)
β(q−2) +A3τ

β+2(r−1)
β +A4τ

β−(r−1)(n−2)
β−n(r−1)

,

其中

A1 =
bβn(r−1)|Ω|+aβρ0(2r− p−1)|Ω|2

ρ0(β+2r−2)
, A2 =

(q−2)β
q

(q
2

)− 2
q−2 |Ω|

2(q−1)
β(q−2) , （6）

A3 =C
2n(r−1)
β M, A4 =

β−n(r−1)
β

ε
− n(r−1)
β−n(r−1)

2 C
2n(r−1)
β−n(r−1) M, （7）

ε1 =
ρ0β

bd(β+ r−1)
, ε2 =

2β
n(r−1)

, （8）

M =
bβn(β+ r−1)
ρ0(β+2r−2)

+
bβd(β+ r−1)

2ρ0ε1
+

aβ(β+ p−1)
β+2r−2

|Ω|, （9）

ρ0 =min∂Ω(x · ν) d =maxΩ̄ |x|且 ， .

证明　使用条件 (2)、(4)及散度定理，我们有

Φ′(t) = β
w
Ω

uβ−1utdx = β
w
Ω

uβ−1
(
∆u+a

w
Ω

updx− |∇u|q
)
dx =

β
w
Ω

uβ−1∆udx+aβ
w
Ω

uβ−1dx
w
Ω

updx−β
w
Ω

uβ−1|∇u|qdx =

−β(β−1)
w
Ω

uβ−2|∇u|2dx+β
w
∂Ω

uβ−1g(u)dS +aβ
w
Ω

uβ−1dx
w
Ω

updx−β
w
Ω

uβ−1|∇u|qdx≤

−β(β−1)
w
Ω

uβ−2|∇u|2dx+bβ
w
∂Ω

uβ+r−1dS +aβ
w
Ω

uβ−1dx
w
Ω

updx−β
w
Ω

uβ−1|∇u|qdx. （10）

运用 Hölder不等式推出

w
Ω

uβ−2|∇u|2dx≤
(w
Ω

uβ−1|∇u|qdx
) 2

q
(w
Ω

u
β−1− q

q−2 dx
) q−2

q
=

(q
2

w
Ω

uβ−1|∇u|qdx
) 2

q

(q
2

)− 2
q−2

w
Ω

u
β−1− q

q−2 dx


q−2

q

≤

w
Ω

uβ−1|∇u|qdx+
q−2

q

(q
2

)− 2
q−2

w
Ω

u
β−1− q

q−2 dx, （11）

等价于

−β
w
Ω

uβ−1|∇u|qdx≤
(q−2)β

q

(q
2

)− 2
q−2

w
Ω

u
β−1− q

q−2 dx−β
w
Ω

uβ−2|∇u|2dx. （12）
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将式 (12)代入式 (10)中可得

Φ′(t)≤−β2
w
Ω

uβ−2|∇u|2dx+bβ
w
∂Ω

uβ+r−1dS +aβ
w
Ω

uβ−1dx
w
Ω

updx+
(q−2)β

q

(q
2

)− 2
q−2

w
Ω

u
β−1− q

q−2 dx.（13）

w
Ω

uβ+r−1dS对 运用文献 [19]中的引理，得w
∂Ω

uβ+r−1dS≤
n
ρ0

w
Ω

uβ+r−1dx+
(β+ r−1)d
ρ0

w
Ω

uβ+r−2|∇u|dx. （14）

利用 Hölder不等式和 Young不等式，有
w
Ω

uβ+r−2|∇u|dx≤
(
ε1

w
Ω

uβ−2|∇u|2dx
) 1

2
(
ε−1

1

w
Ω

uβ+2r−2dx
) 1

2
≤
ε1

2

w
Ω

uβ−2|∇u|2dx+
1

2ε1

w
Ω

uβ+2r−2dx, （15）

ε1其中 在式 (8)中给出.将式 (14)、(15)代入式 (13)得

Φ′(t)≤− β
2

2

w
Ω

uβ−2|∇u|2dx+
bnβ
ρ0

w
Ω

uβ+r−1dx+
bβd(β+ r−1)

2ρ0ε1

w
Ω

uβ+2r−2dx+aβ
w
Ω

uβ−1dx
w
Ω

updx+

(q−2)β
q

(q
2

)− 2
q−2

w
Ω

u
β−1− q

q−2 dx = −2
w
Ω
|∇uβ/2|2dx+

bnβ
ρ0

w
Ω

uβ+r−1dx+
bβd(β+ r−1)

2ρ0ε1

w
Ω

uβ+2r−2dx+

aβ
w
Ω

uβ−1dx
w
Ω

updx+
(q−2)β

q

(q
2

)− 2
q−2

w
Ω

u
β−1− q

q−2 dx. （16）

使用条件 (3)、(4), Hölder不等式及 Young不等式，我们有

w
Ω

uβ−1dx
w
Ω

updx≤|Ω|
w
Ω

uβ+p−1dx≤|Ω|
(wΩ uβ+2r−2dx

) β+p−1
β+2r−2 |Ω|

2r−p−1
β+2r−2

≤
β+ p−1
β+2r−2

|Ω|
w
Ω

uβ+2r−2dx+
2r− p−1
β+2r−2

|Ω|2, （17）

w
Ω

u
β−1− q

q−2 dx≤
(w
Ω

uβdx
)1− 2(q−1)
β(q−2) |Ω|

2(q−1)
β(q−2) , （18）

w
Ω

uβ+r−1dx≤
(w
Ω

uβ+2r−2dx
) β+r−1
β+2r−2 |Ω|

r−1
β+2r−2≤

β+ r−1
β+2r−2

w
Ω

uβ+2r−2dx+
r−1
β+2r−2

|Ω|. （19）

联合式 (16) ~ (19)，得到

Φ′(t)≤−2
w
Ω
|∇uβ/2|2dx+

bnβ
ρ0

(
β+ r−1
β+2r−2

w
Ω

uβ+2r−2dx+
r−1
β+2r−2

|Ω|
)
+

bdβ(β+ r−1)
2ρ0ε1

w
Ω

uβ+2r−2dx+

aβ
(
β+ p−1
β+2r−2

|Ω|
w
Ω

uβ+2r−2dx+
2r− p−1
β+2r−2

|Ω|2
)
+
β(q−2)

q

(q
2

)− 2
q−2 |Ω|

2(q−1)
β(q−2)

(w
Ω

uβdx
)1− 2(q−1)
β(q−2)

≤

−2
w
Ω
|∇uβ/2|2dx+A1+A2

(w
Ω

uβdx
)1− 2(q−1)
β(q−2)

+M
w
Ω

uβ+2r−2dx, （20）

A1, A2其中 在式 (6)中给出，M 在式 (9)中给出.

接下来，我们估计式 (20)中的第四项.使用 Sobolev不等式以及 Hölder不等式得到

w
Ω

uβ+2r−2dx≤
(w
Ω

uβdx
) β−(r−1)(n−2)

β

wΩ
(
u
β
2

) 2n
n−2

dx


(r−1)(n−2)

β

≤

(w
Ω

uβdx
) β−(r−1)(n−2)

β
C 2n

n−2

(w
Ω

uβdx+
w
Ω
|∇uβ/2|2dx

) n
n−2


(r−1)(n−2)

β

=

C
2n(r−1)
β

(w
Ω

uβdx
) β−(r−1)(n−2)

β
(w
Ω

uβdx+
w
Ω
|∇uβ/2|2dx

) n(r−1)
β
, （21）
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0 <
(r−1)(n−2)

β
< 1这里由条件 (4)可知 .使用基本不等式

(l1+ l2)i≤li1+ li2, l1, l2 > 0, 0≤i < 1, （22）

我们有

w
Ω

uβ+2r−2dx≤C
2n(r−1)
β

(w
Ω

uβdx
) β+2(r−1)

β
+C

2n(r−1)
β

(w
Ω

uβdx
) β−2(r−1)(n−2)

β
(w
Ω
|∇uβ/2|2dx

) n(r−1)
β
, （23）

0 <
n(r−1)
β

< 1 ö其中 .对于式 (23)右端的第二项，利用 H lder不等式和 Young不等式推出

C
2n(r−1)
β

(w
Ω

uβdx
) β−2(r−1)(n−2)

β
(w
Ω
|∇uβ/2|2dx

) n(r−1)
β
=

C 2n(r−1)
β−n(r−1) ε

− n(r−1)
β−n(r−1)

2

(w
Ω

uβdx
) β−(r−1)(n−2)
β−n(r−1)


β−n(r−1)
β (

ε2

w
Ω
|∇uβ/2|2

) n(r−1)
β
≤

β−n(r−1)
β

ε
− n(r−1)
β−n(r−1)

2 C
2n(r−1)
β−n(r−1)

(w
Ω

uβdx
) β−(r−1)(n−2)
β−n(r−1)

+
n(r−1)
β
ε2

w
Ω
|∇uβ/2|2dx. （24）

将式 (23)、(24)代入式 (21)可得

w
Ω

uβ+2r−2dx≤C
2n(r−1)
β

(w
Ω

uβdx
) β+2(r−1)

β
+
β−n(r−1)
β

ε
− n(r−1)
β−n(r−1)

2 C
2n(r−1)
β−n(r−1)

(w
Ω

uβdx
) β−(r−1)(n−2)
β−n(r−1)

+

n(r−1)
β
ε2

w
Ω
|∇uβ/2|2dx. （25）

联合式 (20)及式 (25)推导出

Φ′(t)≤A1+A2

(w
Ω

uβdx
)1− 2(q−1)
β(q−2)

+MC
2n(r−1)
β

(w
Ω

uβdx
) β+2(r−1)

β
+M
β−n(r−1)
β

ε
− n(r−1)
β−n(r−1)

2 ×

C
2n(r−1)
β−2n(r−1)

(w
Ω

uβdx
) β−(r−1)(n−2)
β−n(r−1)

= A1+A2Φ
1− 2(q−1)
β(q−2) (t)+A3Φ

β+2(r−1)
β (t)+A4Φ

β−(r−1)(n−2)
β−n(r−1) (t). （26）

对式 (26)两边从 0到 t 积分，得

t∗≥
w ∞
Φ(0)

dτ

A1+A2τ
1− 2(q−1)
β(q−2) +A3τ

β+2(r−1)
β +A4τ

β−(r−1)(n−2)
β−n(r−1)

. （27）

□ 

Ω ⊂ R22    在 上解的爆破时刻下界

Ω ⊂ R2本节中，我们在 上给出解的爆破时刻下界.这里仍然假设条件 (2)、(3)成立.定义下列辅助函数：

Ψ (t) =
w
Ω

uαdx,

且

α >max
{

2+
2

q−2
,

2δ(r−1)
δ−2

}
. （28）

n = 2当 时，由于式 (5)中的嵌入定理不再成立，因此我们使用下列嵌入定理：

W1,2(Ω) ↪→ Lδ(Ω), n = 2, δ > 2,

即
w
Ω

(
u
α
2

)δ
dx≤Cδ1

(w
Ω

uαdx+
w
Ω
|∇uα/2|2dx

) δ
2
, （29）

C1 = C̃(n,Ω)其中 为依赖于 n 和 Ω 的常数.主要结论陈述如下.

t∗定理 2　假设 u 为问题 (1)的非负经典解，假设条件 (2)、(3)和式 (28)成立，如果问题的解在有限时刻 发
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生爆破，则有爆破时刻的下界为

t∗≥
w ∞
Ψ (0)

dτ

Ã1+ Ã2τ
1− 2(q−1)
α(q−2) + Ã3τ

1+
(r−1)(2δ−4)
α(δ−2) + Ã4τ

α(δ−2)−4(r−1)
α(δ−2)−2δ(r−1)

,

其中

Ã1 =
2bα(r−1)|Ω|+aρ0α(2r− p−1)|Ω|2

ρ0(α+2r−2)
, Ã2 =

(q−2)α
q

(q
2

)− 2
q−2 |Ω|

2(q−1)
α(q−2) , （30）

Ã3 =C
4δ(r−1)
α(δ−2)

1 M̃, Ã4 =
α(δ−2)−2δ(r−1)

α(δ−2)
C

4δ(r−1)
α(δ−2)−2δ(r−1)
1 ε̃2

− 2δ(r−1)
α(δ−2)−2δ(r−1) M̃, （31）

ε̃1 =
ρ0α

bd(α+ r−1)
, ε̃2 =

α(δ−2)

δ(r−1)M̃
, （32）

M̃ =
2bα(α+ r−1)
ρ0(α+2r−2)

+
bαd(α+ r−1)

2ρ0ε̃1
+

aα(α+ p−1)
α+2r−2

|Ω|. （33）

证明　重复第 1节中式 (10) ~ (15)中的计算过程，我们有

Ψ ′(t)≤−2
w
Ω
|∇uα/2|2dx+ Ã1+ Ã2

(w
Ω

uαdx
)1− 2(q−1)
α(q−2)

+ M̃
w
Ω

uα+2r−2dx, （34）

Ã1, Ã2 M̃
w
Ω

uα+2r−2dx其中 在式 (30)中给出， 在式 (33)中给出.现在，我们估计 的界.由 Sobolev不等式 (29)可知

w
Ω

uα+2r−2dx≤
(w
Ω

uαdx
)1− 4(r−1)
α(δ−2)

(w
Ω

(uα/2)δdx
) 4r−1)
α(δ−2)

≤
(w
Ω

uαdx
)1− 4(r−1)
α(δ−2) ×

Cδ1 (wΩ uαdx+
w
Ω
|∇uα/2|2dx

) δ
2


4(r−1)
α(δ−2)

≤C
4δ(r−1)
α(δ−2)

1

(w
Ω

uαdx
)1− 4(r−1)
α(δ−2)

(w
Ω

uαdx+
w
Ω
|∇uα/2|2dx

) 2δ(r−1)
α(δ−2)

,

（35）

0 <
2δ(r−1)
α(δ−2)

< 1这里由条件 (28)可保证 .再次使用式 (22)，我们将式 (35)改写为

w
Ω

uα+2r−2dx≤C
4δ(r−1)
α(δ−2)

1

(w
Ω

uαdx
)1+

2(r−1)(δ−2)
α(δ−2)

+C
4δ(r−1)
α(δ−2)

1

(w
Ω

uαdx
)1− 4(r−1)
α(δ−2)

(w
Ω
|∇uα/2|2dx

) 2δ(r−1)
α(δ−2)

. （36）

对式 (36)运用 Hölder不等式和 Young不等式，有

C
4δ(r−1)
α(δ−2)

1

(w
Ω

uαdx
)1− 4(r−1)
α(δ−2)

(w
Ω
|∇uα/2|2dx

) δ(r−1)
α(δ−2)

≤

C 4δ(r−1)
α(δ−2)−2δ(r−1)
1 ε̃2

− 2δ(r−1)
α(δ−2)−2δ(r−1)

(w
Ω

uαdx
) α(δ−2)−4(r−1)
α(δ−2)−2δ(r−1)


α(δ−2)−2δ(r−1)
α(δ−2) (

ε̃2

w
Ω
|∇uα/2|2dx

) 2δ(r−1)
α(δ−2)

≤

α(δ−2)−2δ(r−1)
α(δ−2)

C
4δ(r−1)

α(δ−2)−2δ(r−1)
1 ε̃2

− 2δ(r−1)
α(δ−2)−2δ(r−1)

(w
Ω

uαdx
) α(δ−2)−4(r−1)
α(δ−2)−2δ(r−1)

+

2δ(r−1)
α(δ−2)

ε̃2

w
Ω
|∇uα/2|2dx. （37）

将式 (35) ~ (37)代入式 (34)，推出

Ψ ′(t)≤Ã1+ Ã2

(w
Ω

uαdx
)1− 2(q−1)
α(q−2)

+ Ã3

(w
Ω

uαdx
)1+

(r−1)(2δ−4)
α(δ−2)

+ Ã4

(w
Ω

uαdx
) α(δ−2)−4(r−1)
α(δ−2)−2δ(r−1)

=

Ã1+ Ã2Ψ
1− 2(q−1)
α(q−2) (t)+ Ã3Ψ

1+
(r−1)(2δ−4)
α(δ−2) (t)+ Ã4Ψ

α(δ−2)−4(r−1)
α(δ−2)−2δ(r−1) (t). （38）

对式 (38)两边从 0到 t 积分可得

t∗≥
r ∞
Ψ (0)

dτ

Ã1+ Ã2τ
1− 2(q−1)
α(q−2) + Ã3τ

1+
(r−1)(2δ−4)
α(δ−2) + Ã4τ

α(δ−2)−4(r−1)
α(δ−2)−2δ(r−1)

　　 . □
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3    应　　用

在本节中，我们给出具体的实例来论述文中的抽象结论.

u(x, t)例 1　令 为下列问题的非负经典解：
ut = ∆u+

w
Ω

u2dx− |∇u|3, (x, t) ∈ Ω× (0, t∗),

∂u
∂ν
=

1
100

u2, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, t∗),

u(x,0) = 9.999 5×10−2+5×10−4|x|2, x ∈ Ω̄,

Ω =

{
x = (x1, x2, x3)

∣∣∣∣∣|x|2 = x2
1 + x2

2 + x2
3 <

1
100

}
R3 n = 3,β = 5,a = 1,b =

1
100

p = 2,q = 3,r = 2,ρ0 = d =
1

10
, |Ω| = 4π

3 000
u0(x) = 9.999 5×10−2+5×10−4|x|2

C = 7.593 1

ε1 = 83.333 3, ε2 = 2.485 0,M = 1.341 4,A1 = 9.101 3×10−4,A2 = 9.275 5×10−3,A3 = 15.277 8,A4 = 59.963 4

其中 为 中的一个球形区域.此处选取 ,

， .我们容易验证条件 (2) ~ (4)成立.使

用文献 [20]中的定理 2.1和定理 3.2，可计算嵌入常数为 .将上述参数代入式 (6)  ~  (9)可得

.结合定

理 1，可得爆破时刻的下界为

t∗≥
w ∞
Φ(0)

dτ

A1+A2τ
1− 2(q−1)
β(q−2) +A3τ

β+2(r−1)
β +A4τ

β−(r−1)(n−2)
β−n(r−1)

=

w ∞
4.188 6×10−8

dτ

9.101 3×10−4+9.275 5×10−3τ
1
5 +15.277 8τ

7
5 +59.963 4τ2

= 1.544 1,

其中

Φ(0) =
w
Ω

uβ0dx =
w
Ω

(
9.999 5×10−2+5×10−4|x|2

)5
dx = 4.188 6×10−8

.

u(x, t)例 2　令 为下面问题的非负经典解:
ut = ∆u+

w
Ω

u2dx− |∇u|3, (x, t) ∈ Ω× (0, t∗),

∂u
∂ν
=

1
100

u2, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, t∗),

u(x,0) = 9.999 5×10−2+5×10−4|x|2, x ∈ Ω̄,

Ω =

{
x = (x1, x2)

∣∣∣∣∣|x|2 = x2
1 + x2

2 <
1

100

}
R2 δ = 4,α = 5,r = 2, p = 2,q = 3,a = 1,b =

1
100

ρ0 = d =
1

10
|Ω| = π

100
Ã1 = 5.193 0×10−3, Ã2 = 4.649 3×10−2, Ã3 =

2.993 9, Ã4 = 307.583 8, ε̃1 = 83.333 3, ε̃2 = 2.518 9, M̃ = 0.992 5

C1 = 3.974 5

这里 为 中的圆形区域.通过选取 ，

我们计算得到 和 .此外，联合式 (30)  ~ (33)，有

.由文献 [20]中的定理 2.1和定理 3.1可知嵌入常

数 .容易验证定理 2的条件成立，且由定理 2得爆破时刻的下界为

t∗≥
w ∞
Ψ (0)

dτ

Ã1+ Ã2τ
1− 2(q−1)
α(q−2) + Ã3τ

1+
(r−1)(2δ−4)
α(δ−2) + Ã4τ

α(δ−2)−4(r−1)
α(δ−2)−2δ(r−1)

=

w ∞
4.188 6×10−8

dτ

5.193 0×10−3+4.649 3×10−2τ
1
5 +2.993 9τ

7
5 +307.583 8τ3

= 1.585 2,

其中 w
Ω

uα0 dx =
w
Ω

(
9.999 5×10−2+5×10−4|x|2

)5
dx = 4.188 6×10−8

.
 

4    结　　论

Ω ⊂ Rn (n≥3) Ω ⊂ R2

本文通过考虑一类带有非局部源和梯度源的反应扩散问题，通过构造合适的辅助函数，利用微分不等式

技术和 Sobolev嵌入不等式，分别给出了区域 和 上解的爆破时刻下界，并通过实例对结论

进行验证.解决本文的关键是通过构造合适的辅助函数和使用 Sobolev不等式，本文的方法可为此类问题研究

提供一定的借鉴.同时，关于在非线性边界条件下具有非局部源和梯度源的反应扩散问题解的爆破时刻讨论
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仍可开展持续的研究.
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