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摘要：  基于准稳态近似方法，从热平衡角度出发，给出了直角坐标系和圆柱坐标系中恒定热流边界条件下传导型固

液相变传热问题的无量纲近似解.对于直角坐标系情形，得到的改进型准稳态近似解精度高，且解的形式为显式表达

式，相比于已有的隐式近似解更便于直接使用.对于圆柱坐标系的情形，所得到的近似解是目前文献公开报道的唯一

的近似解.此改进型准稳态近似解弥补了传统准稳态近似方法不考虑显热的不足，提高了准稳态近似法的精度，丰富

了固液相变传热问题的求解方法，物理意义明确，可用于实际应用问题的初步分析和计算.
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Improved Quasi-Steady-State Approximation Analysis of
Stefan Problems Under 2nd-Kind Boundary Conditions

YANG Xiaohu，  LI Shaodan，  CHEN Kai
（Science and Technology on Thermal Energy and Power Laboratory, Wuhan Second Ship Design and Research Institute,

Wuhan 430205, P.R.China）

 
Abstract： Improved  quasi-steady-state  approximation  solutions  were  obtained  for  Stefan  problems  under  the  2nd-kind

boundary conditions, both in Cartesian and cylindrical coordinates, based on the traditional quasi-steady state approximation

and  the  1st  law  of  thermodynamics.  For  the  Cartesian  coordinate  condition,  the  solution  has  high  accuracy,  and  is

convenient  for  practical  use  for  its  explicit  form.  For  the  cylindrical  coordinate  solution,  the  presented  approximation

solution  is  the  only  solution  reported  in  the  related  literatures.  The  proposed  improved  solutions  take  sensible  heat  into

consideration  and  greatly  promote  the  accuracy  of  traditional  methods,  and  enrich  the  analysis  methods  for  the  Stefan

problems, with definite physical meaning of a useful reference for quick preliminary calculation of practical problems.
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引　　言

固液相变现象广泛存在于自然界和工业生产当中，如水（冰）的凝固（熔化）、冶金工业、热能（冷量）存储与

利用[1]、电子设备或人体热防护[2] 以及生物医学等领域[3]
.对固液相变传热问题的理论研究始于 19世纪奥地

利物理学家 Stefan对极地冰熔化过程和土壤冻结问题的研究，故又称为 Stefan问题.Stefan问题是两相耦合

的具有移动边界的非线性问题，且一般为瞬态问题，这使得其理论求解十分困难.目前，仅针对少数简单情况

下的 Stefan问题存在解析解，最典型的是 Neumann于 1864年首先给出的直角坐标系半无限大空间第一类边

界条件（恒壁温）下一维 Stefan问题的精确解[4]
.

作为经典 Stefan问题的延伸，当边界条件由第一类边界条件变化为第二类边界条件（恒热流）时，其理论

求解将变得十分复杂[5]
.Evans等[6] 采用 Laplace积分变换，并假定固液界面函数是时间的幂级数的形式，首次

给出了恒热流边界条件下单相 Stefan问题的界面函数解析解表达式.Schiavone等[7] 进一步发展了这一方法并

完整地给出了界面函数和温度分布的表达式.然而，这种幂级数形式的解是无界函数，且必须无限求和才能得

到真正收敛的解，这在实际计算中不太适用.El-Genk等[8] 于 1979年以微分方程的形式给出了这一问题的解

析解，但其不便于直接使用，而且其正确性目前也存在争议.

此外，当求解问题由直角坐标系变换到柱坐标系或球坐标系时，理论求解会变得更加困难.例如，针对工

程中常见的圆柱体内（外）的相变问题，目前还没有获得精确解，实际处理中往往使用数值模拟计算.尽管数值

模拟方法已经很成熟，但是使用起来比较麻烦，而且难以获得通用的无量纲解，不利于实际问题的快速分

析.因此，给出形式简单的通用近似解析解对于实际问题的初步分析十分必要[9-11]
.目前，针对第二类边界条件

下 Stefan问题的近似求解方法很多，主要包括热平衡积分近似法、摄动法、准稳态法等[4]
.热平衡积分法数学

求解过程复杂，特别是在柱坐标下，且对很多问题给出的解是微分方程组的形式，不便于实际使用.摄动法适

用于 Stefan数 Ste 很小的情况，在 Ste 较大时精度较差，因此这两种方法在实际使用时均有所限制[9]
.

准稳态法最早由 Stefan提出，并用于大潜热固液相变问题的近似求解[4]
.Crank[12] 利用这一方法求解了直

角坐标系下边界条件为∂T/∂x=C∂T/∂t（C 为常数）的一维相变扩散问题，并推广到圆柱和球坐标下.Lin等[13] 利

用直角坐标系下的 Neumann精确解对准稳态法进行修正，使其具有更高的精度，并将这一修正方法推广到柱

坐标和球坐标恒壁温边界条件问题的求解.Megerlin利用准稳态近似法求解了恒热流边界条件下直角坐标系

下的熔化问题[4]
.Solomon[14] 对 Megerlin的方法做出了改进，改进方法形式上与 Goodman[15] 提出的积分近似

法一样，只不过不需要满足热平衡条件.上述的所有准稳态近似方法均是从数学角度出发来进行分析求解，通

过假定一个简单形式的温度分布函数并让此函数满足边界条件和 Stefan界面条件，从而获得界面函数和温度

分布的表达式.

总结而言，传统的准稳态近似方法实际上是完全忽略了相变材料显热的影响，在近似假设中只考虑相变

潜热对传热过程的影响，这必然产生一定的误差.此外，针对圆柱坐标系中恒热流边界条件下的固液相变问题

的准稳态近似求解目前还未见文献报道.本文将在准稳态近似方法的基础上，从热平衡角度出发推导给出一

维平板和圆柱体外恒热流熔化问题的近似解，通过这种方法获得的近似解，比单纯利用准稳态法从数学角度

推导出来的近似解具有更高的精度.

本文主要结构如下：首先，简单介绍了经典的一维平板恒壁温熔化问题，并给出适合工程计算用的熔化分

数和无量纲换热拟合关系式.然后，定量分析了准稳态近似法的相对误差，并基于准稳态近似方法，从热平衡

角度出发推导给出恒热流边界下熔化问题的无量纲关系式，并与其他近似解以及数值解进行对比.针对圆柱

体外的熔化问题，本文给出了恒定热流下的改进型准稳态近似解，并与数值解进行对比，最后给出了适合工程

计算使用的无量纲关系曲线图. 

1    数学物理模型
 

1.1   直角坐标系

固液相变问题可分为凝固和熔化两类，其数学描述和求解过程是类似的，本文以熔化过程为例进行说
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明.根据固相区域是否存在温度梯度，熔化问题又可以分为单相熔化问题和两相熔化问题.熔化过程中主要的

热量是以相变潜热的形式被吸收的，因此这里不考虑固相区域初始过冷的情形，而仅分析初始温度为相变温

度的情况，也就是单相熔化问题.

在直角坐标系下，单相熔化问题也就是一维平板的熔化问题，其物理模型见图 1(a）.初始时整个区域均处

于初始温度 Ti（Ti=Tm），Tm 为相变温度.t>0时，边界 x=0处的温度突然升高到 Tw（Tw>Tm）或者给定恒定加热热

流 q′′，熔化过程随即开始，固液界面 s(t)由左向右移动.由于固相区域始终处于相变温度，故不需要求解，这里

仅对液相区域进行求解.如无特殊说明，下文中所有变量和参数均默认为是液相的.假定相变材料的物性参数

保持为恒定值，该问题的数学描述如下.

液相区域传热方程：

∂T
∂t
= α
∂2T
∂x2 , x < s(t), t > 0, （1）

其中，α 是相变材料的热扩散率.

固液界面条件，也称 Stefan条件：

−k
∂T
∂x
= ρ∆H

ds(t)
dt
, x = s(t), t > 0, （2）

T (x, t) = Tm, x = s(t), t > 0, （3）

其中，k，ρ，ΔH 分别是相变材料的热导率、密度和熔化潜热.

边界条件（恒壁温）：
T (x, t) = Tw, x = 0, t > 0； （4）

边界条件（恒热流）：

−k
∂T
∂x
= q′′, x = 0, t > 0； （5）

初始条件：
T (x, t) = Tm, s(t) = 0, 0≤x≤W, t = 0. （6）

  

图 1    传导型固液相变物理模型：（a）平板单相熔化问题；（b）圆柱体外单相熔化问题

Fig. 1    Schematics of single phase Stefan problems: (a) the semi-finite slab; (b) the cylinder

注　为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同.
  

1.2   柱坐标系

类似地，这里结合图 1(b）给出圆柱体外一维单相熔化问题的数学描述.

液相区域传热方程：

∂T
∂t
= α

1
r
∂

∂r

(
r
∂T
∂r

)
, r1≤r < s(t), t > 0； （7）

固液界面条件：
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−k
∂T
∂r
= ρ∆H

ds(t)
dt
, r = s(t), t > 0, （8）

T (r, t) = Tm, r = s(t), t > 0； （9）

边界条件（恒壁温）：
T (r, t) = Tw, r = r1, t > 0； （10）

边界条件（恒热流）：

−k
∂T
∂r
= q′′, r = r1, t > 0； （11）

初始条件：
T (r, t) = Tm, s(t) = 0, r1≤r≤r2, t = 0. （12）

 

2    无量纲解析解
 

2.1   一维平板熔化问题 

2.1.1    恒壁温边界条件

无量纲化是获得具有普适性关系式的重要方法，这里定义问题的主要无量纲参数如下：

X = x/W, τ = Fo = αt/W2, θ = (T −Tm)/(Tw−Tm), S (τ) = s(t)/W, S te = c(Tw−Tm)/∆H. （13）

单相 Stefan熔化问题是仅有的几个有精确解的问题之一，其无量纲化的解的表达式为[2]

θ(X, τ) = 1− ε[X/2(τ)1/2]
ε(λ)

， （14）

S (τ) = 2λ(τ)1/2， （15）

e−λ
2

ε(λ)
=
λ
√
π

S te
， （16）

其中，ε为误差函数；λ是熔化常数，由超越方程式（16）决定.由式（16）可以看出，熔化常数实际上仅仅是 Ste 的
函数，这里将其定义为 λ=f(Ste).

可以看出，对 Stefan问题的数学求解实际上只关心两个变量：界面函数 S 和温度分布 θ.而在实际应用中，

最直接关心的是熔化体积分数 ϕ和换热量.在直角坐标系下，熔化体积分数为
φ = s(t)/W = S (τ). （17）

由式（16）可知

φ = S (τ) = 2λτ1/2 = 2 f (S te)Fo1/2
. （18）

Nu 数常用来表征边界与相变材料之间的无量纲换热强度，其定义为

Nu = − ∂θ
∂X

∣∣∣∣∣
X=0
=

1
√
π ε(λ)

τ−1/2
. （19）

类似地，可以定义

g(S te) =
1

√
π ε(λ)

, （20）

则式（19）可以表示为

Nu = g(S te)Fo−1/2
. （21）

式（18）和（21）给出了表征一维平板单相熔化过程的最主要的无量纲关系式，现在的问题是如何获得

f(Ste)和 g(Ste)的表达式.由于 f(Ste)=λ是由超越方程式（16）决定的，理论上讲是无法获得其解析表达式的.而显

式表达式显然是更便于实际使用的，特别是在参数化设计中.Carslaw等[16] 对误差函数 ε(λ)的级数展开取一

阶近似，得到了 f(Ste)的近似表达式.然而，这一近似表达式仅对小的 Ste（Ste<0.1）成立，当 Ste 较大时，误差较

大.因此，这里通过拟合关系式来获得 f(Ste)和 g(Ste)的表达式.

这里以设备热管理中常用的典型的石蜡相变材料 n-eicosane[17-18] 为例，可计算得其在 50 ℃ 过热壁面温度
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下的 Ste 为 0.47.对于低熔点金属相变材料，其 Ste 一般比同等温差下的石蜡小.对于大多数电子设备热管理问

题，温差一般不会超过 50 ℃.因此，可以认为在这一类问题中 Ste≤0.5，这里仅在此范围内对 f(Ste)和 g(Ste)进
行拟合.

S 0.439 3
te S −0.518 9

te

在 0≤Ste≤0.5范围内，通过求解超越方程式（16），可以得到不同 Ste 值时的 f(Ste)和 g(Ste)值，如图 2所

示.同时，文献 [16]给出的近似表达式曲线也在图 2中给出.可以看到，当 Ste>0.1时，该近似表达式与精确值

开始出现偏差，并且随着 Ste 的增大偏差越来越大.因此，在 Ste≤0.5范围内，这一近似并不适用.这里，利用指

数函数对这些离散的 f(Ste)和 g(Ste)值进行拟合，可以得到：f(Ste)=0.65 7 −0.018 12，g(Ste)=0.626 5  +
0.245 5，其拟合优度值分别为 0.999 9和 1.于是可以得到

φ = (1.314S 0.439 3
te −0.036 24)Fo1/2, （22）

Nu = (0.626 5S −0.518 9
te +0.245 5)Fo−1/2

. （23）
  

图 2    f(Ste)和 g(Ste)拟合曲线

Fig. 2    Fitting curves of  f(Ste) and g(Ste) 

  

图 3    Nu·ϕ随 Ste 的变化

Fig. 3    Variation of Nu·ϕ with Ste 

此外，由式（18）和（21）可以得出，Nu 与 ϕ的乘积仅仅是 Ste 的函数.图 3给出了 Nu·ϕ-Ste 变化曲线，可以看

出 Nu·ϕ≈1.且 Ste 越小时，Nu·ϕ越小且越接近于 1.这一结论实际上可以通过一个简单的假设得到.假定在液相

区域内温度成线性分布，即 θ=1–X/S(τ)，则

Nu = − ∂θ
∂X

∣∣∣∣∣∣
X=0
= − −1

S (τ)
=

1
φ
. （24）
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图 4给出了不同 Ste 下，熔化分数分别为 0.2，0.5和 1时的液相温度分布，并与线性化温度分布对比.可以

看出，Ste 越小，温度越趋近于线性分布.定量地说，在完全融化时刻，线性温度分布假设在 Ste 为 0.5，0.3和

0.1时的最大误差分别为 5.7%，3.5%和 1.2%.这是因为 Ste 是相变过程中，显热值与潜热值的相对大小的度

量.Ste 越小，说明显热相对于潜热而言越小，当小到显热可以忽略时，从壁面传递进来的热量几乎全部被相变

材料潜热吸收，而被液相区域吸收的热量可以忽略，因此整个液相区域的温度梯度几乎是相等的，也就是线性

温度分布.从数学的角度来讲，就是热扩散方程式（1）中左边的瞬态项可以忽略为 0，也就是准稳态近似.
  

图 4    线性化温度分布与精确值的对比

Fig. 4    Comparison of approximation solutions and exact solutions
  

2.1.2    恒热流边界条件

上面提到的线性温度分布假设实际上就是传统的准稳态近似法的思想，针对恒定热流边界条件，对应的

线性温度分布为

T (x, t) =
q′′

k
[s(t)− x]+Tm. （25）

将此温度分布代入 Stefan界面条件式（2）并积分，不难得到
q′′t = ρs(t)∆H. （26）

无量纲化后可以得到
φ = S (τ) = S teFo. （27）

这也就是传统的准稳态法给出的恒热流边界条件下平板单相熔化问题的近似解.需要指出的是，针对恒定热

流情形，特征温差 Tw–Tm 是随时间变化的未知量，因此，Ste 需要重新定义：
S te =Wcq′′/(k∆H). （28）

Nu 数的定义与之前一样，只不过此时已知的量为热流密度 q′′，而特征温差为未知量，即
Nu =Wq′′/(k[Tw(t)−Tm]). （29）

这里在线性温度分布近似的前提下，从热力学第一定律推导出恒热流边界条件下的无量纲熔化分数和换

热量关系式.首先，给出一个粗略的计算，假定液相区域吸收的显热可以忽略，那么，由壁面传导进来的热量全

部转为被相变潜热吸收，则有
q′′t = ρs(t)∆H. （30）

可以看出，这与前面的准稳态近似解式（26）是一致的，也就是说准稳态近似实际上是完全忽略了显热的

影响而只考虑潜热.

基于线性温度分布假设可以得到此时的边界条件为

q′′ = −k
∂T
∂x

∣∣∣∣∣
x=0

= k
Tw(t)−Tm

s(t)
. （31）

将式（31）代入式（29）可以得到
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Nu = 1/φ = (S teFo)−1
. （32）

Nu ·φ = 1这与前面的 是一致的.

式（27）和（32）为恒热流情况下不考虑显热时的无量纲关系式，其中近似显然会带来较大的误差，特别是

在 Ste 较大时.因此，这里提出一种改进方法，也就是在准稳态近似的前提下进一步考虑显热的影响.这里从热

平衡的角度来进行推导，由壁面传导进来的热量转化为相变潜热和显热两部分，即

q′′t = ρs(t)∆H+
w s(t)

0
ρc(T (x, t)−Tm)dx. （33）

将线性温度分布式（25）代入式（33）可以得到

q′′t = ρs(t)∆H+ρcq′′s2(t)/(2k). （34）

无量纲化并求解界面函数 S(τ)可以得到

φ = S (τ) =
(

1
S 2
te
+2Fo

)1/2

− 1
S te

. （35）

Nu ·φ = 1同样，利用 可以得到无量纲换热系数：

Nu = 1/φ = 1
/( 1

S 2
te
+2Fo

)1/2

− 1
S te

. （36）

下面将定量对比这一改进的准稳态近似解与其他近似解的精度，包括 Evans等[6] 给出的无穷级数解，这

里取其前三项：

S = S teFo− 1
2

S 3
teFo2+

5
6

S 5
teFo3

. （37）

Goodman[15] 给出的热平衡积分近似解为

S teS 2+5S +S
√

1+4S teS = 6S teFo. （38）

El-Genk[8] 给出的解为

dS
dτ
= S te

[
1−ε

(
S

2
√
τ

)]
， S |τ=0 = 0. （39）

由于针对这一问题目前还没有公认的解析解，这里给出数值解作为参考.数值解由商业软件 FLUENT求

解获得，数值算法采用经典的焓方法，并且忽略液相区域的自然对流.计算网格和时间步长的选择也经过了无

关性验证.作为数值算法有效性的验证，图 5给出了恒壁温条件下平板单相融化问题的数值解（Ste=0.47），并与

理论解做对比.可以看出两者吻合得非常好，说明数值解具有足够的精确度.下面所有的数值计算将采用同样

的方法.
  

图 5    恒壁温平板单相熔化问题数值解与精确解对比

Fig. 5    Validation of the numerical method

图 6对比了几种不同近似解的精度，分别给出了 Ste 为 0.1，0.3和 0.5时固液界面位置 S 随无量纲时间
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Fo 的变化曲线.以数值计算结果作为精确值的基准参考，定量对比不同近似解在 S 等于 1时对应的 Fo 数的

大小相对于精度值的偏差，见表 1.不难看出，Goodman[15] 的积分近似解与数值计算结果吻合得最好，相对误

差在 1%以内.Evans等[6] 的级数解（取前三项）在 Ste 较大时，误差较大，达到−13.8%.El-Genk等[8] 给出的解在

所有 Ste 情况下都与数值解偏离较多，在 9% ~ 10%之间.传统的不考虑显热的准稳态近似解偏差也较大，在

Ste 从 0.1增加到 0.5时，其计算误差从−3.6%增加到−16.9%.本文提出的改进型准稳态结果与数值解吻合较好，

其精度仅次于 Goodman[15] 的积分近似解，在 Ste 从 0.1增加到 0.5时，其计算误差在 1.2% ~ 3.8%之间.与积分近

似解（式（38））不同的是，本文给出的是界面函数关于 Ste 和 Fo 数的显式表达式，比隐式表达式使用起来更加方便.
  

图 6    几种近似解与数值解的对比

Fig. 6    Comparison of numerical results and approximation results
 

  

表 1    几种近似解误差对比（以 S=1 时的 Fo 作为对比指标）

Table 1    Comparison of different approximate solutions (Fo as the index for S=1)
 

Ste numerical result (as reference) El-Genk et al[8] Goodman[15] Evans et al[6] quasi-steady-state solution present approximation
0.1 10.372 9.0% 1.0% 0.8% −3.6% 1.2%

0.3 3.760 9.9% 0.2% −4.2% −11.4% 1.9%

0.5 2.407 9.9% 0.2% −13.8% −16.9% 3.8%
 
  

2.2   圆柱体外熔化问题 

2.2.1    恒壁温边界条件

对于圆柱体外的单相熔化问题，分析方法与前面基本一样.唯一不同的是，对于圆柱坐标，准稳态近似温

度分布不再是线性分布，而是对数分布.这里，首先简单介绍圆柱体外恒壁温边界条件单相熔化问题的准稳态

近似解.

针对圆柱体外恒壁温单相熔化问题（图 1（b）），重新定义无量纲变量：

R = r/r1, τ = Fo = αt/r1
2, θ = [T (r, t)−Tm]/[Tw−Tm], S (τ) = s(t)/r1, S te = c(Tw−Tm)/∆H. （40）

准稳态近似下的无量纲温度分布为[2]

θ =
T (r, t)−Tm

Tw−Tm
=

ln(R/S (τ))
ln(1/S (τ))

, （41）

其中，界面函数 S=S(τ)由下列超越方程给出：

2S 2 ln(S )−S 2+1 = 4FoS te. （42）
 

2.2.2    恒热流边界条件

基于上一小节中式（41）所述的准稳态温度分布，这里给出恒热流边界条件下的温度分布：

T (r, t) = Tm+ (Tw(t)−Tm)
ln(r/s(t))
ln(r1/s(t))

. （43）

与式（41）不同的是，此时的壁面温度 Tw(t)不再是常数，而是时间的函数，且满足边界条件：
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q′′ = −k
∂T
∂r

∣∣∣∣∣∣
r=r1

= k
Tw(t)−Tm

r1 ln(s(t)/r1)
. （44）

由热力学第一定律可以得到

2πr1q′′t = ρπ(s2− r1
2)∆H+

w s(t)

r1
2πρc[T (r, t)−Tm]rdr. （45）

将式（43）代入式（45），并利用边界条件式（44）可以得到

2πr1q′′t = ρπ(s2− r1
2)∆H+2π ρc

q′′r1

k

[
1
2

r1
2 ln(r1/s)+

1
4

(s2− r1
2)
]
. （46）

针对恒热流边界条件，重新定义无量纲 Ste：
S te = r1cq′′/(k∆H). （47）

结合式（40）定义的无量纲参数，可以将式（46）无量纲化，得到

−S te lnS +
(

1
2

S te+1
)
S 2−

(
1
2

S te+1
)
= 2S teFo. （48）

需要说明的是，不同于直角坐标下 ϕ=S(τ)，圆柱体外的单相熔化问题的熔化分数不能直接用 S(τ)代表.针

对圆柱外的熔化问题，如图 1（b）所示，熔化区域限定在 [r1,r2]内，定义 γ=r2/r1，则熔化体积分数与无量纲界面

函数的关系为

φ =
π(s2− r1

2)
π(r2

2− r1
2)
=

S 2−1
γ2−1

, S≤γ. （49）

图 7将式（48）与数值解进行对比，可以看出，改进型准稳态近似解与数值解十分接近，Ste 越小，近似解与

数值解的相对误差越小.由于式（48）是关于 S 的超越方程，无法获得解析解，这里以曲线图的形式给出其在不

同 Ste 下随无量纲时间 Fo 数变化的曲线，以供实际计算参考，如图 8.具体使用时，由外径内径比确定最大的

Smax=γ，并在在图上画水平线，与相应的 Ste 的曲线相交，该交点对应的横坐标即为完全熔化时间，对应的曲线

即为熔化曲线，如图 7中红色曲线（γ=2，Ste=0.3）对应的界面函数为图 8中的红色曲线部分. 

3    结　　论

针对第二类边界条件下固液相变传热问题，目前没有精确的解析解，传统的准稳态近似解由于在近似假

设中无法考虑相变材料显热，而导致其在 Ste 较大时出现明显偏差.本文以准稳态近似法为基础，从热平衡角

度出发，给出了直角坐标系和圆柱坐标系中恒定热流边界条件下传导型固液相变传热问题的无量纲近似解，

弥补了传统准稳态近似方法无法考虑显热的不足，提高了准稳态近似法的精度.针对直角坐标系第二类边界

 

 
图 7    改进型准稳态近似解与数值解的对比

Fig. 7    Comparison of the improved approximation solutions and numerical

results
 

 

 
图 8    改进型准稳态近似解

Fig. 8    Improved quasi-steady-state approximation solutions
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Nu = 1/φ = 1
/( 1

S 2
te
+2Fo

)1/2

− 1
S te


−S te lnS +

(
1
2

S te+1
)
S 2−

(
1
2

S te+1
)
= 2S teFo

条件下一维平板单相熔化问题，其无量纲近似解为 ；针对圆柱坐标系第二类

边界条件下一维圆柱单相熔化问题，其无量纲近似解为 .本文得到

的近似解也可用于实际应用问题的快速初步分析.
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