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摘要：　 研究了一类具有非线性发生率的离散扩散时滞 ＳＩＲ 模型的临界行波解的存在性．在人口总数非恒定的条件

下，首先，应用上下解法与 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理证明了解在有限闭区间上的存在性；其次，通过极限讨论了临界行

波解在整个实数域上存在；最后，通过反证法与波动引理得到了行波解在无穷远处的渐近行为．

关　 键　 词：　 离散扩散 ＳＩＲ 模型；　 行波解；　 非线性发生率；　 时滞

中图分类号：　 Ｏ３５７．４１　 　 　 文献标志码：　 Ａ　 　 　 ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４２０１１１

Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ Ｃｒｉｔｉｃａｌ Ｔｒａｖｅｌｉｎｇ Ｗａｖｅ Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ
Ｃｌａｓｓ ｏｆ Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ＳＩＲ Ｍｏｄｅｌｓ Ｗｉｔｈ

Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｉｍｅ Ｄｅｌａｙ

ＺＨＡＮＧ Ｘｉａｏｙａｎ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ， Ｘｉｄｉａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｘｉ’ａｎ ７１００７１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｔｒａｖｅｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ＳＩＲ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ａｎｄ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ ｗｅｒｅ ｓｔｕｄｉｅｄ． Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｉｓ ｎｏｔ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ，
ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ａｎｄ ｌｏｗｅｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ Ｓｃｈａｕｄｅｒ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ｔｈｅｏｒｅｍ ｗｅｒｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ
ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｎ ａ ｆｉｎｉｔｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ． Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｔｒａｖｅｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗａｓ ｐｒｏｖｅｄ ｏｎ
ｔｈｅ ｒｅａｌ ｎｕｍｂｅｒ ｆｉｅｌｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｌｉｍｉｔ ａｒｇｕｍｅｎｔｓ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎ ｌｅｍｍａ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｂｙ ｃｏｎｔｒａｄｉｃ⁃
ｔｉｏｎ， ｔｈｅ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｔｒａｖｅｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ＳＩＲ ｍｏｄｅｌ； ｔｒａｖｅｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ； ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ； ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ

引　 　 言

近年来，反应扩散方程已被广泛用于描述流行病学中的多种现象［１］，其中 ｃ ＞ ｃ∗ 时行波解的存在性以

及 ｃ ＜ ｃ∗ 时行波解的不存性问题已有许多研究结果．例如，Ｂａｉ 和 Ｗｕ［２］研究了具有一般非线性发生率的时

滞 ＳＩＲ 模型行波解的存在性以及不存在性条件；Ｗａｎｇ 等［３］ 考虑了具有标准发生率的 ＳＩＲ 模型，之后 Ｗａｎｇ
等［４］将他们的方法和结果扩展到了三维 Ｋｅｒｍａｃｋ⁃ＭｃＫｅｎｄｒｉｃｋ ＳＩＲ 模型，并研究了 ｃ ＞ ｃ∗ 时行波解的存在性
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以及 ｃ ＜ ｃ∗ 时行波解的不存性．但关于研究临界波，即波速等于最小波速的行波解的存在性工作相对较少．
２０１６ 年， Ｆｕ 等［５］提出了一类由格点动力系统描述的离散扩散 ＳＩＲ 模型：

　 　

ｄ
ｄｔ

Ｓｎ（ ｔ） ＝ ｄ［Ｓｎ＋１（ ｔ） ＋ Ｓｎ－１（ ｔ） － ２Ｓｎ（ ｔ）］ － βＳｎ（ ｔ） Ｉｎ（ ｔ），

ｄ
ｄｔ

Ｉｎ（ ｔ） ＝ ［ Ｉｎ＋１（ ｔ） ＋ Ｉｎ－１（ ｔ） － ２Ｉｎ（ ｔ）］ ＋ βＳｎ（ ｔ） Ｉｎ（ ｔ） － γＩｎ（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１）

在文献［５］中，Ｆｕ 等通过应用单调迭代定理、Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理以及极限的思想证明了 ｃ ＞ ｃ∗ 时系统（１）
行波解的存在性，并通过一些理论分析证明了 ｃ ＜ ｃ∗ 时行波解的不存在性．但是他们并未解决行波解的有界

性以及临界行波解的存在性问题．受文献［６］的启发，Ｗｕ［７］ 在 Ｆｕ 等［５］ 的研究基础上，通过讨论系统（１）中 Ｉ
的有界性再结合极限法得到了 ｃ ＝ ｃ∗ 时系统（１）行波解的存在性．此后，Ｙａｎｇ 等［８］利用文献［７］中的方法，研
究了以下模型临界行波解的存在性：

　 　

∂
∂ｔ

Ｓ（ｘ，ｔ） ＝ ｄ１（Ｊ∗Ｓ（ｘ，ｔ） － Ｓ（ｘ，ｔ）） － βＳ（ｘ，ｔ） Ｉ（ｘ，ｔ），

∂
∂ｔ

Ｉ（ｘ，ｔ） ＝ ｄ２（Ｊ∗Ｉ（ｘ，ｔ） － Ｉ（ｘ，ｔ）） ＋ βＳ（ｘ，ｔ） Ｉ（ｘ，ｔ） － γＩ（ｘ，ｔ） ．
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（２）

考虑到总人口数非恒定的情况，Ｓｈｕ 等［９］研究了具有一般非线性发生率的三维 ＳＩＲ 模型：

　 　

∂
∂ｔ

Ｓ（ｘ，ｔ） ＝ ｄ１ΔＳ（ｘ，ｔ） － φ（Ｓ（ｘ，ｔ），Ｉ（ｘ，ｔ），Ｒ（ｘ，ｔ）），

∂
∂ｔ

Ｉ（ｘ，ｔ） ＝ ｄ２ΔＩ（ｘ，ｔ） ＋ φ（Ｓ（ｘ，ｔ），Ｉ（ｘ，ｔ），Ｒ（ｘ，ｔ）） － （γ ＋ δ） Ｉ（ｘ，ｔ），

∂
∂ｔ

Ｒ（ｘ，ｔ） ＝ ｄ３ΔＲ（ｘ，ｔ） ＋ γＩ（ｘ，ｔ） ．
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（３）

Ｓｈｕ 等［９］通过在加权函数空间中构造凸集并应用 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理，证明了系统（３）超临界行波解的存

在性，并利用反证法与双边 Ｌａｐｌａｃｅ 变换法证明了 Ｒ０ ＜ １ 或 ｃ ＜ ｃ∗ 时行波解的不存在性．但对于 ｃ ＝ ｃ∗ 时行

波解的存在性问题尚未讨论．
然而，并不是所有疾病的传播过程都可以用 Ｌａｐｌａｃｅ 算子来描述．如果将一个城市或城镇表示成一个斑

块，那么感染者在各斑块之间的迁移将致使疾病在各斑块之间传播，由此得到空间离散的斑块模型，其相关

研究可参看文献［１０⁃１４］．考虑到疾病通常需要一段时间才能感染其他人群．综合上述情况，本文研究了一类

具有非线性发生率的三维离散扩散时滞 ＳＩＲ 模型：

　 　

ｄ
ｄｔ

Ｓｎ（ ｔ） ＝ ｄ１［Ｓｎ＋１（ ｔ） ＋ Ｓｎ－１（ ｔ） － ２Ｓｎ（ ｔ）］ － ｆ（Ｓｎ（ ｔ），Ｉｎ（ ｔ － τ），Ｒｎ（ ｔ）），

ｄ
ｄｔ

Ｉｎ（ ｔ） ＝ ｄ２［ Ｉｎ＋１（ ｔ） ＋ Ｉｎ－１（ ｔ） － ２Ｉｎ（ ｔ）］ ＋ ｆ（Ｓｎ（ ｔ），Ｉｎ（ ｔ － τ），Ｒｎ（ ｔ）） － （γ ＋ δ） Ｉｎ（ ｔ），

ｄ
ｄｔ

Ｒｎ（ ｔ） ＝ ｄ３［Ｒｎ＋１（ ｔ） ＋ Ｒｎ－１（ ｔ） － ２Ｒｎ（ ｔ）］ ＋ γＩｎ（ ｔ），
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（４）

其中 Ｓｎ（ ｔ），Ｉｎ（ ｔ），Ｒｎ（ ｔ） 分别表示易感者、感染者和康复者在位置 ｎ和时间 ｔ处的人口密度； ｄｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 表

示三种人群的扩散系数； γ表示感染者的康复率； δ表示由疾病导致的死亡率．非线性发生率 ｆ（Ｓ，Ｉ，Ｒ） 满足：
（Ａ１） ｆ（Ｓ，Ｉ，Ｒ） 关于变量 （Ｓ，Ｉ，Ｒ） 连续可微，且关于变量 Ｓ，Ｉ 是非减的，关于变量 Ｒ 是非增的．
（Ａ２） ｆ（Ｓ，Ｉ，Ｒ） ／ Ｉ ≤ ∂Ｉ ｆ（Ｓ，０，０）；ｆ（Ｓ，Ｉ，Ｒ） ＝ ０ 当且仅当 ＳＩ ＝ ０．
本文研究了系统（４）在 ｃ ＝ ｃ∗ 时行波解的存在性及其在无穷远处的渐近行为．首先，应用上下解法与

Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理证明了解在任意截断闭区间上的存在性；其次，通过极限讨论得到行波解在整个实数域

上存在；最后，利用反证法与波动引理［１５］得到了临界行波解在无穷远处的渐近行为．
需要指出的是，由于文献［７］中使用的极限方法很大程度上取决于系统（１）中的双线性发生率和文献

［１６］中的格微分系统单调动力学理论，而系统（４）具有时滞非线性函数，该理论和方法不适用于系统（４）．受
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文献［１７］的启发，我们发现可以利用上下解法与 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理来研究临界行波解的存在性，并可以

推广到三维离散扩散 ＳＩＲ 模型．
本文的结构如下：首先，应用上下解法与 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理构造了一类截断问题的解；之后，应用极

限的思想得到了 ｃ ＝ ｃ∗ 时行波解在ＲＲ 上的存在性；然后，通过一些理论分析得到了行波解的正性与渐近行

为；最后，对全文进行了总结．

１　 准 备 知 识

本文研究具有如下形式的行波解：
　 　 （Ｓｎ，Ｉｎ，Ｒｎ）（ ｔ） ＝ （Ｓ，Ｉ，Ｒ）（ξ），　 　 ξ ＝ ｎ ＋ ｃｔ，

满足系统

　 　
ｃＳ′（ξ） ＝ ｄ１［Ｓ（ξ ＋ １） ＋ Ｓ（ξ － １） － ２Ｓ（ξ）］ － βｆ（Ｓ（ξ），Ｉ（ξ － ｃτ），Ｒ（ξ）），
ｃＩ′（ξ） ＝ ｄ２［ Ｉ（ξ ＋ １） ＋ Ｉ（ξ － １） － ２Ｉ（ξ）］ ＋ βｆ（Ｓ（ξ），Ｉ（ξ － ｃτ），Ｒ（ξ）） － （γ ＋ δ） Ｉ（ξ），
ｃＲ′（ξ） ＝ ｄ３［Ｒ（ξ ＋ １） ＋ Ｒ（ξ － １） － ２Ｒ（ξ）］ ＋ γＩ（ξ），

ì
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ïï

（５）

以及渐近边界条件

　 　 Ｓ（ － ∞） ＝ Ｓ０， Ｉ（ － ∞） ＝ ０， Ｒ（ － ∞） ＝ ０，

　 　 Ｓ（ ＋ ∞） ＝ Ｓ１， Ｉ（ ＋ ∞） ＝ ０， Ｒ（ ＋ ∞） ＝
γ（Ｓ０ － Ｓ１）

γ ＋ δ
．

对系统（５）的第二个方程在 （Ｓ０，０，０） 处线性化，并取 Ｉ（ξ） ＝ ｅλξ， 得

　 　 ｃλ ＝ ｄ２（ｅλ ＋ ｅ －λ － ２） ＋ β∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０）ｅ
－ｃτλ － （γ ＋ δ） ． （６）

与文献［１８］中的引理 ２．１ 和引理 ２．２ 相似，给出以下两个引理．
引理 １　 令

　 　 Ω（λ，ｃ） ＝ ｄ２（ｅλ ＋ ｅ －λ － ２） － ｃλ ＋ β∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０）ｅ
－ｃτλ － （γ ＋ δ） ． （７）

假设 β∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０） ＞ γ ＋ δ， 那么存在两个常数 ｃ∗ ＞ ０ 以及 λ∗ ＞ ０， 使得

　 　 Ω（λ∗，ｃ∗） ＝ Ωλ（λ∗，ｃ∗） ＝ ０．
引理 ２　 令

　 　 Φ（λ，ｃ） ＝ ｃλ － ｄ３（ｅλ ＋ ｅ －λ － ２）， （８）
则对任意 ｃ ＞ ０， 存在常数 λ ＞ ０ 使得 λ ∈ （０，λ） 时，有 Φ（λ，ｃ） ＞ ０．

２　 临界行波解

为了便于分析，下面固定 β∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０） ＞ γ ＋ δ，ｃ ＝ ｃ∗ ．
２．１　 构造上下解

定义函数

　 　 Ｓ
－
（ξ） Ｓ０， Ｉ

－
（ξ） － Ｍξｅλ∗ξ， Ｒ

－
（ξ） Ｋｅ􀆠２ξ，

　 　 Ｓ
－
（ξ） ｍａｘ { Ｓ０（１ － Ｍ１ｅ􀆠１ξ），０ } ， Ｉ

－
（ξ） ｍａｘ { ［ － Ｍξ － Ｍ２（ － ξ） １ ／ ２］ｅλ∗ξ，０ } ， Ｒ

－
（ξ） ０，

其中 λ∗ 由引理 １ 给定．ξ１ ＝ 􀆠 －１
１ ｌｎ Ｍ －１

１ ，ξ２ ＝ － Ｍ２
２Ｍ

－２ ．取合适的 Ｋ ＞ ０，􀆠２ ∈ （０，ｍｉｎ { λ，λ∗ } ） 使得

　 　 － γＭ
Ｋ

ξｅ（λ∗－􀆠２）ξ － Φ（􀆠２，ｃ∗） ≤ ０，　 　 ξ ∈ ＲＲ ，

以及足够大的 Ｍ１ ＞ ０ 和足够小的 􀆠１ ＞ ０， 使得 ξ ＜ ξ１ 时，
　 　 ｄ１Ｍ１Ｓ０（２ － ｅ􀆠１ － ｅ －􀆠１） ＋ ｃ∗􀆠１Ｍ１Ｓ０ ＋ βＭ（ξ － ｃ∗τ）∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０）ｅ（λ∗－􀆠１）ξ－λ∗ｃ∗τ ≥ ０．

定义

　 　 Ｄ［ｕ］（ξ） ｕ（ξ ＋ １） ＋ ｕ（ξ － １） － ２ｕ（ξ） ．

引理 ３　 对任意给定足够小的 􀆠１ ＞ ０，􀆠２ ＞ ０ 以及足够大的 Ｍ１ ＞ ０，Ｍ２ ＞ ０， 函数 Ｓ
－
（ξ），Ｓ

－
（ξ），Ｉ

－
（ξ），
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Ｉ
－
（ξ），Ｒ

－
（ξ），Ｒ

－
（ξ） 满足

　 　 ｄ１Ｄ［Ｓ
－
］（ξ） － ｃ∗Ｓ

－
′（ξ） － βｆ（Ｓ

－
（ξ），Ｉ

－
（ξ － ｃ∗τ），Ｒ

－
（ξ）） ≤ ０，　 　 ξ ∈ ＲＲ ， （９）

　 　 ｄ２Ｄ［ Ｉ
－
］（ξ） － ｃ∗ Ｉ

－
′（ξ） ＋ βｆ（Ｓ

－
（ξ），Ｉ

－
（ξ － ｃ∗τ），Ｒ

－
（ξ）） － （γ ＋ δ） Ｉ

－
（ξ） ≤ ０，　 　 ξ ∈ ＲＲ ， （１０）

　 　 ｄ３Ｄ［Ｒ
－
］（ξ） － ｃ∗Ｒ

－
′（ξ） ＋ γＩ

－
（ξ） ≤ ０，　 　 ξ ∈ ＲＲ ， （１１）

　 　 ｄ１Ｄ［Ｓ
－
］（ξ） － ｃ∗Ｓ

－
′（ξ） － βｆ（Ｓ

－
（ξ），Ｉ

－
（ξ － ｃ∗τ），Ｒ

－
（ξ）） ≥ ０，　 　 ξ ≠ ξ１， （１２）

　 　 ｄ２Ｄ［ Ｉ
－
］（ξ） － ｃ∗ Ｉ

－
′（ξ） ＋ βｆ（Ｓ

－
（ξ），Ｉ

－
（ξ － ｃ∗τ），Ｒ

－
（ξ）） － （γ ＋ δ） Ｉ

－
（ξ） ≥ ０，　 　 ξ ≠ ξ２， （１３）

　 　 ｄ３Ｄ［Ｒ
－
］（ξ） － ｃ∗Ｒ

－
′（ξ） ＋ γＩ

－
（ξ） ≥ ０，　 　 ξ ∈ ＲＲ ． （１４）

证明　 式（９）和（１４）显然成立．接下来分四步证明该引理．

Ｓｔｅｐ １　 对任意的 ξ ∈ ＲＲ ， 有 Ｉ
－
（ξ） ＝ － Ｍξｅλ∗ξ，Ｉ

－
（ξ － １） ＝ － Ｍ（ξ － １）ｅλ∗（ξ－１），Ｉ

－
（ξ － ｃ∗τ） ＝ － Ｍ（ξ －

ｃ∗τ）ｅλ∗（ξ－ｃ∗τ），Ｉ
－
（ξ ＋ １） ≤－ Ｍ（ξ ＋ １）ｅλ∗（ξ＋１） ．由引理 １ 得

　 　 ｄ２Ｄ［ Ｉ
－
］（ξ） － ｃ∗ Ｉ

－
′（ξ） ＋ βｆ（Ｓ

－
（ξ），Ｉ

－
（ξ － ｃ∗τ），Ｒ

－
（ξ）） － （γ ＋ δ） Ｉ

－
（ξ） ≤

　 　 　 　 － Ｍξｅλ∗ξΩ（λ∗，ｃ∗） － Ｍｅλ∗ξΩλ（λ∗，ｃ∗） ＝ ０．

Ｓｔｅｐ ２　 由 Ｉ
－
（ξ），Ｒ

－
（ξ） 的定义以及引理 ２ 知，对任意的 ξ ∈ ＲＲ 有

　 　 ｄ３Ｄ［Ｒ
－
］（ξ） － ｃ∗Ｒ

－
′（ξ） ＋ γＩ

－
（ξ） ≤ Ｋｅ􀆠２ξ － γＭ

Ｋ
ξｅ（λ∗－􀆠２）ξ － Φ（􀆠２，ｃ∗）é

ë
êê

ù

û
úú ≤ ０．

Ｓｔｅｐ ３　 ξ ＞ ξ１ 时，Ｓ
－
（ξ） ＝ ０， 不等式（１２）显然成立．下证 ξ ＜ ξ１ 时的情况．取足够小的 􀆠１ ∈ （０，λ∗） 以

及足够大的 Ｍ１ ＞ ０， 根据 Ｓ
－
（ξ），Ｉ

－
（ξ），Ｒ

－
（ξ） 的定义得

　 　 ｄ１Ｄ［Ｓ
－
］（ξ） － ｃ∗Ｓ

－
′（ξ） － βｆ（Ｓ

－
（ξ），Ｉ

－
（ξ － ｃ∗τ），Ｒ

－
（ξ）） ≥

　 　 　 　 ｅ􀆠１ξ［ｄ１Ｍ１Ｓ０（２ － ｅ􀆠１ － ｅ －􀆠１） ＋ ｃ∗􀆠１Ｍ１Ｓ０ ＋ βＭ（ξ － ｃ∗τ）∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０）ｅ（λ∗－􀆠１）ξ－λ∗ｃ∗τ］ ≥ ０．
Ｓｔｅｐ ４　 ξ ＞ ξ２ 时，不等式（１３）显然成立．接下来考虑 ξ ＜ ξ２ 的情况．取足够大的 Ｍ２ ＞ １ 和足够小的 􀆠１

∈ （０，􀆠２） 使得 ξ２ ＜ ξ１ ＜ ０， 由 Ｔａｙｌｏｒ 定理得

　 　 （ － ξ ＋ １） １ ／ ２ ≤ （ － ξ） １ ／ ２ ＋ １
２
（ － ξ） －１ ／ ２， （ － ξ － １） １ ／ ２ ≤ （ － ξ） １ ／ ２ － １

２
（ － ξ） －１ ／ ２，

　 　 （ － ξ ＋ ｃ∗τ） １ ／ ２ ≤ （ － ξ） １ ／ ２ ＋ ｃ∗τ
２

（ － ξ） －１ ／ ２ － （ｃ∗τ） ２

８
（ － ξ） －３ ／ ２ ＋ （ｃ∗τ） ３

１６
（ － ξ） －５ ／ ２ ．

不等式（１３）等价于

　 　 ｄ２Ｄ［ Ｉ
－
］（ξ） － ｃ∗ Ｉ

－
′（ξ） － （γ ＋ δ） Ｉ

－
（ξ） ＋ β∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０） Ｉ－（ξ － ｃ∗τ） ≥

　 　 　 　 β∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０） Ｉ－（ξ － ｃ∗τ） － βｆ（Ｓ
－
（ξ），Ｉ

－
（ξ － ｃ∗τ），Ｒ

－
（ξ）） ． （１５）

由于 Ω（λ∗，ｃ∗） ＝ Ωλ（λ∗，ｃ∗） ＝ ０， 则式（１５）的左半边满足

　 　 ｄ２Ｄ［ Ｉ
－
］（ξ） － ｃ∗ Ｉ

－
′（ξ） － （γ ＋ δ） Ｉ

－
（ξ） ＋ β∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０） Ｉ－（ξ － ｃ∗τ） ≥

　 　 　 　 βＭ２∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０）ｅλ∗（ξ－ｃ∗τ） （ｃ∗τ） ２

８
（ － ξ） －３ ／ ２ － （ｃ∗τ） ３

１６
（ － ξ） －５ ／ ２é

ë
êê

ù

û
úú ．

取任意的 􀆠 ∈ （０，∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０））， 假设存在足够小的正常数 σ， 使得 ０ ＜ Ｉ ＜ σ 时，

　 　 ｆ（Ｓ，Ｉ，Ｒ）
Ｉ

≥ ∂Ｉ ｆ（Ｓ，０，０） － 􀆠 ．

那么 ０ ＜ Ｉ ＜ σ 时，有

　 　 β∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０） Ｉ－（ξ － ｃ∗τ） － βｆ（Ｓ
－
（ξ），Ｉ

－
（ξ － ｃ∗τ），Ｒ

－
（ξ）） ≤

　 　 　 　 ［ β∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０） － β（∂Ｉ ｆ（Ｓ－，０，０） － 􀆠） ＋ Ｉ
－
（ξ － ｃ∗τ）］ ２ ． （１６）

０２３１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



再令 Ｍ２ →＋ ∞， 得 ０ ＜ Ｉ
－
（ξ） ＜ σ，Ｓ

－
（ξ） → Ｓ０ ．由于不等式（１６）对任意的 􀆠 成立，则

　 　 β∂Ｉ（Ｓ０，０，０） Ｉ－（ξ － ｃ∗τ） － βｆ（Ｓ
－
（ξ），Ｉ

－
（ξ － ｃ∗τ），Ｒ

－
（ξ）） ≤ ［ Ｉ

－
（ξ － ｃ∗τ）］ ２ ≤ ［ Ｉ

－
（ξ － ｃ∗τ）］ ２ ．

那么式（１５）等价于证明

　 　 ｅλ∗ξ ≤
Ｍ２

Ｍ２ β∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０）ｅλ∗ｃ∗τ （ｃ∗τ） ２

１６
（ － ξ） －７ ／ ２ ２ － ｃ∗τ

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１７）

当 Ｍ２ →＋ ∞ 时，式（１７）左边趋于 ０，右边趋于 ∞， 式（１３）成立． □
２．２　 截断问题

定义以下集合：
　 　 ΘＸ { （ϕ，φ，ψ）（ξ） ∈ Ｃ（［ － Ｘ，Ｘ］，ＲＲ ３） ｜ ϕ（ － Ｘ） ＝ Ｓ

－
（ － Ｘ），φ（ － Ｘ） ＝ Ｉ

－
（ － Ｘ），

　 　 　 　 ψ（ － Ｘ） ＝ Ｒ
－
（ － Ｘ），Ｓ

－
（ξ） ≤ ϕ（ξ） ≤ Ｓ

－
（ξ），Ｉ

－
（ξ） ≤ φ（ξ） ≤ Ｉ

－
（ξ），

　 　 　 　 Ｒ
－
（ξ） ≤ ψ（ξ） ≤ Ｒ

－
（ξ）， ξ ∈ ［ － Ｘ，Ｘ］ } ，

其中 Ｘ ≫ ｌ ｍａｘ { ｜ ξ２ ｜ ，ｃ∗τ，１ } ．显然ΘＸ 是空间 Ｃ（［ － Ｘ，Ｘ］，ＲＲ ３） 上的非空、有界、闭凸集．在闭区间 ［ － Ｘ
－ ｌ，Ｘ ＋ ｌ］ 上，对任意的 （ϕ，φ，ψ）（ξ） ∈ ΘＸ， 定义

　 　 ϕ（ξ）
ϕ（Ｘ）， ξ ≥ Ｘ，
ϕ（ξ）， ｜ ξ ｜ ＜ Ｘ，
Ｓ
－
（ξ）， ξ ≤－ Ｘ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

φ（ξ）
φ（Ｘ）， ξ ≥ Ｘ，
φ（ξ）， ｜ ξ ｜ ＜ Ｘ，
Ｉ
－
（ξ）， ξ ≤－ Ｘ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

ψ（ξ）
ψ（Ｘ）， ξ ≥ Ｘ，
ψ（ξ）， ｜ ξ ｜ ＜ Ｘ，
Ｒ
－
（ξ）， ξ ≤－ Ｘ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

对任意的 ξ ∈ ［ － Ｘ － ｌ，Ｘ ＋ ｌ］， 有

　 　 Ｓ
－
（ξ） ≤ ϕ（ξ） ≤ Ｓ

－
（ξ）， Ｉ

－
（ξ） ≤ φ（ξ） ≤ Ｉ

－
（ξ）， Ｒ

－
（ξ） ≤ ψ（ξ） ≤ Ｒ

－
（ξ） ．

考虑以下初值问题：

　 　

ｃ∗Ｓ′（ξ） ＝ ｄ１［ϕ（ξ ＋ １） ＋ ϕ（ξ － １） － ２Ｓ（ξ）］ － αＳ（ξ） ＋ αϕ（ξ） －

　 　 βｆ（ϕ（ξ），φ（ξ － ｃ∗τ），ψ（ξ）），
ｃ∗Ｉ′（ξ） ＝ ｄ２［φ（ξ ＋ １） ＋ φ（ξ － １） － ２Ｉ（ξ）］ ＋

　 　 βｆ（ϕ（ξ），φ（ξ － ｃ∗τ），ψ（ξ）） － （γ ＋ δ） Ｉ（ξ），
ｃ∗Ｒ′（ξ） ＝ ｄ３［ψ（ξ ＋ １） ＋ ψ（ξ － １） － ２Ｒ（ξ）］ ＋ γφ（ξ），
Ｓ（ － Ｘ） ＝ Ｓ

－
（ － Ｘ）， Ｉ（ － Ｘ） ＝ Ｉ

－
（ － Ｘ）， Ｒ（ － Ｘ） ＝ Ｒ

－
（ － Ｘ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（１８）

其中 ξ∈［ － Ｘ，Ｘ］，α ＞ β ．由常微分方程理论知，系统（１８）在空间 Ｃ１（［ － Ｘ，Ｘ］，ＲＲ３） 上存在唯一解 （ＳＸ（ξ），
ＩＸ（ξ），ＲＸ（ξ））， 并且解可以表示为

　 　

ＳＸ（ξ） ＝ Ｓ
－
（ － Ｘ）ｅ －（２ｄ１＋α）（Ｘ＋ξ） ／ ｃ∗ ＋ １

ｃ∗∫
ξ

－Ｘ
ｅ（２ｄ１＋α）（η－ξ） ／ ｃ∗Ｈ１（ϕ，φ，ψ）（η）ｄη，

ＩＸ（ξ） ＝ Ｉ
－
（ － Ｘ）ｅ －（２ｄ２＋γ＋δ）（Ｘ＋ξ） ／ ｃ∗ ＋ １

ｃ∗∫
ξ

－Ｘ
ｅ（２ｄ２＋γ＋δ）（η－ξ） ／ ｃ∗Ｈ２（ϕ，φ，ψ）（η）ｄη，

ＲＸ（ξ） ＝ １
ｃ∗∫

ξ

－Ｘ
ｅ２ｄ３（η－ξ） ／ ｃ∗Ｈ３（ϕ，φ，ψ）（η）ｄη，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１９）

其中

　 　

Ｈ１（ϕ，φ，ψ）（ξ） ＝ ｄ１［ϕ（ξ ＋ １） ＋ ϕ（ξ － １）］ ＋ αϕ（ξ） －

　 　 βｆ（ϕ（ξ），φ（ξ － ｃ∗τ），ψ（ξ）），
Ｈ２（ϕ，φ，ψ）（ξ） ＝ ｄ２［φ（ξ ＋ １） ＋ φ（ξ － １）］ ＋

　 　 βｆ（ϕ（ξ），φ（ξ － ｃ∗τ），ψ（ξ）），
Ｈ３（ϕ，φ，ψ）（ξ） ＝ ｄ３［ψ（ξ ＋ １） ＋ ψ（ξ － １）］ ＋ γφ（ξ） ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

由于 α ＞ β，那么 Ｈ１（ϕ，φ，ψ） 关于 φ递减，关于 ϕ，ψ递增；Ｈ２（ϕ，φ，ψ） 关于ψ递减，关于ϕ，φ递增；Ｈ３（ϕ，φ，
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ψ） 关于 φ，ψ 递增．根据系统（１９）定义算子 Ｆ ＝ （Ｆ１，Ｆ２，Ｆ３）：ΘＸ Ｃ１（［ － Ｘ，Ｘ］，ＲＲ ３）， 并满足

　 　 Ｆ１（ϕ，φ，ψ）（ξ） ＳＸ（ξ）， Ｆ２（ϕ，φ，ψ）（ξ） ＩＸ（ξ）， Ｆ３（ϕ，φ，ψ）（ξ） ＲＸ（ξ） ．
引理 ４　 算子 Ｆ ＝ （Ｆ１，Ｆ２，Ｆ３）：ΘＸ ΘＸ 是全连续的．
证明　 首先证明算子 Ｆ ＝ （Ｆ１，Ｆ２，Ｆ３）：ΘＸ ΘＸ ．对任意（ϕ，φ，ψ）（ξ） ∈ ΘＸ， 只需证

　 　 Ｓ
－
（ξ） ≤ ＳＸ（ξ） ≤ Ｓ

－
（ξ）， Ｉ

－
（ξ） ≤ ＩＸ（ξ） ≤ Ｉ

－
（ξ）， Ｒ

－
（ξ） ≤ ＲＸ（ξ） ≤ Ｒ

－
（ξ），　 　 ξ ∈ ［ － Ｘ，Ｘ］ ．

由 Ｈ１（ϕ，φ，ψ）（ξ） 的单调性以及式（９）得

　 　 ｄ１［ϕ（ξ ＋ １） ＋ ϕ（ξ － １） － ２Ｓ
－
（ξ）］ － ｃ∗Ｓ

－
′（ξ） － αＳ

－
（ξ） ＋ αϕ（ξ） －

　 　 　 　 βｆ（ϕ（ξ），φ（ξ － ｃ∗τ），ψ（ξ）） ≤

　 　 　 　 ｄ１Ｄ［Ｓ
－
］（ξ） － ｃ∗Ｓ

－
′（ξ） － αＳ

－
（ξ） ＋ αＳ

－
（ξ） － ｆ（Ｓ

－
（ξ），Ｉ

－
（ξ － ｃ∗τ），Ｒ

－
（ξ）） ≤ ０，

　 　 ξ ∈ ［ － Ｘ，Ｘ］，
等价于

　 　 ｃ∗Ｓ
－
′（ξ） ＋ （２ｄ１ ＋ α）Ｓ

－
（ξ） ≥ Ｈ１（ϕ，φ，ψ）（ξ），　 　 ξ ∈ ［ － Ｘ，Ｘ］ ．

那么

　 　 Ｓ
－
（ξ） ≥ Ｓ

－
（ － Ｘ）ｅ －（２ｄ１＋α）（Ｘ＋ξ） ／ ｃ∗ ＋ １

ｃ∗∫
ξ

－Ｘ
ｅ（２ｄ１＋α）（η －ξ） ／ ｃ∗Ｈ１（ϕ，φ，ψ）（η）ｄη ≥

　 　 　 　 Ｓ
－
（ － Ｘ）ｅ －（２ｄ１＋α）（Ｘ＋ξ） ／ ｃ∗ ＋ １

ｃ∗∫
ξ

－Ｘ
ｅ（２ｄ１＋α）（η －ξ） ／ ｃ∗Ｈ１（ϕ，φ，ψ）（η）ｄη ＝ ＳＸ（ξ），

ξ ∈ ［ － Ｘ，Ｘ］ ．
再由 Ｈ１（ϕ，φ，ψ）（ξ） 的单调性以及式（１２），对 ξ ∈ ［ － Ｘ，ξ １） ∪ （ξ １，Ｘ］ 有

　 　 ｄ１［ϕ（ξ ＋ １） ＋ ϕ（ξ － １） － ２Ｓ
－
（ξ）］ － ｃ∗Ｓ

－
′（ξ） － αＳ

－
（ξ） ＋ αϕ（ξ） －

　 　 　 　 βｆ（ϕ（ξ），φ（ξ － ｃ∗τ），ψ（ξ）） ≥

　 　 　 　 ｄ１Ｄ［Ｓ
－
］（ξ） － ｃ∗Ｓ

－
′（ξ） － αＳ

－
（ξ） ＋ αＳ

－
（ξ） － ｆ（Ｓ

－
（ξ），Ｉ

－
（ξ － ｃ∗τ），Ｒ

－
（ξ）） ≥ ０，

等价于

　 　 ｃ∗Ｓ
－
′（ξ） ＋ （２ｄ１ ＋ α）Ｓ

－
（ξ） ≤ Ｈ１（ϕ，φ，ψ）（ξ），　 　 ξ ∈ ［ － Ｘ，ξ １） ∪ （ξ １，Ｘ］ ．

那么

　 　 Ｓ
－
（ξ） ≤ Ｓ

－
（ － Ｘ）ｅ －（２ｄ１＋α）（Ｘ＋ξ） ／ ｃ∗ ＋ １

ｃ∗∫
ξ

－Ｘ
ｅ（２ｄ１＋α）（η －ξ） ／ ｃ∗Ｈ１（ϕ，φ，ψ）（η）ｄη ＝ ＳＸ（ξ），

ξ ∈ ［ － Ｘ，ξ １） ∪ （ξ １，Ｘ］ ．
类似可得

　 　

Ｉ
－
（ξ） ≥ ＩＸ（ξ）， ξ ∈ ［ － Ｘ，Ｘ］，

Ｉ
－
（ξ） ≤ ＩＸ（ξ）， ξ ∈ ［ － Ｘ，ξ ２） ∪ （ξ ２，Ｘ］，

Ｒ
－
（ξ） ≤ ＲＸ（ξ） ≤ Ｒ

－
（ξ）， ξ ∈ ［ － Ｘ，Ｘ］ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

下证算子 Ｆ 是紧的．因为解 （ＳＸ（ξ），ＩＸ（ξ），ＲＸ（ξ）） ∈ Ｃ１（［ － Ｘ，Ｘ］，ＲＲ ３） 且满足式（１９），那么 Ｓ′Ｘ（ξ），Ｉ′Ｘ
（ξ），Ｒ′Ｘ（ξ） 在闭区间 ［ － Ｘ，Ｘ］ 上有界．根据 Ａｒｚｅｌａ⁃Ａｓｃｏｌｉ 定理知，算子 Ｆ 是紧的．最后证明算子 Ｆ 连续．对任

意的 （ϕｉ，φ ｉ，ψ ｉ）（ξ） ∈ ΘＸ（ ｉ ＝ １，２）， 存在常数 Ｃ， 使得

　 　 ｜ ｆ（ϕ１（ξ），φ１（ξ － ｃ∗τ），ψ １（ξ）） － ｆ（ϕ２（ξ），φ２（ξ － ｃ∗τ），ψ ２（ξ）） ｜ ≤
　 　 　 　 Ｃ（ ｜ ϕ１ － ϕ２ ｜ ＋ ｜ φ１ － φ２ ｜ ＋ ｜ ψ １ － ψ ２ ｜ ），

则
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　 　 ｜ Ｈ１（ϕ１，φ１，ψ １）（ξ） － Ｈ１（ϕ２，φ２，ψ ２）（ξ） ｜ ≤
　 　 　 　 （２ｄ１ ＋ α ＋ βＣ） ｓｕｐ

ξ∈［ －Ｘ，Ｘ］
｜ ϕ１ － ϕ２ ｜ ＋ βＣ ｓｕｐ

ξ∈［ －Ｘ，Ｘ］
｜ φ１ － φ２ ｜ ＋ βＣ ｓｕｐ

ξ∈［ －Ｘ，Ｘ］
｜ ψ １ － ψ ２ ｜ ．

那么

　 　 ｜ Ｆ１（ϕ１，φ１，ψ １）（ξ） － Ｆ１（ϕ２，φ２，ψ ２）（ξ） ｜ ≤

　 　 　 　
２ｄ１ ＋ α ＋ βＣ

２ｄ１ ＋ α
ｓｕｐ

ξ∈［ －Ｘ，Ｘ］
｜ ϕ１ － ϕ２ ｜ ＋

βＣ
２ｄ１ ＋ α

（ ｓｕｐ
ξ∈［ －Ｘ，Ｘ］

｜ φ１ － φ２ ｜ ＋ ｓｕｐ
ξ∈［ －Ｘ，Ｘ］

｜ ψ １ － ψ ２ ｜ ） ．

因此，算子 Ｆ１ 连续．同理可证得 Ｆ２，Ｆ３ 连续． □
根据引理 ４ 以及 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理知，算子 Ｆ 存在不动点 （ＳＸ，ＩＸ，ＲＸ）（ξ）， 满足系统：

　 　

ｃ∗Ｓ′Ｘ（ξ） ＝ ｄ１Ｄ［ＳＸ］（ξ） － βｆ（ＳＸ（ξ），ＩＸ（ξ － ｃ∗τ），ＲＸ（ξ）），

ｃ∗Ｉ′Ｘ（ξ） ＝ ｄ２Ｄ［ ＩＸ］（ξ） ＋ βｆ（ＳＸ（ξ），ＩＸ（ξ － ｃ∗τ），ＲＸ（ξ）） － （γ ＋ δ） ＩＸ（ξ），

ｃ∗Ｒ′Ｘ（ξ） ＝ ｄ３Ｄ［ＲＸ］（ξ） ＋ γＩＸ（ξ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２０）

并对 ξ ∈ ［ － Ｘ ＋ ｌ，Ｘ － ｌ］ 有

　 　 Ｓ
－
（ξ） ≤ ＳＸ（ξ） ≤ Ｓ

－
（ξ）， Ｉ

－
（ξ） ≤ ＩＸ（ξ） ≤ Ｉ

－
（ξ）， Ｒ

－
（ξ） ≤ ＲＸ（ξ） ≤ Ｒ

－
（ξ） ．

２．３　 临界行波解的存在性

定理 １　 假设 ∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０） ＞ γ ＋ δ，ｃ ＝ ｃ∗， 那么系统（５）存在行波解 （Ｓ（ξ），Ｉ（ξ），Ｒ（ξ）） 满足

　 　 Ｓ
－
（ξ） ≤ Ｓ（ξ） ≤ Ｓ

－
（ξ）， Ｉ

－
（ξ） ≤ Ｉ（ξ） ≤ Ｉ

－
（ξ）， Ｒ

－
（ξ） ≤ Ｒ（ξ） ≤ Ｒ

－
（ξ），　 　 ξ ∈ ＲＲ ． （２１）

证明　 取一递增序列 {Ｘｎ } ＋∞
ｎ ＝ １ 满足 Ｘｎ ≫ ｌ 并且当 ｎ →＋ ∞ 时 Ｘｎ →＋ ∞ ．记（ＳＸｎ

，ＩＸｎ
，ＲＸｎ

）（ξ） 是系统

（２０）的解．对任意固定的 Ｎ ∈ ＮＮ ， 由于函数 Ｓ
－
（ξ），Ｉ

－
（ξ），Ｒ

－
（ξ） 在 ［ － ＸＮ，ＸＮ］ 上有界，那么序列

　 　 { ＳＸｎ
（ξ） } ｎ≥Ｎ， { ＩＸｎ

（ξ） } ｎ≥Ｎ， {ＲＸｎ
（ξ） } ｎ≥Ｎ， { ｆ（ＳＸｎ

（ξ），ＩＸｎ
（ξ － ｃ∗τ），ＲＸｎ

（ξ）） } ｎ≥Ｎ

在 ［ － ＸＮ，ＸＮ］ 上一致有界．再由系统（２０）得
　 　 { Ｓ′Ｘｎ

（ξ） } ｎ≥Ｎ， { Ｉ′Ｘｎ
（ξ） } ｎ≥Ｎ， {Ｒ′Ｘｎ

（ξ） } ｎ≥Ｎ

在 ［ － ＸＮ ＋ ｌ，ＸＮ － ｌ］ 上一致有界．对系统（２０）进行微分，得
　 　 { Ｓ″Ｘｎ

（ξ） } ｎ≥Ｎ， { Ｉ″Ｘｎ
（ξ） } ｎ≥Ｎ， {Ｒ″Ｘｎ

（ξ） } ｎ≥Ｎ

在 ［ － ＸＮ ＋ ２ｌ，ＸＮ － ２ｌ］ 上一致有界．由 Ａｒｚｅｌａ⁃Ａｓｃｏｌｉ 定理知存在子列，仍记为 { ＳＸｎ
} ｎ∈ＲＲ， { ＩＸｎ

} ｎ∈ＲＲ，
{ＲＸｎ

} ｎ∈ＲＲ， 使得当 ｎ → ∞ 时，对任意 （Ｓ，Ｉ，Ｒ）（ξ） ∈ Ｃ１
ｌｏｃ（ＲＲ ） 有

　 　 ＳＸｎ
（ξ） → Ｓ（ξ）， ＩＸｎ

（ξ） → Ｉ（ξ）， ＲＸｎ
（ξ） → Ｒ（ξ） ．

因此 （Ｓ（ξ），Ｉ（ξ），Ｒ（ξ）） 是系统（５）的解并满足式（２１）． □
下面探究系统（５）行波解的渐近行为．基于定理 １，证明以下结果．
定理 ２　 对给定的常数 Ｓ０ ＞ ０，Ｓ１ ＞ ０， 假设 ∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０） ＞ γ ＋ δ，ｃ ＝ ｃ∗， 则系统（５）存在非平凡正行

波解 （Ｓ（ξ），Ｉ（ξ），Ｒ（ξ）） 满足：
􀃠 ０ ＜ Ｓ（ξ） ＜ Ｓ０，Ｉ（ξ） ＞ ０，Ｒ（ξ） ＞ ０，ξ ∈ ＲＲ ；
􀃡 Ｓ（ － ∞） ＝ Ｓ０，Ｉ（ － ∞） ＝ ０，Ｒ（ － ∞） ＝ ０；
􀃢 Ｓ（ ＋ ∞） Ｓ１ ＜ Ｓ０，Ｉ（ ＋ ∞） ＝ ０；

􀃣 （γ ＋ δ）∫
ＲＲ
Ｉ（ξ）ｄξ ＝ β∫

ＲＲ
ｆ（Ｓ（ξ），Ｉ（ξ － ｃ∗τ），Ｒ（ξ））ｄξ ＝ ｃ∗（Ｓ０ － Ｓ１）；

􀃤 若 ｌｉｍ ｓｕｐξ→＋∞ Ｒ（ξ） ＜ ＋ ∞， 则 Ｒ（ ＋ ∞） ＝ （γ（Ｓ０ － Ｓ１）） ／ （γ ＋ δ） 且（Ｓ′，Ｉ′，Ｒ′）（ ±∞） ＝ （０，０，０） ．
　 　 证明　 Ｓｔｅｐ １　 考虑对于任意的 ξ ∈ＲＲ都有 Ｉ（ξ） ＞ ０．反证法，假设存在 ξ １ ∈ＲＲ使得 Ｉ（ξ １） ＝ ０，则 Ｉ′（ξ １）
＝ ０．根据系统（５）第二个方程可得 Ｉ（ξ １ ＋ １） ＝ Ｉ（ξ １ － １） ＝ ０．那么对于任意整数 ｎ 都有 Ｉ（ξ １ － ｎ） ＝ ０．而对于

任意 ξ ∈ （ － ∞，ξ ２），Ｉ（ξ） ≥ Ｉ
－
（ξ） ＞ ０， 产生矛盾．因此，对 ξ ∈ ＲＲ 有 Ｉ（ξ） ＞ ０．类似可证得 Ｓ（ξ） ＞ ０，Ｒ（ξ）

＞ ０．下证 Ｓ（ξ） ＜ Ｓ０ ．假设存在实数 ξ ２ 使得 Ｓ（ξ ２） ＝ Ｓ０，Ｓ′（ξ ２） ＝ ０．由系统（５）的第一个方程知
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　 　 ０ ＝ ｄ１Ｄ［Ｓ］（ξ ２） － ｃ∗Ｓ′（ξ ２） － βｆ（Ｓ（ξ ２），Ｉ（ξ ２ － ｃ∗τ），Ｒ（ξ ２）） ≤
　 　 　 　 － βｆ（Ｓ０，Ｉ（ξ ２ － ｃ∗τ），Ｒ（ξ ２）） ＜ ０，

产生矛盾．因此，对任意实数 ξ，Ｓ（ξ） ＜ Ｓ０ ．
Ｓｔｅｐ ２　 首先讨论解在－∞处的渐近行为．在式（２１）中应用挤压定理，可得 （Ｓ，Ｉ，Ｒ）（ － ∞） ＝ （Ｓ０，０，０） ．

下证解在＋∞处的渐近行为．对系统（５）的第一个方程在区间 ［ｙ，ξ］ 上进行积分，可得

　 　 β∫ξ
ｙ
ｆ（Ｓ（η），Ｉ（η － ｃ∗τ），Ｒ（η））ｄη ＝

　 　 　 　 ｄ１∫ξ
ｙ
Ｄ［Ｓ］（η）ｄη － ｃ∗∫ξ

ｙ
Ｓ′（η）ｄη ≤ （４ｄ１ ＋ ２ｃ）Ｓ０ ．

结合 Ｓ（ξ），Ｉ（ξ），Ｒ（ξ） 在 ＲＲ 上的正性，得

　 　 ∫＋∞

－∞
ｆ（Ｓ（ξ），Ｉ（ξ － ｃ∗τ），Ｒ（ξ））ｄξ ＜ ∞ ．

再对系统（５）的第二个方程在区间 ［ｙ，ξ］ 上进行积分，得

　 　 ∫ξ
ｙ
（γ ＋ δ） Ｉ（η）ｄη ≤ （４ｄ２ ＋ ２ｃ） Ｉ０ ＋ （４ｄ２ ＋ ２ｃ）Ｓ０，

其中 Ｉ０ ｓｕｐη∈［ｙ，ξ］ Ｉ（η） ．由于在ＲＲ 上 Ｉ（ξ） ＞ ０，则∫＋∞

－∞
Ｉ（ξ）ｄξ ＜ ∞ ．再结合 Ｉ′（ξ） 在ＲＲ 上的一致有界性，可

得 Ｉ（ ＋ ∞） ＝ ０．
下证 Ｓ（ ＋ ∞） Ｓ１ ．利用反证法，假设 ｌｉｍ ｓｕｐξ→＋∞ Ｓ（ξ） ＞ ｌｉｍ ｉｎｆξ→＋∞ Ｓ（ξ） ．根据波动引理［１５］知存在两

个序列 { ξ ｎ } ｎ∈ＲＲ， { η ｎ } ｎ∈ＲＲ， 满足当 ｎ →＋ ∞ 时，ξ ｎ，η ｎ →＋ ∞， 使得

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｓ（ξ ｎ） ＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ξ→＋∞

Ｓ（ξ） ｎ１， ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｓ（η ｎ） ＝ ｌｉｍ ｉｎｆ
ξ→＋∞

Ｓ（ξ） ｎ２ ＜ ｎ１ ． （２２）

记

　 　 Ｓｎ（ｙ） Ｓ（η ｎ ＋ ｙ）， Ｉｎ（ｙ） Ｉ（η ｎ ＋ ｙ）， Ｒｎ（ｙ） Ｒ（η ｎ ＋ ｙ），　 　 ｙ ∈ ＲＲ ， （２３）
由于 Ｉ（ ＋∞）＝ ０，则 ｎ→∞ 时 Ｉｎ（ｙ） →０．再根据式（２１）以及系统（５）的第一个方程知 Ｓ（ξ），Ｓ′（ξ），Ｓ″（ξ） 在

ＲＲ 上一致有界．因此在空间 Ｃ ｌｏｃ（ＲＲ ） 上存在序列 ｎｋ 使得 ｎｋ →＋ ∞ 时，Ｓｎｋ（ｙ） → Ｓ∞（ｙ） 以及 Ｓ∞（０） ＝ ｎ２ ．由式

（２２）以及系统（５）的第一个方程得

　 　 ｃ∗Ｓ′ｎ（ｙ） ＝ ｄ１Ｄ［Ｓｎ］（ｙ） － βｆ（Ｓｎ（ｙ），Ｉｎ（ｙ － ｃ∗τ），Ｒｎ（ｙ）），　 　 ｙ ∈ ＲＲ ． （２４）
对式（２４）的两端取极限得

　 　 ｃ∗Ｓ′∞（ｙ） ＝ ｄ１Ｄ［Ｓ∞ ］（ｙ），　 　 ｙ ∈ ＲＲ ． （２５）
根据文献［１６］，定义

　 　 Ｓ∞（ｙ） ＝ ａ１ ＋ ａ２ｅρｙ，　 　 ｙ ∈ ＲＲ ， （２６）
其中 ａ１，ａ２ 为常数， ρ 为 ｄ１（ｅρ ＋ ｅ －ρ － ２） － ｃρ ＝ ０ 的唯一正根．因为在实数域上 Ｓ∞（ｙ） 有界，则 ａ２ ＝ ０．因此，
Ｓ∞（ｙ） ＝ ａ１ ＝ Ｓ∞（０） ＝ ｎ２， 那么在 Ｃ１

ｌｏｃ（ＲＲ ） 空间上有

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｓ（η ｎ ＋ ｙ） ＝ ｎ２ ． （２７）

类似可得 ｌｉｍｎ→∞ Ｓ（ξ ｎ ＋ ｙ） ＝ ｎ１ ．接下来对系统（５）的第一个方程在区间 ［η ｎ，ξ ｎ］ 上进行积分，并利用式（２７）
以及 Ｌｅｓｂｅｇｕｅ 控制收敛定理可得

　 　 ０ ＜ ｃ∗（ｎ１ － ｎ２） ＝

　 　 　 　 ｄ１ ｌｉｍ
ｎ→∞
∫ξｎ
ηｎ

［Ｓ（ξ ＋ １） ＋ Ｓ（ξ － １） － ２Ｓ（ξ）］ｄξ － ｌｉｍ
ｎ→∞
∫ξｎ
ηｎ

βｆ（Ｓ（ξ），Ｉ（ξ － ｃ∗τ），Ｒ（ξ））ｄξ ＝ ０．

矛盾．因此 Ｓ（ ＋ ∞） 存在，记为 Ｓ１ ．下证 Ｓ１ ＜ Ｓ０ ．因为对 ξ ∈ ＲＲ 满足 Ｓ（ξ） ＜ Ｓ０， 那么 Ｓ１ ≤ Ｓ０ ．利用反证法，
假设 Ｓ０ ＝ Ｓ１， 再对系统（５）的第一个方程在 ＲＲ 上进行积分，得

　 　 ０ ＝ ｃ∗（Ｓ０ － Ｓ１） ＝

　 　 　 　 ｄ１∫＋∞

－∞
［Ｓ（ξ ＋ １） ＋ Ｓ（ξ － １） － ２Ｓ（ξ）］ｄξ － ∫＋∞

－∞
βｆ（Ｓ（ξ），Ｉ（ξ － ｃ∗τ），Ｒ（ξ））ｄξ ＜ ０，
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产生矛盾．因此， Ｓ（ ＋ ∞） ＝ Ｓ１ ＜ Ｓ０ ．
最后证明如果 ｌｉｍ ｓｕｐξ→＋∞ Ｒ（ξ） ＜ ∞，那么 Ｒ（ ＋ ∞） ＝ （δ（Ｓ０ － Ｓ１）） ／ （δ ＋ γ） ．与上述证明相类似，假设

ｌｉｍ ｓｕｐξ→＋∞ Ｒ（ξ） ＞ ｌｉｍ ｉｎｆξ→＋∞ Ｒ（ξ） ．由文献［１５］知，存在两个序列 { ζ ｎ } ｎ∈ＲＲ， { ν ｎ } ｎ∈ＲＲ，满足当 ｎ →＋ ∞
时，ζ ｎ，ν ｎ →＋ ∞， 使得

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｒ（ζ ｎ） ｌｉｍ ｓｕｐ
ξ→＋∞

Ｒ（ξ） ｎ３， ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｒ（ν ｎ） ｌｉｍ ｉｎｆ
ξ→＋∞

Ｒ（ξ） ｎ４ ＜ ｎ３ ． （２８）

与上述论证相似，可得

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｒ（ζ ｎ ＋ ｙ） ＝ ｎ３， ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｒ（ν ｎ ＋ ｙ） ＝ ｎ４ ． （２９）

对系统（５）的第三个方程在区间 ［ζ ｎ，ν ｎ］ 上进行积分并令 ｎ →＋ ∞， 得

　 　 ０ ＜ ｃ∗（ｎ３ － ｎ４） ＝

　 　 　 　 ｄ３ ｌｉｍ
ｎ→∞
∫ζｎ
νｎ
［Ｒ（ξ ＋ １） ＋ Ｒ（ξ － １） － ２Ｒ（ξ）］ｄξ － ｌｉｍ

ｎ→∞
∫ζｎ
νｎ
γＩ（ξ）ｄξ ＝ ０，

产生矛盾，因此 Ｒ（ ＋ ∞） 存在．再对系统（５）的第一个方程在 ＲＲ 上进行积分，得

　 　 ｃ∗（Ｓ０ － Ｓ１） ＝ β∫＋∞

－∞
ｆ（Ｓ（ξ），Ｉ（ξ － ｃ∗τ），Ｒ（ξ））ｄξ ．

对系统（５）的第二个方程在 ＲＲ 上进行积分，得

　 　 ∫＋∞

－∞
（γ ＋ δ） Ｉ（ξ）ｄξ ＝ β∫＋∞

－∞
ｆ（Ｓ（ξ），Ｉ（ξ － ｃ∗τ），Ｒ（ξ））ｄξ ＝ ｃ∗（Ｓ０ － Ｓ１） ． （３０）

对系统（５）的第三个方程在 ＲＲ 上进行积分，再结合式（３０）得

　 　 Ｒ（ ＋ ∞） ＝
γ（Ｓ０ － Ｓ１）

γ ＋ δ
．

Ｓｔｅｐ ３　 最后对系统（５）中三个方程取极限，得 （Ｓ′，Ｉ′，Ｒ′）（ ±∞） ＝ （０，０，０） ． □

３　 总　 　 结

本文作者致力于研究一类具有非线性发生率和时滞的三维离散扩散传染病模型的临界行波解．当 ｃ ＝
ｃ∗， β∂Ｉ ｆ（Ｓ０，０，０） ＞ γ ＋ δ 时，通过构造上下解并结合 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理以及极限思想证明了非平凡、正
向、有界行波解的存在性，之后利用反证法与波动引理研究了行波解的渐近行为．而关于行波解的不存在性

以及唯一性，这将是笔者下一步需要解决的问题．
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５２３１第 １２ 期　 　 　 　 　 　 　 张笑嫣： 一类具有非线性发生率与时滞的离散扩散 ＳＩＲ 模型临界行波解的存在性
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６２３１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷


