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摘要：　 报道于 ２０１９ 年 １２ 月底的新型冠状病毒肺炎（ＣＯＶＩＤ⁃１９）疫情， 由于 ２０２０ 年春运期间人口的大规模流动，
使得其迅速蔓延．自 ２０２０ 年 １ 月 ２３ 日起， 我国采取了各种措施使得疫情得到了有效的控制， 例如武汉封城、确诊

病例的密切接触者跟踪隔离、湖北人员的居家隔离等．该文基于 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 在山西省的实际传播情况， 建立了具有

输入病例和确诊病例密切接触者跟踪隔离的动力学模型．在不考虑输入病例的情况下， 分析了模型的动力学行为．
利用山西省 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 病例数据， 计算了实时再生数， 发现山西省 ２０２０ 年 １ 月 ２５ 日全省封村封街道有效控制了

ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情的传播， 即实时再生数小于 １， 从宏观角度验证了防控措施的有效性．进一步通过模型的数值拟合

得到： 早期染病者隔离 １４ 天的防控策略是合理有效的； 武汉封城时间越早， 染病者的规模越小； 跟踪隔离到大量

确诊病例的接触者时， 染病者的规模越小．
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引　 　 言

新型冠状病毒肺炎是指由 ２０１９ 年 １２ 月最早报道在湖北省武汉市的一种新型冠状病毒感染引起的急性

呼吸道传染病［１］ ．２０２０ 年 １ 月 ２０ 日国家卫生健康委员会发布 ２０２０ 年 １ 号公告，将新型冠状病毒感染的肺炎

纳入《中华人民共和国传染病防治法》规定的乙类传染病，但采取甲类传染病的预防、控制措施，并将其纳入

《中华人民共和国国境卫生检疫法》规定的检疫传染病管理［２］ ．２０２０ 年 ２ 月 ８ 日，中国国家卫生健康委员会

将新型冠状病毒感染的肺炎暂命名为新型冠状病毒肺炎（ｎｏｖｅｌ ｃｏｒｏｎａｖｉｒｕｓ ｐｎｅｕｍｏｎｉａ），简称“ＮＣＰ” ［３］ ．２０２０
年 ２ 月 １１ 日，世界卫生组织宣布将新型冠状病毒感染的肺炎命名为“ ＣＯＶＩＤ⁃１９” （ ｃｏｒｏｎａ ｖｉｒｕｓ ｄｉｓｅａｓｅ
２０１９） ［４］，与此同时，国际病毒分类委员会声明将新型冠状病毒命名为“ＳＡＲＳ⁃ＣｏＶ⁃２”（ｓｅｖｅｒｅ ａｃｕｔｅ ｒｅｓｐｉｒａｔｏｒｙ
ｓｙｎｄｒｏｍｅ ｃｏｒｏｎａｖｉｒｕｓ ２），并认定这种病毒为 ＳＡＲＳ 冠状病毒的姊妹病毒．２０２０ 年 ２ 月 ２１ 日，中国国家卫生健

康委员会决定将“新型冠状病毒肺炎”英文名称修订为“ＣＯＶＩＤ⁃１９”，与世界卫生组织命名保持一致，中文名

称不变［５］ ．
２０１９ 年 １２ 月底，中国湖北省武汉市出现了 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情，由于时值春节，人口的大规模流动加快了疫

情的传播速度，扩大了疫情的传播范围，使得疫情在短期内蔓延到全国多个地区．疫情暴发后，全国各省、自
治区、直辖市及下属区相继启动重大公共卫生事件一级响应，各级政府陆续实施严格的防控措施使得疫情得

到控制．对于除湖北以外的中国其他省、自治区、直辖市而言，早期疫情发展主要分为两个阶段： 武汉封城前

和武汉封城后．武汉封城前，其确诊病例多为输入病例，严防输入病例即可有效控制疫情传播； 武汉封城后，
由输入病例导致的本地病例在本地传播，通过跟踪隔离与其他各种防控措施，有效控制了本地疫情．

疫情暴发初期，由于缺乏对该传染病的基本认识，需要根据确诊病例的一些数据（发病时间、确诊时间

等）来推测获得这一新发传染病的相关信息，Ｌｉ 等［６］收集了 ２０２０ 年 １ 月 ２２ 日之前报告的 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 确诊病

例的一些信息，得到 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 的平均潜伏期为 ５．２ 天，序列间隔（原发病例发病到其继发病例发病的时间）
符合均值为 ７．５，标准差为 ３．４ 的 Ｇａｍｍａ 分布．李盈科等［７］ 介绍了早期关于 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 的几个重要流行病学

参数（基本再生数、潜伏期、代间隔）的估计方法，刻画了这些参数如何影响控制策略的制定以及控制策略的

有效性，提出疫情能否得到控制取决于有效再生数能否降到 １ 以下．之后，各地区相继实施各种疫情防控措

施，为研究防控措施对疫情传播的影响，Ｔａｎｇ 等［８］采用武汉早期修正后的数据，根据 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 的临床进展、
个体的流行病学状况和干预措施，建立了一个以一定比例隔离的确定性仓室模型，其敏感性分析表明，加强

接触者的跟踪与隔离等干预措施可有效降低再生数和疫情传播风险．曹文静等［９］ 对除湖北省外的全国确诊

病例数据采取自回归建模与仿真，其结果表明严格的防控措施和隔离措施可有效控制这些省份疫情的蔓延．
王国强等［１０］建立了耦合不同年龄段人群接触模式的 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 传播模型，通过对广东省 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 各年龄

段高维数据拟合，其控制措施评估效果表明在医疗资源充足的情况下，实施居家隔离措施与及时隔离确诊病

例并对其进行治疗是疫情防控的关键．
疫情防控过程中，需要一个参数实时反映防控策略是否需要加强，以此来达到控制疫情的目的， Ｃｈｏｎｇ

等［１１］监测了浙江省 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 的实时再生数，结果表明浙江省的综合干预措施是有效的．为了防止全国各地

区复学过程中校园疫情的发生，孙皓宸等［１２］提出最好的校园疫情防控措施是采取数字接触追踪防控．目前，
境外疫情还在不断暴发，中国正面临着外防输入、内防扩散的挑战，这与除湖北外其他省份的早期疫情发展

情况相似，输入病例对除湖北外的全国其他地区疫情的影响不可忽视．Ｌｉ 等［１３］ 分析山西省早期离散输入病

７０３１第 １２ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 崔锦，等： 具有跟踪隔离措施的新冠肺炎传播模型分析及应用



例对 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 传播的影响，建立了含有离散输入病例的差分方程模型来进行评估和风险分析，结果表明武

汉封城时间越早，传染的病例越少．以山西省为例，评估其早期防控策略的有效性可以为有效应对境外输入，
巩固防控成果提供借鉴，对防止疾病传播具有积极意义．

本文整理了山西省 ２０２０ 年 １ 月 １４ 日至 ２０２０ 年 ３ 月 ２５ 日的 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 每日累计发病数据与每日输入

病例数据，在离散输入病例存在的情况下建立了具有追踪隔离确诊病例的接触者性质的动力学模型，并在不

考虑输入病例的情况下进行模型分析．借助于文献［６］中的 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 序列间隔分布估计，利用山西省每日

新增发病数据得到 ２０２０ 年 １ 月 ２１ 日至 ２０２０ 年 ２ 月 ２８ 日每天的实时再生数估计值，从宏观角度评估山西

省的防控策略对 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 实时传播能力的影响，进而通过模型的数值拟合从各个防控策略的角度来分析

单个防控策略对疫情发展的影响．

１　 模型构建与分析

１．１　 模型假设

基于传染病动力学仓室模型，将 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 传播过程中的人群分为七个仓室： 易感者 （Ｓ）、潜伏者（Ｅ）、
发病者（ Ｉ）、确诊者（Ｑ）、恢复者（Ｒ）、易感者隔离（Ｓｑ）、潜伏者隔离（Ｅｑ）， 这里的潜伏者指的是无症状但具

有传染性的感染者．对模型做以下假设：
１） 设总人口为 Ｎ（ ｔ），则有 Ｎ（ ｔ） ＝ Ｓ（ ｔ） ＋ Ｅ（ ｔ） ＋ Ｉ（ ｔ） ＋ Ｑ（ ｔ） ＋ Ｒ（ ｔ） ＋ Ｓｑ（ ｔ） ＋ Ｅｑ（ ｔ）， 不考虑无症状感

染者； ２） 考虑人口的自然出生与自然死亡，并假设自然出生率等于自然死亡率，记为 μ， 假设新生儿全为易

感者，忽略疾病的致死率； ３） 参与传染病传播的易感者所占的比例为 Ｓ ／ Ｎ，易感者与潜伏者的接触感染率

为 β，易感者与发病者的接触感染率为 β１，一个潜伏者在单位时间内传染的病人数为 βＳＥ ／ Ｎ，一个发病者在

单位时间内传染的病人数为 β１ＳＩ ／ Ｎ； ４） 易感者隔离主要是通过居家隔离实现的，隔离后的易感者以比率 λ
解除隔离进入易感者仓室，单位时间内解除隔离的易感者人数为 λＳｑ； ５） 潜伏者的发病率为 δ，单位时间内

从潜伏者仓室到发病者仓室的人数为 δＥ，通过住院治疗疾病的恢复率为γ，单位时间内恢复的人数为γＱ，不

考虑染病者的自然恢复； ６） 由发病到确诊的病例的平均接触者为 ｂ，确诊率为 ｍ，由于追踪隔离政策的实

施，单位时间内被隔离的染病者人数为 ｂｍＥＩ ／ Ｎ，单位时间内被隔离的易感者人数为 ｂｍＳＩ ／ Ｎ； ７） Ａ（ ｔ），Ｂ（ ｔ）
分别代表外地输入的病例，其中 Ａ（ ｔ） 中的病例为输入前未发病，即输入的潜伏病例，Ｂ（ ｔ） 中的病例为输入

前已经发病，即输入的发病病例．
１．２　 模型构建

在以上模型假设的基础上，绘制了考虑跟踪隔离措施的 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 传播过程的仓室模型流程图，如图 １
所示．

图 １　 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 仓室模型流程图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｔｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ＣＯＶＩＤ⁃１９

根据仓室模型流程图，可以得到如下数学模型：
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ｄＳ
ｄｔ

＝ μＮ －
βＳＥ ＋ β１ＳＩ ＋ ｂｍＳＩ

Ｎ
＋ λＳｑ － μＳ，

ｄＥ
ｄｔ

＝
βＳＥ ＋ β１ＳＩ

Ｎ
－ δＥ － ｂｍＩＥ

Ｎ
－ μＥ ＋ Ａ（ ｔ），

ｄＩ
ｄｔ

＝ δＥ － ｍＩ － μＩ ＋ Ｂ（ ｔ），

ｄＱ
ｄｔ

＝ ｍＩ － γＱ ＋ ｍ１Ｅｑ － μＱ，

ｄＲ
ｄｔ

＝ γＱ － μＲ，

ｄＳｑ

ｄｔ
＝ ｂｍＳＩ

Ｎ
－ λＳｑ － μＳｑ，

ｄＥｑ

ｄｔ
＝ ｂｍＩＥ

Ｎ
－ ｍ１Ｅｑ － μＥｑ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１）

其中模型中所有参数均大于 ０．
１．３　 模型归一化与模型分析

考虑离散输入病例的情况下，无法获得模型的基本再生数．现不考虑输入病例，对上述模型进行分析．首
先令

　 　 Ｓ ＝ Ｓ
Ｎ
， Ｅ ＝ Ｅ

Ｎ
， Ｉ ＝ Ｉ

Ｎ
， Ｑ ＝ Ｑ

Ｎ
， Ｒ ＝ Ｒ

Ｎ
， Ｓｑ ＝

Ｓｑ

Ｎ
， Ｅｑ ＝

Ｅｑ

Ｎ
，

对模型进行归一化处理，归一化后的模型为

　 　

ｄＳ
ｄｔ

＝ μ － βＳＥ － β１ＳＩ － ｂｍＳＩ ＋ λＳｑ － μＳ，

ｄＥ
ｄｔ

＝ βＳＥ ＋ β１ＳＩ － δＥ － ｂｍＩＥ － μＥ，

ｄＩ
ｄｔ

＝ δＥ － ｍＩ － μＩ，

ｄＱ
ｄｔ

＝ ｍＩ － γＱ ＋ ｍ１Ｅｑ － μＱ，

ｄＲ
ｄｔ

＝ γＱ － μＲ，

ｄＳｑ

ｄｔ
＝ ｂｍＳＩ － λＳｑ － μＳｑ，

ｄＥｑ

ｄｔ
＝ ｂｍＩＥ － ｍ１Ｅｑ － μＥｑ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（２）

该模型的正不变集为

　 　 Ｄ１ ＝ { （Ｓ，Ｅ，Ｉ，Ｑ，Ｒ，Ｓｑ，Ｅｑ） ｜ ０ ≤ Ｓ，Ｅ，Ｉ，Ｑ，Ｒ，Ｓｑ，Ｅｑ ≤ １，
　 　 　 　 ０ ≤ Ｓ ＋ Ｅ ＋ Ｉ ＋ Ｑ ＋ Ｒ ＋ Ｓｑ ＋ Ｅｑ ≤ １） } ．

易得模型（２）有且仅有一个无病平衡点 Ｍ０ ＝ （１，０，０，０，０，０，０） ．
利用下一代矩阵［１４］计算该模型的基本再生数．对于模型（２），其对应的转移矩阵与感染矩阵分别为

　 　 Ｆ ＝
β β １

０ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｖ ＝

δ ＋ μ ０
－ δ ｍ ＋ μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

感染矩阵的逆为
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　 　 Ｖ －１ ＝

１
δ ＋ μ

０

δ
（δ ＋ μ）（ｍ ＋ μ）

１
ｍ ＋ μ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，

则模型的基本再生数为

　 　 Ｒ０ ＝ ρ（ＦＶ －１） ＝ β
δ ＋ μ

＋
β １δ

（δ ＋ μ）（ｍ ＋ μ）
．

关于模型的正平衡点与无病平衡点有下列定理．
定理 １　 当 Ｒ０ ＞ １ 时，模型（２）有且仅有一个正平衡点； 当 Ｒ０ ≤ １ 时，模型（２）不存在正平衡点．
证明　 令模型（２）右端项等于 ０，则有

　 　

μ － βＳ∗Ｅ∗ － β １Ｓ∗Ｉ∗ － ｂｍＳ∗Ｉ∗ ＋ λＳ∗
ｑ － μＳ∗ ＝ ０，

βＳ∗Ｅ∗ ＋ β １Ｓ∗Ｉ∗ － δＥ∗ － ｂｍＩ∗Ｅ∗ － μＥ∗ ＝ ０，

δＥ∗ － ｍＩ∗ － μＩ∗ ＝ ０，
ｍＩ∗ － γＱ∗ ＋ ｍ１Ｅ∗

ｑ － μＱ∗ ＝ ０，

γＱ∗ － μＲ∗ ＝ ０，
ｂｍＳ∗Ｉ∗ － λＳ∗

ｑ － μＳ∗
ｑ ＝ ０，

ｂｍＩ∗Ｅ∗ － ｍ１Ｅ∗
ｑ － μＥ∗

ｑ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

（３）

解得

　 　 Ｅ∗ ＝ ｍ ＋ μ
δ

Ｉ∗， Ｅ∗
ｑ ＝ ｂｍ（ｍ ＋ μ）

δ（ｍ１ ＋ μ）
（ Ｉ∗） ２， Ｓ∗ ＝ １

Ｒ０

＋ （ｍ ＋ μ）ｂｍＩ∗

β（ｍ ＋ μ） ＋ β １δ
，

　 　 Ｓ∗
ｑ ＝ ｂｍＳ∗Ｉ∗

λ ＋ μ
， Ｑ∗ ＝

ｍＩ∗ ＋ ｍ１Ｅ∗
ｑ

γ ＋ μ
， Ｒ∗ ＝ γ

μ
Ｑ∗ ．

令

　 　 Ｃ ＝ （ｍ ＋ μ）ｂｍ
β（ｍ ＋ μ） ＋ β １δ

，

则

　 　 Ｓ ＝ １
Ｒ０

＋ ＣＩ∗， Ｓ∗
ｑ ＝ ｂｍ

λ ＋ μ
１
Ｒ０

＋ ＣＩ∗æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ∗ ．

将上述求得的 Ｓ∗，Ｅ∗，Ｓ∗
ｑ 代入式（３），可以得到一个关于 Ｉ∗ 的一元二次方程：

　 　
Ｃ（β（ｍ ＋ μ）（λ ＋ μ） ＋ β １δ（λ ＋ μ） ＋ ｂｍδμ）

δ（λ ＋ μ）
（ Ｉ∗） ２ ＋

　 　 　 　
β（ｍ ＋ μ）（λ ＋ μ） ＋ β １δ（λ ＋ μ） ＋ ｂｍδμ

δＲ０（λ ＋ μ）
＋ μＣ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ∗ ＋ μ １

Ｒ０

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０．

利用 Ｖｉｅｔａ 定理可以得到，当 Ｒ０ ＜ １ 时，方程有两个负根，即 Ｉ∗ ＜ ０，不满足正不变集的条件； 当 Ｒ０ ＝ １ 时，
方程有一个零根，一个负根（不满足正不变集的条件）； 当 Ｒ０ ＞ １ 时，方程有一个正根（满足正不变集的条

件），一个负根（不满足正不变集的条件）．
由此可得，当 Ｒ０ ＞ １ 时，在正不变集内正平衡点是存在且唯一的； 当 Ｒ０ ≤１ 时，在正不变集内不存在正

平衡点．
定理 ２　 当 Ｒ０ ＜ １ 时，模型（２）在无病平衡点处全局渐近稳定； 当 Ｒ０ ＞ １ 时，模型（２）在无病平衡点处

不稳定．
证明　 令

　 　 Ｎ ＝ Ｆ － Ｖ ＝
β － δ － μ β １

δ － ｍ － μ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．
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定义 ｓ（Ｎ） 为矩阵 Ｎ 的最大特征值的实部，因此 ｓ（Ｎ） 是矩阵 Ｎ 的一个具有正特征向量的简单特征值［１５］ ．由
文献［１４］中的定理 ２，有如下不等式成立：

　 　 Ｒ０ ＞ １ ⇔ ｓ（Ｎ） ＞ ０， Ｒ０ ＜ １ ⇔ ｓ（Ｎ） ＜ ０．
要证明无病平衡点 Ｍ０ ＝ （１，０，０，０，０，０，０） 的局部稳定性，则模型（２）在 Ｍ０ 处的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的所有特征

值均具有负实部，该 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 Ｊ ｜ Ｍ０
＝

Ｎ ０
Ｊ１ Ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

其中

　 　 Ｊ１ ＝

－ β － β １ － ｂｍ
０ ｂｍ
０ ｍ
０ ０
０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

， Ｊ２ ＝

－ μ λ ０ ０ ０
０ － λ － μ ０ ０ ０
０ ０ － γ － μ ０ ｍ１

０ ０ γ － μ ０
０ ０ ０ ０ － ｍ１ － μ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

．

易得

　 　 ｓ（Ｊ２） ＝ ｍａｘ { － μ， － μ， － ｍ１ － μ， － γ － μ， － λ － μ } ＜ ０．
若 Ｒ０ ＜ １，则 ｓ（Ｎ） ＜ ０，于是有 ｓ（Ｊ ｜ Ｍ０

） ＜ ０， 则模型（２）在无病平衡点 Ｍ０ 处是局部渐近稳定的．若 Ｒ０

＞ １，则 ｓ（Ｎ） ＞ ０，于是有 ｓ（Ｊ ｜ Ｍ０
） ＞ ０，则模型（２） 在无病平衡点 Ｍ０ 处是不稳定的．

令 ｙ ＝ （Ｅ，Ｉ） Ｔ， 则由模型（２）可得

　 　 ｄｙ
ｄｔ

≤ （Ｆ － Ｖ）ｙ ．

设非负矩阵 Ｖ －１Ｆ 关于特征值 ρ（Ｖ －１Ｆ） ＝ Ｒ０ 的左特征向量为 ａ且有 ａ ＞ ０，即 ａＴＶ －１Ｆ ＝ Ｒ０ａＴ， 故可定义

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数为

　 　 Ｌ ＝ ａＴＶ －１ｙ ．
于是有

　 　 ｄＬ
ｄｔ

＝ ａＴＶ －１ ｄｙ
ｄｔ

≤ ａＴＶ －１（Ｆ － Ｖ）ｙ ＝ ａＴＶ －１Ｆｙ － ａＴＶ －１Ｖｙ ≤ （Ｒ０ － １）ａＴｙ ．

因此，当 Ｒ０ ＜ １ 时，当且仅当 ｙ ＝ ０（Ｅ ＝ ０，Ｉ ＝ ０），等式 ｄＬ ／ ｄｔ ＝ ０ 成立，其他情况下有 ｄＬ ／ ｄｔ ＜ ０ 成立，
所以由 ＬａＳａｌｌｅ 不变集原理［１６］可得无病平衡点 Ｍ０ 在正不变集 Ｄ１ 内是全局渐近稳定的．即当 Ｒ０ ＜ １ 时，传染

病不会发展成为地方病．
当 Ｒ０ ＞ １ 时，由于 ｙ ＞ ０，于是有 ｄＬ ／ ｄｔ ＞ ０，即在正不变集 Ｄ１ 内存在 Ｍ０的一个小区间使得 ｄＬ ／ ｄｔ ＞ ０

成立．故当 Ｒ０ ＞ １ 时，在正不变集 Ｄ１内接近 Ｍ０ 的解会远离 Ｍ０，因此无病平衡点 Ｍ０ 不稳定．

２　 数 值 模 拟

２．１　 实时再生数

上一节已经通过理论计算得到在不考虑输入病例的情况下的基本再生数 Ｒ０，但Ｒ０ 通常用于估计传染病

在早期的传播能力．为了制定更为合理有效的疫情防控策略，达到及时遏制传染病流行的目的，需要一个能

够实时反映传染病在人群中传播能力的指标，即实时再生数 Ｒ ｔ ．实时再生数 Ｒ ｔ 指的是在 ｔ时刻平均一个发病

病例所能导致的新发病例数，ｔ 为时间单位（小时、天、周等） ．若 Ｒ ｔ ＜ １，则表示继续维持当前的防控策略可

以逐渐控制传染病的流行，传染病将不会持续扩散； 若 Ｒ ｔ ＞ １， 则表示当前的防控策略不足以控制传染病的

传播，防控策略需要优化和加强．本小节将从统计分析山西省早期发病数据的角度来评估防控策略的有效性．
为了量化传染病传播随时间的变化，假设个体一旦感染，则由概率分布 ｐｓ 可以给出其可能的感染性，其

中 ｓ指其感染后的时间，其感染性只与 ｓ 有关，与 ｔ （日历时间）无关［１３］ ．由于从山西省的公开数据中可获得的

ＣＯＶＩＤ⁃１９ 的序列间隔对子（一个感染者的发病时间和其被感染者的发病时间称为一个序列间隔对子）较
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少，故这里采用文献［６］中的序列间隔分布数据．根据该序列间隔分布估计参数可得到分布 ｐｓ 的估计值，从

而实时再生数可以通过 ｔ时刻产生的新感染的数量 Ｉｔ 与 ｔ时刻受感染的个体的总感染性∑ ｔ

ｓ ＝ １
Ｉｔ －ｓｐｓ 的比率来

估计，即每个感染个体在保持 ｔ 时刻的条件不变的情况下将要感染的二代病例的平均数［１７］ ．故实时再生数可

以表示为

　 　 Ｒ ｔ ＝
Ｅ［ Ｉｔ］

∑
ｔ

ｓ ＝ １
Ｉｔ －ｓｐｓ

，

其中 Ｅ［ Ｉｔ］ 表示 Ｉｔ 的数学期望．
基于已有的发病数据利用 Ｒ 语言软件中的 ＥｐｉＥｓｔｉｍ 包，基于 Ｂａｙｅｓ 框架，对山西省早期的 Ｒ ｔ 进行计算．

Ｒ ｔ 的计算主要包含两方面内容： 数据准备和计算．由于山西省早期存在持续的输入病例及由输入病例导致

本地病例的情况，故数据需要整理为三列，即发病时间（症状出现时间）、每天的输入病例数和每天的本地病

例数．导入整理好的数据后利用文献［６］中的序列间隔分布参数即可计算 Ｒ ｔ ．Ｒ ｔ 的计算结果如图 ２ 所示，其
中黑色实线表示 Ｒ ｔ 的均值，红色虚线对应的时间点为 ２０２０ 年 １ 月 ２５ 日，蓝色虚线对应的时间点为 ２０２０ 年

１ 月 ２６ 日，两条绿色曲线表示 Ｒ ｔ ９５％的置信区间线．

图 ２　 实时再生数

Ｆｉｇ． ２　 Ｒｅａｌ⁃ｔｉｍｅ ｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

利用文献［１７］中的防控策略的控制效能来判断山西省早期防控策略的有效性，控制效能公式如下：

　 　 ε ＝
Ｒ ｔ０

－ １
ｔ１ － ｔ０

，

其中 ｔ０ 表示讨论时间范围的初始时刻（图 ２ 中的 ２０２０ 年 １ 月 ２１ 日）， ｔ１ 表示使得 Ｒ ｔ ＜ １ 始终成立的最小时

刻．从图中可以看到，存在 ｔ１ （图 ２ 中的 ２０２０ 年 １ 月 ２６ 日）使得当 ｔ≥ ｔ１ 时始终有 Ｒ ｔ ＜ １，并且存在 ｔ０ ＜ ｔ ＜
ｔ１ 使得 Ｒ ｔ ＞ １，这表明山西省早期的 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情得到了有效控制，即防控策略是有效的．通过控制效能公

式，可以得到山西省早期的控制效能约为 ０．３６．
山西省有效再生数的下降与其早期的防控策略是密切相关的．例如山西省于 ２０２０ 年 １ 月 ２５ 日 １８ 时启

动重大公共卫生事件一级响应，并在此基础上实行最严格的科学防控措施，严把入口关、严把医治关、严把扩

散关，切实做好疫情防输入、防输出、防扩散工作［１８］，从而使得其有效再生数于 ２０２０ 年 １ 月 ２６ 日以后均小

于 １．
２．２　 拟合结果

本小节将利用本文中的模型和山西省 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 数据进行数值仿真．首先，假设易感者仓室的初始值是

山西省 ２０１９ 年国民经济和社会发展统计公报公布的结果，年末全省常住人口为 ３ ７２９．２２ 万人［１９］，即 Ｓ（１） ＝
３．７２９ ２２ × １０７， 由于在 １ 月 １４ 日时山西省虽包含两例输入病例，但并无本地病例，故 Ｅ（１） ＝ ０，Ｉ（１） ＝ ０，其
他几个仓室的初始值均为 ０，即 Ｑ（１） ＝ ０，Ｒ（１） ＝ ０，Ｓｑ（１） ＝ ０，Ｅｑ（１） ＝ ０．通过山西省部分病例从发病到确诊

的时间间隔， 可以得到病例发病到确诊的平均时长为 ５．７９２ 天， 即从发病到确诊的概率约为 ０．１７３， 则 ｍ ＝
０．１７３，假设隔离后的确诊概率 ｍ１ ＝ ｍ ＝ ０．１７３．
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根据 ２０１９ 年年末山西省人口的年死亡率为 ０．００５ ８５［１９］，可以假设山西省人口的日死亡率为 ０．００５ ８５ ／
３６５，即 μ ＝ ０．００５ ８５ ／ ３６５； 该病的潜伏期的平均数为 ５．２ 天［６］，故考虑潜伏者从染病到发病的概率为 １ ／ ５．２，
即 δ ＝ １ ／ ５．２； 根据山西省数据，截至 ２０２０ 年 ３ 月 ５ 日 ２４ 时，累计追踪到密切接触者 ４ １６６ 人，累计确诊病例

１３３ 例［２０］，可以得到一个确诊病例的平均密切接触者为 ３１ 人，即 ｂ ＝ ３１； 由于实际情况发病病例存在隔离，
依据当时的防控策略，出现症状的染病者需要居家隔离 １４ 天，因此假设发病者接触传染概率是潜伏者接触

传染概率的 １ ／ １４，即 β １ ＝ β ／ １４．此时本模型只有一个待估参数 β ．运用基于 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ⁃Ｈａｓｔｉｎｇｓ 算法的 Ｍａｒｋｏｖ
链 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ（ＭＣＭＣ） 进行参数估计，可以得到参数 β 的均值为 ０．０６２ ７，标准差为 ０．００１ ６，参数的 Ｍａｒｋｏｖ
链和直方图见图 ３．

图 ３　 基于 ＭＨ 算法的 ＭＣＭＣ 参数估计（１００ ０００ 次拟合结果）
Ｆｉｇ． ３　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ＭＣＭＣ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ＭＨ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ （１００ ０００ ｆｉｔｔｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ）

图 ４ 给出了基于模型（１）山西省累计发病病例与模型解的拟合结果，拟合图包含了模型 １０ ０００ 次

Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 随机模拟的均值以及 ９５％的置信区间．由拟合图可以看出理论解和实际数据非常吻合，这也从侧

面验证了模型建立的合理性．

图 ４　 山西省累积发病病例拟合结果 图 ５　 发病病例隔离天数

Ｆｉｇ． ４　 Ｆｉｔｔｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｃａｓｅｓ ｉｎ Ｓｈａｎｘｉ ｐｒｏｖｉｎｃｅ Ｆｉｇ． ５　 Ｉｓｏｌａｔｉｏｎ ｄａｙｓ ｆｏｒ ｃａｓｅｓ

２．３　 防控措施分析

上一小节从数据的宏观角度说明了山西省早期的防控策略的有效性，这一小节将从模型拟合的角度说

明山西省早期防控策略的有效性．
首先，通过考虑发病者接触传染率的变化来考虑隔离天数对疾病最终规模的影响，如图 ５ 所示．在发病

者不隔离的情况下（隔离天数为零，发病者的接触传染率与潜伏者的接触传染率相同），疾病的最终规模会

增加 ７７．４４％；在发病者隔离天数远远大于 １４ 天时（这里假设隔离 ２１ 天），疾病最终规模仅仅会减少 ０．７５％，
这表明在疫情早期阶段隔离 １４ 天的防控策略是合理的．假设早期发病者仅隔离 ７ 天，则疾病最终规模会增

加 ４．５１％，这意味着在山西省早期疫情期间，发病者隔离 １４ 天的防控策略要优于发病者隔离 ７ 天的防控策

略．其次，武汉封城对山西省早期疫情的影响不可忽视．图 ６ 给出了武汉封城时间的影响，通过数值拟合可以
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得到，若武汉封城提前两天，疾病最终规模将会减少 ２４．０６％； 若武汉封城推迟两天，疾病最终规模则会增加

４８．８７％， 这表明在山西省疫情早期，武汉封城时间越早，疾病的最终规模则会越小．

图 ６　 封城时间 图 ７　 追踪到的接触者人数

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｉｔｙ ｌｏｃｋ⁃ｄｏｗｎ ｔｉｍｅ Ｆｉｇ． ７　 Ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｃｏｎｔａｃｔｓ ｔｒａｃｅｄ

最后，考虑追踪到的接触者人数对疾病最终规模的影响．分别令接触者人数 ｂ ＝ ０， １０，１００，１ ０００，１０ ０００，
１００ ０００，结果见图 ７．在追踪到的人数较少时，由于确诊病例占总人口的比例较小，故对模型基本没有影响；
而在追踪到的接触者人数达到 １０ 万人时，疾病的最终规模会减小为原来的 ９２．４８％，这表明追踪到大量接触

者可以有效控制疾病的传播，这与国内部分地区大规模人口核酸检测的事实相吻合．因此，在传染病的潜伏

期内，及时发现感染病例对控制疾病传播具有重要意义．
通过上述分析可知，山西省早期的防控策略可以有效抑制 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 疫情的传播．其中武汉封城策略的

实施截断了山西省输入病例的来源，隔离发病病例，减少了造成传染病传播的传染源，跟踪隔离确诊病例的

接触者，有效避免了其在本地人群的多代传播．在当前未完成全民疫苗接种和局部聚集性疫情发生的情况

下，加大人口的跟踪隔离与核酸检测可有效减缓疫情的大范围传播．

３　 结　 　 论

本文基于 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 在山西省的实际传播情况，建立了具有输入病例和跟踪隔离确诊病例的密切接触

者的动力学模型．在不考虑输入病例的情况下，分析了模型的动力学行为，得到当基本再生数 （Ｒ０） 小于 １
时，传染病不会发展成为地方病； 当基本再生数（Ｒ０） 大于 １ 时，模型在其正不变集内有且仅有一个地方病

平衡点．
利用已有的山西省 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 数据，基于 Ｒ 语言的 ＥｐｉＥｓｔｉｍ 包，计算实时再生数，通过文献［１７］，得到

山西省的早期控制效能约为 ０．３６，从宏观角度验证了山西省早期的疫情防控措施是有效的．进一步利用模型

的数值拟合验证了单个防控策略的有效性： 对比染病者分别隔离 １４ 天、０ 天、２１ 天、７ 天的染病规模，得到染

病者隔离 １４ 天的防控措施是合理有效的； 通过将武汉封城时间提前、推后两天，得到武汉封城时间越早，染
病规模越小； 分析跟踪隔离确诊病例的接触者对染病规模的影响，由于确诊病例占山西省总人口的比例较

小，因此在跟踪隔离到的接触者的数量较少时，对疾病最终规模基本没有影响，但在追踪隔离到大量接触者

时，染病者的最终规模会变小．这与聚集性疫情发生的情况下大规模核酸检测及时隔离核酸阳性病例的事实

相吻合．
相比于文献［１３］中的模型，本文考虑了跟踪隔离确诊病例的密切接触者，在此种情况下，不需要数据分

段拟合就可达到与文献［１３］相近的结果，这说明本模型是对文献［１３］中模型的改进，同时也表明跟踪隔离

确诊病例的接触者的疫情防控策略是有效的．在当前面临外防输入、内防扩散的情况下，及时有效地跟踪隔

离可以很大程度上减缓疫情的传播．
不同于之前关于重庆、天津的研究［２１］，本文考虑了确诊病例的接触者中染病者的隔离，但仍有许多不足

之处需要改进．由于在本文研究过程中尚未考虑无症状感染者对 ＣＯＶＩＤ⁃１９ 传播的影响，因此在当前形势下，
研究无症状感染者在传染病传播中的影响以及大范围内进行核酸检测对现阶段中国本地疫情的防控具有积
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极作用，在模型中考虑无症状感染者与人群的大规模核酸检测还有待研究．
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Ｙｉｎｇｋｅ， ＺＨＡＯ Ｓｈｉ， ＬＯＵ Ｙｉｊｕｎ， ｅｔ ａｌ． Ｅｐｉｄｅｍｉｏｌｏｇｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｍｏｄｅｌｓ ｏｆ ｃｏｒｏｎａｖｉｒｕｓ ｄｉｓｅａｓｅ ２０１９［Ｊ］ ．
Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， ２０２０， ６９（９）： ０９０２０２．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［８］　 ＴＡＮＧ Ｂ， ＷＡＮＧ Ｘ， ＬＩ Ｑ， ｅｔ ａｌ． Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｒｉｓｋ ｏｆ ｔｈｅ ２０１９⁃ｎＣｏＶ ａｎｄ ｉｔｓ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｆｏｒ
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ｗｗｗ．ｓｈａｎｘｉ．ｇｏｖ．ｃｎ ／ ｓｊ ／ ｓｊｊｄ ／ ２０２００３ ／ ｔ２０２００３０９＿７６８８３６．ｓｈｔｍｌ．（Ｔｈｅ Ｐｅｏｐｌｅ’ ｓ Ｇｏｖｅｒｎｍｅｎｔ ｏｆ Ｓｈａｎｘｉ Ｐｒｏｖｉｎｃｅ．
Ｎａｔｉｏｎａｌ ｅｃｏｎｏｍｉｃ ａｎｄ ｓｏｃｉａｌ ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｂｕｌｌｅｔｉｎ ｏｆ Ｓｈａｎｘｉ ｐｒｏｖｉｎｃｅ ｉｎ ２０１９［ＥＢ ／ ＯＬ］ ． （２０２０⁃０３⁃
０９）［２０２１⁃０５⁃３１］ ． ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ｓｈａｎｘｉ．ｇｏｖ．ｃｎ ／ ｓｊ ／ ｓｊｊｄ ／ ２０２００３ ／ ｔ２０２００３０９＿７６８８３６．ｓｈｔｍｌ．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２０］　 山西省卫生健康委员会． ２０２０ 年 ３ 月 ６ 日山西省新型冠状病毒肺炎疫情情况［ＥＢ ／ ＯＬ］ ． （２０２０⁃０３⁃０６）［２０２１⁃０５⁃
３１］ ． ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｊｗ．ｓｈａｎｘｉ．ｇｏｖ． ｃｎ ／ ｗｊｙｗｌ０２ ／ ２５１９０． ｈｒｈ．（Ｈｅａｌｔｈ Ｃｏｍｍｉｓｓｉｏｎ ｏｆ Ｓｈａｎｘｉ Ｐｒｏｖｉｎｃｅ． ＣＯＶＩＤ⁃１９ ｅｐｉ⁃
ｄｅｍｉｃ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ ｉｎ Ｓｈａｎｘｉ ｐｒｏｖｉｎｃｅ， Ｍａｒｃｈ ６， ２０２０［ＥＢ ／ ＯＬ］ ． （２０２０⁃０３⁃０６）［２０２１⁃０５⁃３１］ ． ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｊｗ．ｓｈａｎｘｉ．
ｇｏｖ．ｃｎ ／ ｗｊｙｗｌ０２ ／ ２５１９０．ｈｒｈ．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２１］　 ＬＩ Ｍ Ｔ， ＣＵＩ Ｊ， ＺＨＡＮＧ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ＣＯＶＩＤ⁃１９ ｗｉｔｈ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｔｉｍｅ ｉｍｐｏｒｔｅｄ ｃａｓｅｓ： Ｔｉａｎｊｉｎ
ａｎｄ Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ａｓ ｃａｓｅｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｆｅｃｔｉｏｕｓ Ｄｉｓｅａｓｅ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２０２１， ６（１）： ６１８⁃６３１．

６１３１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷


