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基于参数化水平集法的材料非线性子结构拓扑优化*

雷　阳，  封建湖

（长安大学 理学院, 西安 710064）

 
摘要：  针对利用传统水平集法进行非线性结构拓扑优化计算过程复杂及计算效率低等问题，将参数化水平集方法

引入材料非线性结构拓扑优化中.通过全局径向基函数插值初始水平集函数，建立了以插值系数为设计变量、结构

的应变能最小为目标函数、材料用量为约束条件的材料非线性结构拓扑优化模型，利用有限元分析对材料非线性结

构建立平衡方程，并用迭代法求解.同时，采用子结构法划分设计区域为若干个子区域，将全自由度平衡方程的求解

分解为缩减的平衡方程和多个子结构内部位移的求解，减小了计算成本.算例表明，这种处理非线性关系的方法可以

在保证数值稳定的同时提高计算效率，得到边界清晰、结构合理的拓扑优化构形.
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Topology Optimization of Nonlinear Material Structures Based on
Parameterized Level Set and Substructure Methods

LEI Yang，  FENG Jianhu
（School of Sciences, Chang’an University, Xi’an 710064, P.R.China）

 
Abstract：In order to overcome the problems of complicated calculation process and lower computational efficiency of the

traditional level set method (LSM)，for nonlinear structure topology optimization, a parameterized level set method (PLSM)

was  introduced.  Through  interpolation  of  the  initial  level  set  function  with  the  globally  supported  radial  basis  function

(GSRBF), a nonlinear material structure topology optimization model was established with the interpolation coefficient as

the design variable,  the  minimum strain  energy of  the  structure  as  the objective function,  and the material  amount  as  the

constraint  condition.  The  equilibrium  equation  for  the  nonlinear  material  structure  was  established  by  finite  element

analysis, and solved with the iterative method. In addition, the substructure method (i.e. the domain decomposition method)

was used to divide the design area into several sub-areas, and the solution to the full degree of freedom equilibrium equation

was decomposed into a set of solutions of reduced equilibrium equations and solutions of multiple substructures’ internal

displacements,  which  could  reduce  the  computation  cost.  Examples  show  that,  this  method  can  ensure  the  numerical

stability,  improve the  computational  efficiency,  and obtain  the  topology optimization configuration with  clear  boundaries

and reasonable structures.
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拓扑优化是结构设计领域中最具挑战的研究，广泛应用于各个领域[1]，各种优化方法层出不穷.水平集法

(level set method)是学者 Osher[2] 提出的一种追踪运动界面的数值方法，它用高一维几何空间 的水平集函

数的零水平集来描述几何空间 中的运动界面，所有边界的几何信息都隐含于水平集函数的零水平集中，可

以轻松地得到光滑的结构边界.但是传统的水平集方法在求解的过程中存在很多数值问题，为了解决这些问

题，研究人员提出了参数化水平集法.它将偏微分方程在时间和空间上解耦成一组常微分方程[3]，函数的演化

过程就转化为插值系数的更新过程，进而结合优化算法，得到最优的拓扑构型.

近几年，拓扑优化发展迅速，但大多数的研究都是基于线弹性材料来计算的，有关非线性问题的研究却较

少.而在很多重要的实际问题中，线性关系不能成立，因此为了追求更加贴合实际的设计，需要不断努力将拓

扑优化扩展到材料非线性领域.在最近的研究中，学者们在非线性领域取得了一定的进展.Wang等[4] 研究了

有限变形条件下材料非线性性能的优化设计问题.Xia等[5] 在双向渐进结构优化 (bi-directional evolutionary
structural optimization, BESO)法的基础上，提出了多尺度弹塑性结构的非线性拓扑优化模型.Chen等[6] 采用

BESO法，提出了弹塑性多孔材料微结构拓扑优化方法.

基于非线性结构拓扑优化的研究，学者们大多采用变密度惩罚 (solid isotropic material with penalization,
SIMP)法和 BESO法，得到的拓扑构型往往存在不同程度的锯齿形边界和棋盘格式等问题.为了消除这些影

响，使结果便于后续处理，引入参数化水平集法来处理非线性结构.此外，在有限元计算中，非线性方程的迭代

求解过程会消耗大量的时间.为了进一步提高计算速率，引入子结构法.

子结构法，又称 Guyan缩减法[7] 或区域分解法.它首先将要计算分析的物体划成若干个子结构，分别求解

再进行整体组装，子结构中的方程由于阶数较低，一般比较容易求解.该方法最早由德国数学家 Schwarz提

出，且国内外计算数学家们对其做了大量的研究及应用工作.例如，封建湖在文献 [8]中采用区域分裂法进行

超音进气道内外流场的计算.在最近的研究中，学者们主要将其用于大规模有限元问题及复杂力学环境下的

问题，以便减小计算成本、提高计算精度.例如，Mahdiabadi等[9] 将子结构方法应用于几何非线性结构动力学

系统，显著地提高了计算精度.近几年，子结构法也被广泛应用于拓扑优化中.Zhao等[10] 提出了一种基于子结

构的飞机机翼结构系统材料优化布局方法，利用 SIMP法求解各拓扑设计单元的材料布局.Wu等[11] 提出了一

种用于分层格结构设计的拓扑优化方法，并发展了带惩罚的简化子结构的近似模型.Fu等[12] 提出了一种具有

子结构的周期结构拓扑优化方法，大大提高了设计效率.

由以上研究可知，在大型复杂问题中，子结构法可以有效地减少计算量，提高计算效率.本文将子结构法

引入基于参数化水平集法的非线性结构拓扑优化中，减少计算机内存，减少非线性结构有限元的计算时间，从

而提高拓扑优化的计算效率. 

1    参数化水平集法

Φ(X, t)在传统水平集方法中，动态结构界面隐式地嵌入高一维水平集函数 的零水平集中.二维结构边界及

相应的水平集函数如图 1所示，二维结构的水平集函数定义如下：
Φ(X, t) > 0, ∀X ∈ Ω\∂Ω, inside,
Φ(X, t) = 0, ∀X ∈ ∂Ω, boundary,
Φ(X, t) < 0, ∀X ∈ D\Ω, outside,

（1）

X = (x,y) D ∂Ω Ω Φ(X, t)其中， 是定义域 内的任意一点， 是实体区域 的边界，水平集函数 通常取为符号距离函数[13]
.

在传统的水平集方法中，使用下面的演化方程来更新水平集函数：

VN = vN(X, t) · n(X, t) = −V · ∇Φ|∇Φ| , （2）

∂Φ

∂t
−VN |∇Φ| = 0, （3）

V = vN(X, t) n(X, t) = −∇Φ/|∇Φ| t其中， 为闭曲线上的法向速度分量， 为闭曲线上的单位外法向量， 表示伪时间.称
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式 (3)为水平集方程，它是一个 Hamilton-Jacobi方程，描述了设计速度场引起的界面运动，通常采用有限差分

法来求解.在求解过程中，由于水平集函数通常取为符号距离函数，因此需要不断地进行重新初始化，以避免

水平集函数的零水平集不再是结构边界曲线[13]
.且演化过程受到差分格式稳定性条件的限制，导致传统水平

集方法计算量较大[14]
.此外，传统的水平集法在演化过程中无法生成新的孔洞，优化结构依赖初始拓扑[15]

.为了

克服这些求解的困难，提高数值稳定性和求解效率，引入参数化水平集法.

水平集函数的参数化是对其大规模散乱数据进行拟合，通常采用径向基函数 (radial  basis  function,
RBF)或 B样条曲线来拟合水平集函数[14]

.径向基函数计算效率高、函数简单、收敛性好、存储方便，被广泛应

用于几何建模和图像处理等多个领域.它用简单的一元函数描述多元函数，对水平集函数进行插值，并通过改

变插值系数间接更新水平集函数，从而实现边界的演化.

Φ(X, t)

这里，用全局径向基函数 (globally supported radial basis function, GSRBF)中的 MQ(multiquadrics)样条来

实现水平集函数的参数化，即水平集函数 由以 N 个固定节点为中心的多个MQ样条来表示：

Φ(X, t) =
N∑

i=1

gi(X)αi(t)+ p(X, t), （4）

gi(X) i αi(t) i

gi(X) =
√

(x− xi)2+ (y− yi)2+ c2 (xi,yi) ∈ D p(X, t)

其中， 为第 个采样点的径向基函数， 为第 个采样点的径向基函数的插值系数.使用如下的全局径向基

函数 ， . 是为了保证径向基函数插值位置及精度的一次多项式[16]
.

在平面问题上，可表示为

p(X, t) = p0(t)+ p1(t)x+ p2(t)y, （5）

p0(t) p1(t) p2(t) p(X, t)其中， ， 和 分别为多项式 的系数.

Xi = (xi,yi), i = 1,2, · · · ,N Φ(X, t)由此，将网格剖分点 代入参数化水平集函数 ，可以得到如下的矩阵形式：

Gα(t) =Φ(t), （6）

其中

G =
( A P

PT 0

)
, A =


g1(X1) . . . gN(X1)
...

. . .
...

g1(XN) · · · gN(XN)

 , P =


1 x1 y1
...
...

...
1 xN yN

 , （7）

α(t) = (α1(t) · · · αN(t) P0(t) P1(t) P2(t))T, （8）

Φ(t) = (Φ(X1, t) · · · Φ(XN , t) 0 0 0)T, （9）

水平集函数也可写为

Φ(X, t) = gT(X)α(t), （10）

其中

g(X) = (g1(X) · · · gN(X) 1 x y)T. （11）

 

 
图 1    二维结构边界及相应的水平集函数

Fig. 1    The 2D structure boundary and the corresponding level set function
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Φ(X, t)将 代入式 (3)中的 Hamilton-Jacobi方程中，可得

gT(X)
dα(t)
dt
−VN

∣∣∣∇gT(X)α(t)
∣∣∣ = 0. （12）

因此，原始的时间相关的 Hamilton-Jacobi偏微分方程 (3)被离散成一个控制运动界面的常微分方程

组，即

G
dα
dt
−B(α, t) = 0, （13）

其中

B(α, t) =



VN(X1, t)
∣∣∣∇gT(X1)α(t)

∣∣∣
...

VN(XN , t)
∣∣∣∇gT(XN)α(t)

∣∣∣
0
0
0


. （14）

VN有关方程 (3)中 的计算将在后面介绍.

基于径向基函数的参数化建模可以在优化过程中保持平滑的水平集函数，而无需重新初始化；且具有在

设计域内部生成新孔的能力，对初始设计的依赖可以大大减轻，既保留了传统水平集法的优点，又简化了优化

过程，提高了计算效率. 

2    材料非线性分析

在实际工程中，大部分工程材料的本构关系为非线性，因此在优化过程中，应考虑材料非线性.在本节中，

我们将讨论非线性材料模型在有限元分析中的应用.

为了考虑材料非线性，Jung等在文献 [17]中利用二阶 Piola-Kirchhoff应力张量和 Green-Lagrange应变张

量导出有效应力和应变，构造了非线性的本构方程.通过它们之间的一般关系来描述材料的非线性，从而得到

不同位移条件下的刚度矩阵；进一步采用迭代法，利用本构方程、平衡方程和几何方程得到结构的位移.本文

采用文献 [17]的非线性本构方程.

在线性关系中，平衡方程为

Ku− P = 0, （15）

K u P其中， 为刚度矩阵， 为实际位移， 为荷载.

K K = K(u)

u

对于式 (15)中的线性方程组，由于 是常数矩阵，可以直接求解，而在非线性关系中，由于 依赖于

未知量 则不能直接求解，因此要进行迭代求解.

在采用迭代法进行非线性分析时，一次性施加全部的荷载，然后逐步调整位移，使以下的基本方程得到

满足：

ψ(u) = K(u)u− P = 0. （16）

u(0) K (u)假设有某个初始的试探解 ，代入上式的 中，可以求得第一个改进的近似解：

u(1) = K−1
(
u(0)

)
P, （17）

K
(
u(0)

)
u(0) n其中， 是 处的刚度矩阵.重复上述过程，可得到 次近似解：

u(n) = K−1
(
u(n−1)

)
P. （18）

er一直到误差的某种范数小于某个规定的容许小量 ，即

∥e∥ =
∥∥∥u(n)−u(n−1)

∥∥∥≤er
. （19）

K
(
u(n−1)

)
由式 (17)和式 (18)可知，要实施迭代法的计算，每次迭代都需要计算新的刚度矩阵 .刚度矩阵的

计算首先采用非线性本构关系[17]，可以得到非线性条件下的弹性张量：
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E = C ·q(ε), （20）

ε ε = Bu B C
q(ε) q(ε)

其中， 是单元应变，与位移的关系可以表示为 ， 为应变-位移矩阵， 是恒定的参考弹性张量.函数

是表示材料特性的函数，本文中采用幂函数材料模式[18]， 取为幂函数.由以上本构关系可得弹性矩阵，

进一步得到单元刚度矩阵，组装单元刚度矩阵可以得到整体刚度矩阵.

β

在数值实现的过程中，刚度矩阵在接近极限状态时可能变得奇异.因此需要对其进行正则化[19]，即在整体

刚度矩阵的每个元素中都加入较小值 .对材料非线性结构进行有限元分析时，每次迭代都需要求解平衡方

程，而对于大规模问题，单元数较多，整体刚度矩阵过大，迭代将消耗大量的时间.为减小有限元计算规模，提

高计算效率和结果的再利用率，引入子结构法进行有限元分析. 

3    子 结 构 法

子结构法首先将整体区域划分为多个子结构，然后在子结构域上进行精细化分，如图 2所示.

Ω M Ω i

m s

在求解平衡方程时，子结构法的基本思想是将设计域 分解为 个子区域 ，先求解子区域边界上的数值

解，然后求内部解.其中，组成整个离散结构的节点可以分为主节点和从节点，主节点一般取子结构边界上的

节点，从节点一般为内部的节点.用下标“ ”表示边界主节点组成的自由度，“ ”表示内部从节点组成的自

由度，则有( Kmm Kms
Ksm Kss

)(Um

Us

)
=

( Pm

Ps

)
. （21）

由式 (21)第二行得

Us = K−1
ss (Ps−KsmUm). （22）

从节点上的荷载一般为零，将式 (22)代入式 (21)第一行中，得缩减后的平衡方程为

KsubUsub = Psub, （23）
Ksub = Kmm−KmsK−1

ss Ksm,

Usub = Um,

Psub = Pm,

（24）

Ksub Usub Psub其中， ， 和 分别为缩减后的刚度矩阵、位移向量和荷载向量.

Um Um

Us

子结构法通过求解缩减后的方程 (23)，可得主节点上的位移 ，将 代入式 (22)即可求得从节点的位移

.由此可得到结构设计域内所有节点的位移，计算各种所需的物理量，完成有限元计算，从而进一步进行参

数化水平集法的拓扑优化，优化流程如图 3所示.

采用子结构法计算具有以下优点：1)缩小计算规模.减少运算过程中数据的准备和输入，以减少单元矩阵

的存储量及平衡方程的求解工作量，降低计算内存的需求.2)提高计算效率.子结构法中将大型结构划分为多

个小规模的子结构，子结构之间可独立求解，且方程阶数较低，可以加快计算速率.3)提高结果的再利用率.划

分为多个子结构的大型复杂问题，若局部结构发生变化，只需计算与局部结构有关的子结构[12]
. 

 

 
图 2    L型设计域子结构划分

Fig. 2    Division of substructures of the L-shaped design domain
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4    最小化问题

结合参数化水平集法，针对材料非线性结构，以体积约束为限制条件，建立了柔度最小化连续体结构拓扑

优化模型：

find α = [α1,α2, · · · ,αN]T,

minimize J (u,Φ(α)) =
w
Ω

(ε(u) : C ·q(ε) : ε(u))H(Φ(α))dΩ,

s.t. a (u,v,Φ(α)) = l (v,Φ(α)) , u|Γ = u0, ∀v ∈ U,

G (Φ(α)) =
w
Ω

H(Φ(α))dΩ−ηV≤0,

αi,min≤αi≤αi,max,

（25）

u v u0 Φ αi

J (u,Φ(α)) q(ε) G (Φ) η V

H(Φ) N αi,max αi,min

其中， 和 分别表示实际位移场和虚位移场， 为边界上的位移， 是以插值系数 为设计变量的水平集函数，

为目标函数， 为表示非线性材料特性的函数， 为体积约束， 为材料体积分数， 为材料体积，

为 Heaviside函数， 为采样点个数， 和 分别为设计变量的上下限.

a (u,v,Φ) l (v,Φ)在平衡条件的弱形式中，根据虚功原理，其中 和 可表示为

a (u,v,Φ) =
w
Ω

(
εT(u) : C ·q(ε) : εkl(v)

)
H(Φ)dΩ, （26）

l (v,Φ) =
w
Ω

f vH(Φ)dΩ+
w
ΓN

cvδ (Φ) |∇Φ|dΩ, （27）

f c δ (Φ)其中， 为体积力， 为边界上的面荷载， 为 Heaviside函数的导数 (Dirac函数).在实际优化过程中，为避免

数值不稳定，需要对 Heaviside函数及其导数进行正则化处理[14]
.

根据形状导数的理论[20]，沿着移动自由边界的法向速度可以由应变能密度和 Lagrange乘数来确定.在非

线性的问题中，法向速度将不同于一般的线性问题：

VN = ε(u) : C ·q(ε) : ε(u)−λ, （28）

λ其中， 是处理体积分数约束的 Lagrange乘数，本文使用增广 Lagrange更新方案来计算，详见文献 [21]. 

5    数 值 算 例

在这一节中， 我们将通过对经典算例进行计算，来验证前文所述方法的可行性.本节所有的算例都为非线

性材料，且本构关系都选用幂函数材料模型[18]
.对于以下算例，在整个设计域上，使用四节点双线性正方形单

 

 
图 3    子结构法材料非线性结构拓扑优化流程图

Fig. 3    The flowchart of nonlinear material structure topology optimization with the substructure method
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元的网格，采用平面应力问题的材料非线性结构的有限元方法进行分析. 

5.1   基于参数化水平集法的材料非线性结构拓扑优化算例

本小节给出了两种经典的数值算例，来说明基于参数化水平集方法的非线性材料结构在其形状和拓扑优

化方面的性能. 

5.1.1    悬臂梁结构

F = −100 60×30

60×30 C0 = 1

Cmin = 10−9 q(ε) ν = 0.3 η = 50%

如图 4所示，悬臂梁的左侧是固定的，在右侧的中点垂直施加一个集中力 .尺寸为 的整个

设计域由 个单元离散，这些单元具有以下特性：固体材料的恒定的参考弹性模量 ，空隙材料

，表示非线性材料特性的函数 采用幂函数材料模型，Poisson比 ，体积限制为 .计算

结果如图 5、图 6所示. 

5.1.2    简支梁结构

F = −100 120×30 120×30

η = 50%

如图 7所示的简支梁，集中力 垂直施加在顶侧的中点. 的整个设计域由 个单元离

散，这些单元与上述悬臂梁有相同的属性，且规定的体积限制也被设定为 .

计算结果如图 8、图 9所示.

由以上两个算例可知，基于参数化水平集法的非线性材料拓扑优化具有良好的收敛性以及数值稳定性，

同时具有清晰光滑的几何边界，可以将结构直接导入 CAE/CAD进行后续的处理.
 

 

 
图 4    悬臂梁优化的设计域及边界条件

Fig. 4    The design domain and boundary conditions for the optimization of a cantilever beam

 

 
图 5    基于迭代法的材料非线性悬臂梁优化设计问题的优化历程

Fig. 5    The evolution history of the nonlinear material cantilever beam optimized design based on the iterative method
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5.2   基于参数化水平集法的材料非线性子结构拓扑优化算例

本小节给出了子结构法有限元和标准有限元法的非线性结构拓扑优化数值算例，来说明使用基于子结构

法的参数化水平集材料非线性结构拓扑优化在计算效率上的优势. 

5.2.1    悬臂梁结构

NCEX×NCEY nelx×nely

C0 = 1 Cmin = 10−9 q(ε) ν = 0.3

η = 50%

如图 4所示悬臂梁，划分为 个子结构，子结构划分为 个单元.这些单元具有以下特性：

固体材料的恒定的参考弹性模量 ，空隙材料 ， 采用幂函数材料模型，Poisson比  ，体

积分数设定为 .

计算结果如表 1所示，其中未标注的都是使用子结构法来计算的结果. 

5.2.2    简支梁结构

NCEX×NCEY nelx×nely

η = 50%

如图 7所示的简支梁，划分为 个子结构，子结构划分为 个单元.单元属性与上述悬臂

梁相同，体积分数设定为 .

 

 
图 6    悬臂梁目标函数和体积分数的收敛曲线

Fig. 6    Convergence curves of the objective function and the volume fraction of the cantilever beam problem
 

 
图 7    简支梁优化的设计域和边界条件

Fig. 7    The design domain and boundary conditions for the optimization of a freely supported beam
 

 
图 8    基于迭代法的材料非线性简支梁优化设计问题的优化历程

Fig. 8    The evolution history of the nonlinear material freely supported beam optimized design based on the iterative method
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计算结果如表 2所示，其中未标注的都是使用子结构法来计算的结果.

在采用标准有限元法求解非线性材料结构拓扑优化问题时，每次有限元分析都需要进行迭代计算，而每

次迭代都需要重新计算新的刚度矩阵，因此，对于自由度数较大的刚度矩阵来说耗时较长.子结构法将全自由

度平衡方程的求解分解为缩减的平衡方程和多个子结构内部位移的求解，而缩减后的平衡方程自由度数量大

大降低，提高了有限元分析的计算效率.一般来说，因为子结构法涉及多个子结构的组装，因此子结构主节点

的数量不宜过多.若主节点数量过多 (即划分子结构数量过多)，会导致缩减的全局刚度矩阵非零元素增多，组

装变慢，使计算效率降低和计算机内存不合理地增加[22]
.而子结构内部从节点的位移计算可采用并行运算，因

此从节点个数对计算效率影响不大.根据表 1和表 2的结果可以看出，同一结构不同算例的目标函数相差不

大，子结构法产生的误差很小.由此可得，将子结构法应用于材料非线性结构的拓扑优化中，可以在保证计算

结果精度的情况下，减少计算量. 

 

 
图 9    简支梁目标函数和体积分数的收敛曲线

Fig. 9    Convergence curves of the objective function and the volume fraction of the freely supported beam

 
表 1    悬臂梁标准有限元法与子结构法计算结果对比

Table 1    The results of the cantilever beam standard finite element method and the substructure method

NCEX ×NCEY nelx ×nely objective function J volume fraction V step time t/s optimized design

standard finite element method: 60×30 4.076 1E5 0.499 9 6.014 7

12×6 5×5 4.072 7E5 0.500 3 4.937 9

6×3 10×10 4.076 1E5 0.499 8 2.736 2

2×1 30×30 4.066 5E5 0.500 3 1.336 4

 
表 2    简支梁标准有限元法与子结构法计算结果对比

Table 2    The results of the freely supported beam standard finite element method and the substructure method

NCEX ×NCEY nelx ×nely objective function J volume fraction V step time t/s optimized design

standard finite element method: 120×30 2.479 7E5 0.499 9 40.358 8

24×6 5×5 2.475 5E5 0.499 9 47.779 5

12×3 10×10 2.476 4E5 0.500 3 30.279 1

4×1 30×30 2.476 3E5 0.501 0 16.701 1
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5.2.3    初始构型的影响

2×1 30×30

4×1 30×30 η = 50%

本小节给出不同初始条件下的悬臂梁和自由支撑梁的算例，悬臂梁与简支梁的设计域和边界条件如图 4和图 7
所示.单元材料参数与上述算例相同，其中悬臂梁划分为 个子结构，子结构内部划分为 个单元；简支

梁划分为 个子结构，子结构内部划分为 个单元.体积限制均为 .

图 10给出了不同的初始设计和优化结果，可以看出，在不同的初始条件下，优化的结果相差不大.该结果

可表明，该算法对初始设计不敏感，并且可以通过使用具有较少初始孔洞的初始设计来获得复杂的优化设计. 

6    结　　论

本文提出了一种基于子结构法的参数化水平集法材料非线性结构拓扑优化方法.该方法解决了传统水平

集法计算复杂和数值不稳定的问题，避免了变密度法锯齿状边界等问题，得到了清晰光滑的结构边界，使得优

化结果更加符合工程实际.同时，在此基础上引入子结构法减小计算机存储量，提高了非线性结构的计算效

率，为复杂环境下的大型非线性工程提供了一种高效的求解方法.算例表明，以上所提出的方法能够在保证计

算精度的情况下提高计算效率，且对结构的初始构型不敏感，有着较强的实用性和普遍性，便于应用于实际

工程.
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