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摘要：　 考虑了二元热传导方程在半无穷区域上解的渐近性质， 其中在柱体的侧面上施加局部非齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 条

件．这种条件模拟了柱体侧面上的绝热材料受到局部破坏的情形．利用微分不等式技术和能量分析的方法， 得到了

热传导模型的 Ｐｈｒａｇｍéｎ⁃Ｌｉｎｄｅｌöｆ 型二择一结果．
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引　 　 言

在偏微分方程中，经典的边界条件有 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ、Ｎｅｕｍａｎｎ 和 Ｒｏｂｉｎ 条件．对偏微分方程在半无穷柱体上解

的渐近性质的研究一直是人们关注的热点．通常的做法是首先定义一个半无穷的柱体区域：
　 　 Ｒ ＝ { （ｘ１，ｘ２，ｘ３） ｜ （ｘ１，ｘ２） ∈ Ｄ，ｘ３ ＞ ０ } ，

其中 Ｄ 是坐标平面 ｘ１Ｏｘ２ 上的一个光滑有界凸区域．再假设方程的解在柱体的侧面上满足齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 或
Ｎｅｕｍａｎｎ 条件，利用能量分析的方法得到解的空间二择性．详细的内容可参见文献［１⁃７］．
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考虑到实际中热量在柱体侧面上与外界发生热交换的情形，Ｈｏｒｇａｎ 和 Ｐａｙｎｅ［８］研究了稳态的调和方程

　 　 Δｕ ＝ ０，　 　 ｘ ∈ Ｒ
在非线性边界条件

　 　 ∂ｕ
∂ｎ

＋ ｇ（ｕ） ＝ ０，　 　 ｘ ∈ ∂Ｄ

下的解空间二择性，其中 Δ ＝ ∂２ ／ ∂ｘ２
１ ＋ ∂２ ／ ∂ｘ２

２ ＋ ∂２ ／ ∂ｘ２
３ ．文献［９］把文献［８］的研究推广到了瞬态的热量方程

中，在对方程中参数的不同范围上，证明了解要么指数式（多项式）增长，要么指数式（多项式）衰减．
我们尤其需要注意，文献［１０］研究了具有局部非齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件的热量方程在有界区域 Ω上解

的存在性以及爆破时间的下界．首先把区域 Ω的边界记为 ∂Ω，以及 ∂Ω ＝ Γ１ ∪Γ２，Γ１ ∩Γ２ ＝⌀ ．所谓的局部

非齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件是
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这种边界条件模拟了柱体表面的绝热材料受到破坏或者受到局部破坏的情形．受此启发， 考虑到柱体侧面

上的绝热材料局部受到破坏的情况， 本文研究了热量方程在局部非齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件下的空间渐近性

质．这种类型的研究可称为 Ｐｈｒａｇｍéｎ⁃Ｌｉｎｄｅｌöｆ 型二择一型研究， 在物理、力学和生物学等学科上有巨大的应

用价值．Ｐｈｒａｇｍéｎ⁃Ｌｉｎｄｅｌöｆ 型二择一型研究是指方程的解在空间变量趋于无穷时要么指数式（多项式）增长

要么指数式（多项式）衰减，关于此方面的最新成果可见文献［１１⁃１４］．本文的主要创新点如下： 首先我们考

虑的非齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件事实上是一个非线性条件，这就造成文献中一些常用的不等式在本文中就不

再成立．我们通过对非线性项作出适当的限制， 从而得到一个关键的微分不等式，然后得到了解的二择性．其
次， 我们给出了一些注解， 对本文的结果进行了推广．

１　 准 备 工 作

在本文中， 我们考虑一个二元混合物中热传导方程非线性模型：
　 　 ｕｔ ＝ ｋ１Δｕ ＋ ｆ１（ｕ，ｖ），　 　 （ｘ，ｔ） ∈ Ｒ × （０， Ｔ）， （１）
　 　 ｖｔ ＝ ｋ２Δｖ ＋ ｆ２（ｕ，ｖ），　 　 （ｘ， ｔ） ∈ Ｒ × （０， Ｔ）， （２）

其中 ｋ１， ｋ２ 是大于零的常数， 函数 ｆ１， ｆ２ 满足

　 　 ｕｆ１（ｕ，ｖ） ＋ ｖｆ２（ｕ，ｖ） ≤ ０． （３）
模型（１） ～ （３）适用于层状复合材料导热性能的研究，Ｉｅｓａｎ［１５］、Ｑｕｉｎｔａｎｉｌｌａ［１６］ 以及 Ｉｅｓａｎ 等［１７］ 对该模型

做了进一步的讨论和研究．
区域 Ｄ 的边界记为 ∂Ｄ，且 ∂Ｄ ＝ Ω１ ∪ Ω２，Ω１ ∩ Ω２ ＝ ⌀ ．本文将经常用到以下记号：
　 　 Ｒ（ ｚ） { ｘ ∈ Ｒ， ｘ３ ≥ ｚ ≥ ０ } ， Ｄ（ ｚ） { （ｘ１，ｘ２） ∈ Ｄ， ｘ３ ＝ ｚ ≥ ０ } ，
　 　 Ωｉ（ ｚ） { （ｘ１，ｘ２） ∈ Ωｉ， ｘ３ ＝ ｚ ≥ ０ } ， Ω∗

ｉ （ ｚ） { （ｘ１，ｘ２） ∈ Ωｉ， ｘ３ ≥ ｚ ≥ ０ } ，
其中　 　 ｉ ＝ １，２．

模型（１） ～ （３）具有以下局部非齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件：

　 　 ∂ｕ
∂ｎ

＝ ０， ∂ｖ
∂ｎ

＝ ０，　 　 （ｘ， ｔ） ∈ Ω∗
１ （０） × （０，Ｔ）， （４）

　 　 ∂ｕ
∂ｎ

＋ ｈ１（ｕ） ＝ ０， ∂ｖ
∂ｎ

＋ ｈ２（ｖ） ＝ ０，　 　 （ｘ， ｔ） ∈ Ω∗
２ （０） × （０，Ｔ）， （５）

其中函数 ｈ１，ｈ２ 满足

　 　 ｕｈ１（ｕ） ≥ ｃ１ ｜ ｕ ｜ ２ｐ， ｖｈ２（ｖ） ≥ ｃ２ ｜ ｖ ｜ ２ｑ，　 　 ｃ１， ｃ２ ＞ ０， ｐ， ｑ ≥ １
２

． （６）

在柱体的有限端 Ｄ × { ０ } × （０，Ｔ）， 有
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　 　 ｕ ＝ ｇ１（ｘ１，ｘ２，ｔ）， ｖ ＝ ｇ２（ｘ１，ｘ２，ｔ）， （７）
其中 ｇ１ 和 ｇ２ 是大于零的可微函数，并在柱体的侧面上满足兼容性条件．初始条件为

　 　 ｕ ＝ ｖ ＝ ０，　 　 ｘ ∈ Ｒ， ｔ ＝ ０． （８）
我们给出以下几个引理．
引理 １［１８］ 　 如果 ω 是一个光滑函数，Ｄ 是二维空间中的一个有界区域， 则存在大于零的常数 Ｃ１ 使得

　 　 ∫
Ｄ
ω ２ｄＡ ≤ Λ１ ∫

Ω２
｜ ω ｜ ｄｌ( )

２
＋ ∫

Ｄ
｜ Ñ２ω ｜ ２ｄＡ[ ] ，

其中 Ñ２ 表示二维的梯度算子．
引理 ２　 设函数 Ｆ（ ｚ） 是一个可微函数，Ｆ′（ ｚ） ≥ ０ 且 Ｆ（ ｚ） 满足：对于 ｚ ≥ ｚ０，

　 　 ｜ Ｆ（ ｚ） ｜ ≤ ｍ０［Ｆ′（ ｚ）］ １ ／ ２ ＋ ｍ１［Ｆ′（ ｚ）］ ＋ ｍ２［Ｆ′（ ｚ）］ ３ ／ ２，　 　 ｍ１， ｍ２ ＞ ０， ０ ＜ ｍ０ ＜
ｍ２

１

３ｍ２
２

． （９）

１） 若存在 ｚ０ ≥ ０ 使得 Ｆ（ ｚ０） ≥ ０，则存在大于零的常数 ｄ１ 和 ｄ２ 使得

　 　 Ｆ（ ｚ） ≥ ［ｄ１ｚ ＋ ｄ２］ ３

成立．
２） 若对任意的 ｚ ≥ ０ 使得 Ｆ（ ｚ） ＜ ０， 则有

　 　 ｌｉｍ
ｘ→∞

－ Ｆ（ ｚ）ｅｘｐ
ｍ２

２ｍ１
ｚ
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ú ≤ ｄ３，

其中 ｄ３ 是大于零的常数．
证明　 １） 由于 Ｆ′（ ｚ） ≥ ０ 且 Ｆ（ ｚ０） ≥ ０，所以 Ｆ（ ｚ） ≥ Ｆ（ ｚ０） ≥ ０，ｚ ≥ ｚ０ ．因此由式（９）可得

　 　 Ｆ（ ｚ） ≤ ｍ１［Ｆ′（ ｚ）］ ＋ ｍ２［Ｆ′（ ｚ）］ ３ ／ ２，　 　 ｚ ≥ ｚ０ ． （１０）
式（１０）可以改写为

　 　 ［Ｆ′（ ｚ）］ １ ／ ２ ＋
ｍ１

３ｍ２
{ }

３

≥ １
ｍ２

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

，　 　 ｚ ≥ ｚ０，

即

　 　 Ｆ′（ ｚ） ≥
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２

，　 　 ｚ ≥ ｚ０ ． （１１）

对式（１１）从 ｚ０ 到 ｚ 积分，可得

　 　 ３∫ｚ
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　 　 　 　 ｄ
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即
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≥ ｚ － ｚ０ ． （１２）
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舍弃式（１２）左边的第五项，并利用不等式

　 　 ３ ａ ＋ ｂ ≤ ３ ａ ＋ ３ ｂ ，　 　 ａ，ｂ ＞ ０．
由式（１２）可得

　 　
３ｍ２

２ｍ１
３ ｍ２

３ Ｆ（ ｚ） ＋ ｌｎ ３ Ｆ（ ｚ） ≥
ｍ２

２ｍ１
（ ｚ － ｚ０） ＋

ｍ２

２ｍ１
Ｑ１（ ｚ０）， （１３）

其中
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ö

ø
÷÷ －

　 　 　 　
２ｍ１

ｍ２
ｌｎ １

３ ｍ２

－

ｍ２
１

３ｍ２
２

３
１
ｍ２

Ｆ（ ｚ０） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
ｍ１

３ｍ２

．

注意到 ｅｘ ＞ ｘ，ｘ ＞ ０， 所以

　 　
３ｍ２

２ｍ１
３ ｍ２

３ Ｆ（ ｚ） ＋ ｌｎ ３ Ｆ（ ｚ） ＝ ｌｎ ｅｘｐ
３ｍ２

２ｍ１
３ ｍ２

３ Ｆ（ ｚ）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

３ Ｆ（ ｚ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≤

　 　 　 　 ｌｎ ｅｘｐ １ ＋
３ｍ２

２ｍ１
３ ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

３ Ｆ（ ｚ）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ １ ＋

３ｍ２

２ｍ１
３ ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

３ Ｆ（ ｚ） ． （１４）

结合式（１３）和（１４），可得

　 　 Ｆ（ ｚ） ≥
ｍ２

２ｍ１（１ ＋ ３ｍ２ ／ （２ｍ１
３ ｍ２ ））

（ ｚ － ｚ０） ＋
ｍ２

２ｍ１（１ ＋ ３ｍ２ ／ （２ｍ１
３ ｍ２ ））

Ｑ１（ ｚ０）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

３

， （１５）

取

　 　 ｄ１ ＝
ｍ２

２ｍ１ １ ＋
３ｍ２

２ｍ１
３ ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

， ｄ２ ＝
ｍ２

２ｍ１ １ ＋
３ｍ２

２ｍ１
３ ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Ｑ１（ ｚ０） －
ｍ２ｚ０

２ｍ１ １ ＋
３ｍ２

２ｍ１
３ ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

，

即可完成引理 ２ 中 １）的证明．
２） 由于对任意的 ｚ ≥ ０ 使得 Ｆ（ ｚ） ＜ ０， 所以

　 　 － Ｆ（ ｚ） ≤ ｍ０［Ｆ′（ ｚ）］ １ ／ ２ ＋ ｍ１［Ｆ′（ ｚ）］ ＋ ｍ２［Ｆ′（ ｚ）］ ３ ／ ２，　 　 ｚ ≥ ０． （１６）
于是由式（１６）可得

　 　 Ｆ′（ ｚ） ≥
３

－ １
ｍ２

Ｆ（ ｚ０） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
ｍ１

３ｍ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２

，　 　 ｚ ≥ ０． （１７）

对式（１７）从 ０ 到 ｚ 积分，可得

　 　 ３∫ｚ
０

３

－ １
ｍ２

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
ｍ１

３ｍ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２

＋
２ｍ１

３ｍ２

３

－ １
ｍ２

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
ｍ１

３ｍ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

ｍ２
１

９ｍ２
２

３

－ １
ｍ２

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
ｍ１

３ｍ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２
×

　 　 　 　 ｄ
３

－ １
ｍ２

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
ｍ１

３ｍ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≤－ ｚ，

即

　 　 ３
３

－ １
ｍ２

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
３

－ １
ｍ２

Ｆ（０） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋
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２ｍ１

ｍ２
ｌｎ

３

－ １
ｍ２

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
ｍ１

３ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － ｌｎ

３

－ １
ｍ２

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
ｍ１

３ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－

　 　 　 　

ｍ２
１

３ｍ２
２

３

－ １
ｍ２

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
ｍ１

３ｍ２

＋

ｍ２
１

３ｍ２
２

３

－ １
ｍ２

Ｆ（０） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
ｍ１

３ｍ２

≤－ ｚ ． （１８）

在式（１８）中舍弃右边的第一项和第六项， 可得

　 　 ｌｎ
３

－ １
ｍ２

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
ｍ１

３ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｅｘｐ －

ｍ１

６ｍ２
３

－ １
ｍ２

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
ｍ１

３ｍ２

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

≤

　 　 　 　 －
ｍ２

２ｍ１
ｚ ＋

３ｍ２

２ｍ１

３

－ １
ｍ２

Ｆ（０） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

＋ ｌｎ
３

－ １
ｍ２

Ｆ（０） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
ｍ１

３ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

所以

　 　
３

－ １
ｍ２

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
ｍ１

３ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｅｘｐ －

ｍ１

６ｍ２
３

－ １
ｍ２

Ｆ（０） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
ｍ１

３ｍ２

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

≤ Ｑ０ｅｘｐ －
ｍ２

２ｍ１
ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１９）

其中

　 　 Ｑ０ ＝ ｌｎ
３

－ １
ｍ２

Ｆ（０） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

－
ｍ１

３ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｅｘｐ ３ｍ２

２ｍ１

３

－ １
ｍ２

Ｆ（０） ＋
ｍ３

１

２７ｍ３
２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

由于 － Ｆ（ ｚ） ＞ ０，结合 Ｆ（ ｚ） 的单调性以及式（１９） 可知 － Ｆ（ ｚ） 必然随 ｚ→ ∞ 呈指数式衰减，且衰减率至少

和 ｅｘｐ（ － ｚｍ２ ／ （２ｍ１）） 一样快．证毕．
引理 ３　 设函数 Ｆ（ ｚ） 是一个可微函数，Ｆ′（ ｚ） ≥ ０ 且 Ｆ（ ｚ） 满足

　 　 ｜ Ｆ（ ｚ） ｜ ≤ ｍ３［Ｆ′（ ｚ）］ １ ／ ２ ＋ ｍ４［Ｆ′（ ｚ）］，　 　 ｍ３， ｍ４ ＞ ０． （２０）
１） 若存在 ｚ０ ≥ ０ 使得 Ｆ（ ｚ０） ≥ ０，则存在大于零的常数 ｄ４， 使得

　 　 Ｆ（ ｚ） ≥ ｄ４ｅｘｐ
１
ｍ４

ｚæ

è
ç

ö

ø
÷

成立．
２） 若对任意的 ｚ ≥ ０ 使得 Ｆ（ ｚ） ＜ ０， 则有

　 　 ｌｉｍ
ｘ→∞

－ Ｆ（ ｚ）ｅｘｐ
ｍ２

２ｍ１
ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ≤ ｄ５，

其中 ｄ５ 是大于零的常数．
证明 １） 若存在 ｚ０ ≥ ０ 使得 Ｆ（ ｚ０） ≥ ０， 与引理 ２ 类似， 由式（２０）可得

　 　 Ｆ（ ｚ） ≤ ｍ３［Ｆ′（ ｚ）］ １ ／ ２ ＋ ｍ４［Ｆ′（ ｚ）］，　 　 ｚ ≥ ｚ０ ． （２１）
在式（２１）中解出 Ｆ′（ ｚ） 可得

　 　 Ｆ′（ ｚ） ≥ １
ｍ４

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ２

３

４ｍ２
４

－
ｍ３

２ｍ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２

． （２２）

对式（２２）从 ｚ０ 到 ｚ 积分，可得
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　 　 ２ｍ４∫ｚ
ｚ０

１
ｍ４

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ２

３

４ｍ２
４

１
ｍ４

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ２

３

４ｍ２
４

－
ｍ３

２ｍ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２ ｄ １
ｍ４

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ２

３

４ｍ２
４

－
ｍ３

２ｍ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ≥ ｚ － ｚ０，

即

　 　 ２ｍ４ ｌｎ
１
ｍ４

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ２

３

４ｍ２
４

－
ｍ３

２ｍ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － ２ｍ４ ｌｎ

１
ｍ４

Ｆ（ ｚ０） ＋
ｍ２

３

４ｍ２
４

－
ｍ３

２ｍ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

　 　 　 　
ｍ３

１
ｍ４

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ２

３

４ｍ２
４

－
ｍ３

２ｍ４

＋
ｍ３

１
ｍ４

Ｆ（ ｚ０） ＋
ｍ２

３

４ｍ２
４

－
ｍ３

２ｍ４

≥ ｚ － ｚ０ ． （２３）

在式（２３）中舍弃第三项，可得

　 　 １
ｍ４

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ２

３

４ｍ２
４

－
ｍ３

２ｍ４
≥ Ｑ１ｅｘｐ

１
２ｍ４

ｚæ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２４）

其中

　 　 Ｑ１ ＝ ｍ５ｅｘｐ
－ ｍ３

２ｍ５ｍ４

－ １
２ｍ４

ｚ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｍ５ ＝ １

ｍ４
Ｆ（ ｚ０） ＋

ｍ２
３

４ｍ２
４

－
ｍ３

２ｍ４
．

再利用不等式

　 　 ａ ＋ ｂ ≤ ａ ＋ ｂ ，　 　 ａ，ｂ ＞ ０，
然后在式（２４）两边平方可得

　 　 Ｆ（ ｚ） ≥ ｍ４Ｑ２
１ｅｘｐ

１
ｍ４

ｚæ

è
ç

ö

ø
÷ ．

在引理 ２ 中取 ｄ４ ＝ ｍ４Ｑ２
１ 即可．

２） 若对任意的 ｚ ≥ ０ 使得 Ｆ（ ｚ） ＜ ０， 类似地， 可得

　 　 － Ｆ（ ｚ） ≤ ｍ３［Ｆ（ ｚ）］ １ ／ ２ ＋ ｍ４［Ｆ（ ｚ）］，　 　 ｚ ≥ ０．
于是可得

　 　 ２ｍ４ ｌｎ － １
ｍ４

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ２

３

４ｍ２
４

－
ｍ３

２ｍ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － ２ｍ４ ｌｎ － １

ｍ４
Ｆ（０） ＋

ｍ２
３

４ｍ２
４

－
ｍ３

２ｍ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

　 　 　 　
ｍ３

－ １
ｍ４

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ２

３

４ｍ２
４

－
ｍ３

２ｍ４

＋
ｍ３

－ １
ｍ４

Ｆ（０） ＋
ｍ２

３

４ｍ２
４

－
ｍ３

２ｍ４

≤－ ｚ ． （２５）

在式（２５）中舍弃第四项， 再采取和式（１９）类似的计算可得

　 　 － １
ｍ４

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ２

３

４ｍ２
４

－
ｍ３

２ｍ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｅｘｐ －

ｍ３

２ｍ４

－ １
ｍ４

Ｆ（ ｚ） ＋
ｍ２

３

４ｍ２
４

－
ｍ３

２ｍ４

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

≤ Ｑ２ｅｘｐ － １
２ｍ４

ｚæ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２６）

其中

　 　 Ｑ２ ＝ － １
ｍ４

Ｆ（０） ＋
ｍ２

３

４ｍ２
４

－
ｍ３

２ｍ４
．

与引理 ２ 类似， 由式（２６）即可完成对引理 ３ 的证明．证毕．
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２　 二择一定理

为了推导本文的二择一结果， 首先引入一个辅助函数：

　 　 Ｅ（ ｚ，ｔ） ＝ ∫ｔ
０
∫
Ｄ（ ｚ）

ｋ１
∂ｕ
∂ｘ３

ｕ ＋ ｋ２
∂ｖ
∂ｘ３

ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＡｄη Ｊ１ ＋ Ｊ２ ． （２７）

设 ｚ０ 是 ｘ３ 轴上的某个点满足 ０ ≤ ｚ０ ≤ ｚ ．利用散度定理以及方程（１）和（２），可得

　 　 Ｅ（ ｚ，ｔ） － Ｅ（ ｚ０，ｔ） ＝ ∫ｔ
０
∫ｚ
ｚ０
∫
Ｄ（ξ）

［ｋ１ Ñ·（Ñｕｕ） ＋ ｋ２ Ñ·（Ñｖｖ）］ｄＡｄξｄη ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫ｚ
ｚ０
∫
Ω２（ξ）

［ｋ１ｈ１（ｕ）ｕ ＋ ｋ２ｈ２（ｖ）ｖ］ｄｌｄξｄη ＝

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫ｚ
ｚ０
∫
Ｄ（ξ）

［ｋ１ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋ ｋ２ ｜ Ñｖ ｜ ２］ｄＡｄξｄη ＋ １
２ ∫

ｚ

ｚ０
∫
Ｄ（ξ）

（ｕ２ ＋ ｖ２）ｄＡｄξ ｜ η ＝ ｔ －

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫ｚ
ｚ０
∫
Ｄ（ξ）

［ｕｆ１（ｕ，ｖ） ＋ ｖｆ２（ｕ，ｖ）］ｄＡｄξｄη ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫ｚ
ｚ０
∫
Ω２（ξ）

［ｋ１ｈ１（ｕ）ｕ ＋ ｋ２ｈ２（ｖ）ｖ］ｄｌｄξｄη ． （２８）

对式（２８）微分，可得

　 　 ∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ） ＝ ∫ｔ
０
∫
Ｄ（ ｚ）

［ｋ１ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋ ｋ２ ｜ Ñｖ ｜ ２］ｄＡｄη ＋ １
２ ∫Ｄ（ ｚ）（ｕ２ ＋ ｖ２）ｄＡ ｜ η ＝ ｔ －

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
Ｄ（ ｚ）

［ｕｆ１（ｕ，ｖ） ＋ ｖｆ２（ｕ，ｖ）］ｄＡｄη ＋ ∫ｔ
０
∫
Ω（ ｚ）

［ｋ１ｈ１（ｕ）ｕ ＋ ｋ２ｈ２（ｖ）ｖ］ｄｌｄη ． （２９）

接下来，使用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式、Ｙｏｕｎｇ 不等式和引理 １，由式（２７）可得

　 　 ｜ Ｊ ｜ １ ≤ ｋ１ ∫ｔ
０
∫
Ｄ（ ｚ）

∂ｕ
∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄＡｄηæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

∫ｔ
０
∫
Ｄ（ ｚ）

ｕ２ｄＡｄη( )
１ ／ ２

≤

　 　 　 　 ｋ１ Λ１ ∫ｔ
０
∫
Ｄ（ ｚ）

∂ｕ
∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄＡｄηæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

∫ｔ
０
∫
Ω２（ ｚ）

｜ ｕ ｜ ｄｌｄη( )
２
＋ ∫ｔ

０
∫
Ｄ（ ｚ）

｜ Ñ２ｕ ｜ ２ｄＡｄη[ ]
１ ／ ２

≤

　 　 　 　 １
２

ｋ１ Λ１ ∫ｔ
０
∫
Ｄ（ ｚ）

｜ Ñｕ ｜ ２ｄＡｄη ＋

　 　 　 　 １
２

ｋ１ Λ１ ∫ｔ
０
∫
Ｄ（ ｚ）

∂ｕ
∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄＡｄηæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

∫ｔ
０
∫
Ω２（ ｚ）

｜ ｕ ｜ ｄｌｄη( ) ． （３０）

利用式（６）， 有

　 　 ∫ｔ
０
∫
Ｄ（ ｚ）

∂ｕ
∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄＡｄηæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

∫ｔ
０
∫
Ω２（ ｚ）

｜ ｕ ｜ ｄｌｄη( ) ≤

　 　 　 　 ｜ Ω２ ｜ （２ｐ－１） ／ （２ｐ） ∫ｔ
０
∫
Ｄ（ ｚ）

∂ｕ
∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄＡｄηæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

∫ｔ
０
∫
Ω２（ ｚ）

｜ ｕ ｜ ２ｐｄｌｄη( )
１ ／ （２ｐ）

≤

　 　 　 　 ｜ Ω２ ｜ （２ｐ－１） ／ （２ｐ） ｃ －１ ／ （２ｐ）
１

ｐ
ｐ ＋ １

ε －ｐ
１ ∫ｔ

０
∫
Ｄ（ ｚ）

∂ｕ
∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄＡｄηæ

è
ç

ö

ø
÷

（ｐ＋１） ／ （２ｐ）

＋é

ë
êê

　 　 　 　 １
ｐ ＋ １

ε １ ∫ｔ
０
∫
Ω２（ ｚ）

ｕｈ１（ｕ）ｄｌｄη( )
（ｐ＋１） ／ （２ｐ） ù

û
úú ，

其中 ε １ 是大于零的任意常数， ｜ Ω２ ｜ 表示区域 Ω２ 的长度．取 ε １ ＝ ｐ１ ／ （ｐ＋１） 再把上式代入到式（３０），可得

　 　 ｜ Ｊ１ ｜ ≤
１
２

ｋ１ Λ１ ∫ｔ
０
∫
Ｄ（ ｚ）

｜ Ñｕ ｜ ２ｄＡｄη ＋

　 　 　 　 ｋ１ Λ１ ｜ Ω２ ｜ （２ｐ－１） ／ （２ｐ） ｃ －１ ／ （２ｐ）
１

ｐ
ｐ ＋ １

ε －ｐ
１ ∫ｔ

０
∫
Ｄ（ ｚ）

∂ｕ
∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄＡｄηæ

è
ç

ö

ø
÷

（ｐ＋１） ／ （２ｐ）

＋é

ë
êê

　 　 　 　 １
ｐ ＋ １

ε １ ∫ｔ
０
∫
Ω２（ ｚ）

｜ ｕ ｜ ２ｐｄｌｄη( )
（ｐ＋１） ／ （２ｐ） ù

û
úú ． （３１）
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类似地，可得

　 　 ｜ Ｊ２ ｜ ≤
１
２

ｋ２ Λ１ ∫ｔ
０
∫
Ｄ（ ｚ）

｜ Ñｖ ｜ ２ｄＡｄη ＋

　 　 　 　 ｋ２ Λ１ ｜ Ω２ ｜ （２ｑ－１） ／ （２ｑ） ｃ －１ ／ （２ｑ）
２

ｑ
ｑ ＋ １

ε －ｑ
２ ∫ｔ

０
∫
Ｄ（ ｚ）

∂ｖ
∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄＡｄηæ

è
ç

ö

ø
÷

（ｑ＋１） ／ （２ｑ）

＋é

ë
êê

　 　 　 　 １
ｑ ＋ １

ε ２ ∫ｔ
０
∫
Ω２（ ｚ）

｜ ｖ ｜ ２ｑｄｌｄη( )
（ｑ＋１） ／ （２ｑ） ù

û
úú ， （３２）

其中 ε ２ ＝ ｑ１ ／ （ｑ＋１） ．把式（３１）和（３２）代入式（２７），可得

　 　 ｜ Ｅ（ ｚ，ｔ） ｜ ≤ Ｃ１
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ＋ Ｃ２

∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

（ｐ＋１） ／ （２ｐ）

＋ Ｃ３
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

（ｑ＋１） ／ （２ｑ）

， （３３）

其中

　 　 Ｃ１ ＝ １
２

Λ１ ｍａｘ { ｋ１，ｋ２ } ， Ｃ２ ＝ ｋ１ Λ１ ｜ Ω２ ｜ （２ｐ－１） ／ （２ｐ）Ｃ －１ ／ （２ｐ）
１ ε －ｐ

１ ，

　 　 Ｃ３ ＝ ｋ２ Λ１ ｜ Ω２ ｜ ｜ Ω２ ｜ （２ｑ－１） ／ （２ｑ） ｃ －１ ／ （２ｑ） ｐ
ｐ ＋ １

ε －ｐ
１ ．

下一步我们讨论在 ｐ， ｑ 的不同范围上， 方程（１） ～ （８）解的空间渐近性质．
① 当 １ ／ ２ ≤ ｑ ≤ ｐ ＜ １ 时，１ ＜ （ｐ ＋ １） ／ （２ｐ） ≤ （ｑ ＋ １） ／ （２ｑ） ≤ ３ ／ ２．于是利用 Ｙｏｕｎｇ 不等式，可得

　 　 Ｃ２
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

（ｐ＋１） ／ （２ｐ）

＝ Ｃ２
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

（２ｐ－１） ／ ｐ ∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

（３ ／ ２）（（１－ｐ） ／ ｐ）

≤

　 　 　 　 ２ｑ － １
ｑ

Ｃ２
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ＋ １ － ｐ

ｐ
Ｃ２

∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

３ ／ ２

． （３４）

类似地

　 　 Ｃ３
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

（ｑ＋１） ／ （２ｑ）

≤ ２ｑ － １
ｑ

Ｃ３
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ＋ １ － ｑ

ｑ
Ｃ３

∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

３ ／ ２

． （３５）

把式（３４）和（３５）代入式（３３），可得

　 　 ｜ Ｅ（ ｚ，ｔ） ｜ ≤ Ｃ４
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ＋ Ｃ５

∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

３ ／ ２

， （３６）

其中

　 　 Ｃ４ ＝ Ｃ１ ＋ ２ｐ － １
ｐ

Ｃ２ ＋ ２ｑ － １
ｑ

Ｃ３， Ｃ５ ＝ １ － ｐ
ｐ

Ｃ２ ＋ １ － ｑ
ｑ

Ｃ３ ．

② 当 １ ／ ２ ≤ ｑ ≤ １ ＜ ｐ 时，１ ／ ２ ＜ （ｐ ＋ １） ／ （２ｐ） ＜ １ ＜ （ｑ ＋ １） ／ （２ｑ） ≤ ３ ／ ２．利用 Ｙｏｕｎｇ 不等式，可得

　 　 Ｃ２
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

（ｐ＋１） ／ （２ｐ）

＝ Ｃ２
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

（１ ／ ２）（ｐ－１） ／ ｐ ∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

１ ／ ｐ

≤

　 　 　 　 ｐ － １
ｐ

Ｃ２ε ３
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

１ ／ ２

＋ １
ｐ

Ｃ２ε １－ｐ
３

∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ， （３７）

其中 ε ３ 是大于零的任意常数．把式（３５）和（３７）代入到式（３３），可得

　 　 ｜ Ｅ（ ｚ，ｔ） ｜ ≤ Ｃ６ε ３
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

１ ／ ２

＋ Ｃ７
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ＋ Ｃ８

∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

３ ／ ２

， （３８）

其中

　 　 Ｃ６ ＝ ｐ － １
ｐ

Ｃ２， Ｃ７ ＝ Ｃ１ ＋ １
ｐ

Ｃ２ε １－ｐ
３ ＋ ２ｑ － １

ｑ
Ｃ３， Ｃ８ ＝ １ － ｑ

ｑ
Ｃ３ ．

在式（３６）中利用引理 ２（ｍ０ ＝ ０）；在式（３８） 中取 ε ３ ＜ Ｃ２
７ ／ （３Ｃ６Ｃ２

８）， 然后利用引理 ２，可得到以下定理．
　 　 定理 １　 设 ｕ， ｖ 为问题（１） ～ （８）在一个半无穷柱体 Ｒ上的解．当 １ ／ ２≤ ｑ ＜ １，１ ／ ２≤ ｐ ＜ １或 ｐ ＞ １时，
则以下两种情况必有一种成立， 即能量函数要么随 ｚ → ∞ 多项式增长， 且增长速度至少和 ｚ３ 一样快； 要么

５７９第 ９ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 李远飞，等： 二元热传导方程的 Ｐｈｒａｇｍéｎ⁃Ｌｉｎｄｅｌöｆ 型二择一结果



随 ｚ → ∞ 指数式衰减， 且衰减速度至少和 ｅｘｐ（ － ｚＣ５ ／ （２Ｃ４）） 一样快．

注 １　 当能量函数衰减时， ｌｉｍｚ→∞ Ｅ（ ｚ，ｔ） ＝ ０．此时我们对式（２９） 从 ０ 到 ｚ 积分，可得

　 　 － Ｅ（ ｚ，ｔ） ＝ ∫ｔ
０
∫
Ｒ（ ｚ）

［ｋ１ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋ ｋ２ ｜ Ñｖ ｜ ２］ｄｘｄη ＋ １
２ ∫Ｒ（ ｚ）（ｕ２ ＋ ｖ２）ｄｘ

η ＝ ｔ
－

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫
Ｒ（ ｚ）

［ｕｆ１（ｕ，ｖ） ＋ ｖｆ２（ｕ，ｖ）］ｄｘｄη ＋ ∫ｔ
０
∫
Ω∗
２ （ ｚ）

［ｋ１ｈ１（ｕ）ｕ ＋ ｋ２ｈ２（ｖ）ｖ］ｄｌｄη ．

③ 当 ｐ ≥ ｑ ＞ １ 时，１ ／ ２ ＜ （ｐ ＋ １） ／ （２ｐ） ≤ （ｑ ＋ １） ／ （２ｑ） ＜ １．与式（３７）类似，可得

　 　 Ｃ３
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

（ｑ＋１） ／ （２ｑ）

≤ ｑ － １
ｑ

Ｃ３
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

１ ／ ２

＋ １
ｑ

Ｃ３
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ． （３９）

把式（３７）和（３９）代入式（３３）， 可得

　 　 ｜ Ｅ（ ｚ，ｔ） ｜ ≤ Ｃ９
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

１ ／ ２

＋ Ｃ１０
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ， （４０）

其中

　 　 Ｃ９ ＝ ｐ － １
ｐ

Ｃ２ε ３ ＋ ｑ － １
ｑ

Ｃ３， Ｃ１０ ＝ Ｃ１ ＋ １
ｐ

Ｃ２ε １－ｐ
３ ＋ １

ｑ
Ｃ３ ．

在式（４０）中利用引理 ３， 可得以下定理．
定理 ２　 设 ｕ， ｖ 为问题（１） ～ （８）在一个半无穷柱体 Ｒ 上的解．当 ｐ ≥ ｑ ＞ １ 时，则以下两种情况必有一

种成立，即能量函数要么随 ｚ → ∞ 指数式增长， 且增长速度至少和 ｅｘｐ（ ｚ ／ Ｃ１０） 一样快； 要么随 ｚ → ∞ 指数

式衰减， 且衰减速度至少和 ｅｘｐ（ － ｚ ／ （２Ｃ１０）） 一样快．
④ 当 ｐ ＝ ｑ ＝ １ 时，式（３３）可以写为

　 　 ｜ Ｅ（ ｚ，ｔ） ｜ ≤ Ｃ１１
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ， （４１）

其中 Ｃ１１ ＝ Ｃ１ ＋ Ｃ２ ＋ Ｃ３ ．由式（４１）可知

　 　 Ｅ（ ｚ，ｔ） ≤ Ｃ１１
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

或者

　 　 － Ｅ（ ｚ，ｔ） ≤ Ｃ１１
∂
∂ｚ

Ｅ（ ｚ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

成立．
对上式积分可得以下定理．
定理 ３　 设 ｕ， ｖ 为问题（１） ～ （８）在一个半无穷柱体 Ｒ 上的解．当 ｐ ＝ ｑ ＝ １ 时，则以下两种情况必有一种

成立，即能量函数要么随 ｚ → ∞ 指数式增长， 且增长速度至少和 ｅｘｐ（ ｚ ／ Ｃ１１） 一样快； 要么随 ｚ → ∞ 指数式

衰减， 且衰减速度至少和 ｅｘｐ（ － ｚ ／ Ｃ１１） 一样快．

注 ２　 若 ｆ１（ｕ，ｖ） ＝ － τ（ｕ － ｖ）， ｆ２（ｕ，ｖ） ＝ τ（ｕ － ｖ），τ ＞ ０， 方程（１）和（２）在刚性固体二元混合物中有着广泛的应用．
Ｈｏｒｇａｎ 和 Ｑｕｉｎｔａｎｉｌｌａ［１９］就获得了解在柱体区域上的空间衰减估计， 不过他们在柱体侧面上假设解满足齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条

件．然而我们的结果可以直接推广到此种情形．更一般地， 我们的结果也可以向更加一般的情形推广， 例如：
􀃠 线性函数

　 　 ｆ１（ｕ，ｖ） ＝ － τ１ｕ ＋ τ ２ｖ， ｆ２（ｕ，ｖ） ＝ τ３ｕ － τ ４ｖ，　 　 τ ｉ ＞ ０， τ １τ ４ ≥ １
４
（τ ２ ＋ τ ３） ２ ．

􀃡 非线性函数

　 　 ｆ１（ｕ，ｖ） ＝ － ａｕｖ２， ｆ２（ｕ，ｖ） ＝ ｂｕｖ２，　 　 ａ ≥ ｂ ＞ ０．

注 ３　 本文的方法可以向更一般化的抛物方程推广， 例如：
　 　 τ １ｕｔ ＋ τ２ｖｔ ＝ ｋ１Δｕ ＋ ｆ１（ｕ，ｖ），
　 　 τ ２ｕｔ ＋ τ３ｖｔ ＝ ｋ２Δｖ ＋ ｆ２（ｕ，ｖ），
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其中　 　 τ １ ＞ ０，τ １τ ３ ＞ τ ２
２ ．

３　 结论及展望

本文把已有文献中的结果推广到了具有局部非线性边界条件的二元抛物方程之中，我们的主要工作是

控制了边界项．然而本文的研究还可以持续下去：第一，可以利用文献［２０］的方法研究方程（１）和（２）在局部

非线性条件下解的存在性以及爆破现象；第二， 如果方程（１）和（２）受到一个辅助条件的约束， 该条件是由

温度的初始值和之后某个时刻的值的组合构成，即
　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ αｕ（ｘ，Ｔ）， （４２）

其中 α 是一个非零常数．这种条件是由 Ｓｈｏｗａｌｔｅｒ［２１］引入的， 并一直受到学术界的关注．如果式（８）由式（４２）
代替， 此时研究问题 （１）和（２）解的空间渐近性是一个有意思的话题．据笔者所知， 这种类型的研究目前还

比较少， 是我们接下来关注的重点．

致谢　 本文作者衷心感谢广州华商学院科研团队项目（２０２１ＨＳＫＴ０１）对本文的资助．
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