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摘要：　 该文研究了一类具有非局部 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件和非线性吸收项的多方渗流方程解的全局存在性和爆破情

况．首先针对所研究方程定义了其上下解，并建立和证明了比较原理；然后通过构造函数以及利用微分不等式、特征

值特征函数、常微分方程的解和椭圆第二边值的解等方法对方程进行了研究，得到了对于不同取值范围的参数、权
函数和初始值时，方程非负解的全局存在性和在有限时间内爆破的充分条件．
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引　 　 言

考虑一类具有非局部 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件和非线性吸收项的多方渗流方程的初边值问题：

　 　

ｕｔ ＝ Δｕｍ ＋ ∫
Ω
ｕｐｄｘ － ｃｕｑ， ｘ ∈ Ω， ｔ ＞ ０，

∂ｕ
∂ν

＝ ∫
Ω
ｋ（ｘ，ｙ）ｕｌ（ｙ，ｔ）ｄｙ， ｘ ∈ ∂Ω， ｔ ＞ ０，

ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０（ｘ）， ｘ ∈ Ω，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１）
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其中， Ω是 Ｒｎ（ｎ≥１） 中具有光滑边界 ∂Ω的有界区域；ｍ ＞ １，ｐ，ｑ，ｌ ＞ ０；ｃ是正常数；权函数 ｋ（ｘ，ｙ） 是定义

在 ∂Ω × Ω
－
上的非负连续函数；ν 是 ∂Ω 上的单位外法向量；非负初值 ｕ０（ｘ） ∈ Ｃ１（Ω

－
）， 且满足相容条件：

　 　
∂ｕ０

∂ν
＝ ∫

Ω
ｋ（ｘ，ｙ）ｕｌ

０（ｙ）ｄｙ，　 　 ｘ ∈ ∂Ω ．

在过去的几十年里，已经有大量的文献研究了非局部非线性 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件下方程 （组） 解的性质，
参见文献［１⁃７］，而对于具有非局部非线性 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件的研究则少之又少．最近几年，人们逐渐开始关

注具有非线性非局部 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件的反应扩散方程解的全局存在性和爆破性［８⁃１３］ ．例如，２０１６ 年，Ｇｌａｄ⁃
ｋｏｖ 等［８］研究了半线性抛物方程：

　 　

ｕｔ ＝ Δｕ ＋ ｃ（ｘ，ｔ）ｕｐ， ｘ ∈ Ω， ｔ ＞ ０，
∂ｕ（ｘ，ｔ）

∂ν
＝ ∫

Ω
ｋ（ｘ，ｙ）ｕｌ（ｙ，ｔ）ｄｙ， ｘ ∈ ∂Ω， ｔ ＞ ０，

ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０（ｘ）， ｘ ∈ Ω，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中 Ω ∈ Ｒｎ（ｎ ≥ １），∂ｕ ／ ∂ν 是函数 ｕ 在外法线方向上的方向导数，ｐ ＞ ０， ｌ ＞ ０．他们证明了对于 ｍａｘ（ｐ，ｌ）
≤ １，解是全局存在的；当 ｐ ≤ １，ｌ ＞ １ 时，解在边界上是爆破的；以及对于不同的初始值，解的全局性和爆破

情况．
同年，Ｚｈｏｕ 和 Ｙａｎｇ［９］探究了具有加权非线性非局部 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件的反应扩散方程：

　 　

ｕｔ ＝ Δｕ ＋ ｃ（ｘ，ｔ）ｕｐ∫
Ω
ｕｑ（ｙ，ｔ）ｄｙ， ｘ ∈ Ω， ０ ＜ ｔ ＜ Ｔ，

∂ｕ
∂ν

＝ ∫
Ω
ｋ（ｘ，ｙ）ｕｌ（ｙ，ｔ）ｄｙ， ｘ ∈ ∂Ω， ０ ＜ ｔ ＜ Ｔ，

ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０（ｘ）， ｘ ∈ Ω，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

其中 ｐ，ｑ，ｌ ＞ ０．他们利用最大值原理和比较原理，得出了对于不同取值范围的 ｐ，ｑ，ｌ 值，解的全局存在性和

爆破性．
２０１８ 年，Ｗａｎｇ 等［１０］研究了如下反应扩散方程：

　 　

ｕｔ ＝ Δｕ ＋ ａｕｐ∫
Ω
ｕｑ（ｙ，ｔ）ｄｙ － ｂｕｍ， ｘ ∈ Ω， ０ ＜ ｔ ＜ Ｔ，

∂ｕ
∂ν

＝ ∫
Ω
ｋ（ｘ，ｙ）ｕｌ（ｙ，ｔ）ｄｙ， ｘ ∈ ∂Ω， ０ ＜ ｔ ＜ Ｔ，

ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０（ｘ）， ｘ ∈ Ω，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

其中 ｐ，ｑ，ｌ，ｍ ＞ ０，ｋ（ｘ，ｙ） 是定义在 ｘ ∈ ∂Ω，ｙ ∈ Ω 的正连续有界函数．在非局部非线性 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件

下，他们讨论了解的全局与非全局存在性的条件．
２０１９ 年，Ｌｉｕ 等［１３］研究了如下具有非线性非局部边界通量和完全耦合源的反应扩散方程：

　 　

ｕｔ ＝ Δｕ ＋ ｃ１（ｘ，ｔ）ｕαｖｐ， ｖｔ ＝ Δｖ ＋ ｃ２（ｘ，ｔ）ｕｑｖβ， （ｘ，ｔ） ∈ ＱＴ，
∂ｕ
∂η

＝ ∫
Ω
ｋ１（ｘ，ｙ，ｔ）ｕｍ（ｙ，ｔ）ｄｙ， （ｘ，ｔ） ∈ ＳＴ，

∂ｖ
∂η

＝ ∫
Ω
ｋ２（ｘ，ｙ，ｔ）ｕｎ（ｙ，ｔ）ｄｙ， （ｘ，ｔ） ∈ ＳＴ，

ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０（ｘ）， ｖ（ｘ，０） ＝ ｖ０（ｘ）， ｘ ∈ Ω，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

其中常数 α，β，ｐ，ｑ，ｍ，ｎ ≥ ０．他们把解分成了同时和非同时爆破两类，并证明了爆破速率以及爆破时间的上

界和下界．
本文是在上述文献的基础上将 Δｕ 升级为 Δｕｍ， 从而对具有非局部非线性 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件和非线性

吸收项的多方渗流方程（１）展开研究．这样进行改进以及创新的依据是：数学上通常把半线性抛物型方程

∂ｕ ／ ∂ｔ ＝ Δｕ ＋ ｆ（ｕ，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｔ） 叫做反应扩散方程，其中 ｕ ＝ ｕ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） 表示某种意义下的浓度（或温
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度、密度等），则根据 Ｆｉｃｋ 第一定律 Ｊ ＝ － Ｄ∂ｕ ／ ∂ｘ，扩散系数 Ｄ为常数；而将 Δｕ升级为 Δｕｍ 后，根据 Ｆｉｃｋ 第二

定律 ∂ｕ ／ ∂ｔ ＝ Ｄ∂２ｕ ／ ∂ｘ２，方程的扩散系数 Ｄ 是随浓度，也就是方程中的 ｕ 变化的，此时，方程变为拟线性抛物

型方程，相对于半线性抛物型方程而言，其研究难度更大．此外，热传导方程的传播速度为无穷大，而多方渗

流方程可以描述有限传播速度，故对多方渗流方程解的性质的研究在某些方面更具有现实意义．而与

Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件相比，具有 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件的方程研究难度更大，因为我们需要对未知函数在边界外法

线的方向导数进行求解，这无疑为论文论证过程中的构造函数这一重要环节增加了难度，且求导后的函数值

的正负性可能会发生变化，同样为论文的研究造成了更大的困难．综上为本文研究内容的创新点和难点阐

述．本文的安排如下：首先在第 １ 节中，针对所研究方程（１），定义了上下解并建立了比较原理，其在后面证明

过程中有着重要作用；在第 ２ 节，对于不同取值范围的 ｐ，ｑ，ｌ，ｍ、 权函数 ｋ（ｘ，ｙ） 以及初始值进行了分类讨

论，得出问题（１）的全局存在性和在有限时间内爆破的充分条件；在最后一节中，我们进行了简单的总结．

１　 比 较 原 理

在本节中，针对问题（１）建立了比较原理．令

　 　 ＱＴ ＝ Ω × （０，Ｔ）， ＳＴ ＝ ∂Ω × （０，Ｔ）， ΓＴ ＝ ＳＴ ∪ Ω
－
× { ０ } ，　 　 Ｔ ＞ ０．

下面给出问题（１）的上解和下解的定义．
定义 １　 如果非负函数 ｕ－ ∈ Ｃ２，１（ＱＴ） ∩ Ｃ（ＱＴ ∪ ΓＴ） 满足

　 　

ｕ－ ｔ ≥ Δｕ－ ｍ ＋ ∫
Ω
ｕ－ ｐｄｘ － ｃｕ－ ｑ， ｘ ∈ Ω， ｔ ＞ ０，

∂ｕ－

∂ν
≥ ∫

Ω
ｋ（ｘ，ｙ）ｕ－ ｌ（ｙ，ｔ）ｄｙ， ｘ ∈ ∂Ω， ｔ ＞ ０，

ｕ－（ｘ，０） ≥ ｕ０（ｘ）， ｘ ∈ Ω
－
，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（２）

则称 ｕ－ 是问题（１）的上解．
如果 ｕ－ ≥ ０ 满足式（２）的相反符号，则称 ｕ－ ∈ Ｃ２，１（ＱＴ） ∩ Ｃ（ＱＴ ∪ ΓＴ） 是问题（１）的下解．
如果一个函数既是问题（１）在 ＱＴ 中的上解又是下解，则称其是问题（１）在 ＱＴ 中的解．
根据文献［１４］中定理 ４．１．１ 有如下引理．

引理 １　 设 ｕ０（ｘ） ＞ ０（ｘ ∈ Ω
－
），且 ｕ（ｘ，ｔ） 是问题（１）在 ＱＴ 中的解，则当（ｘ，ｔ） ∈ ＱＴ ∪ ΓＴ 时，有

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＞ ０．
引理 ２（比较原理）　 令 ｕ－（ｘ，ｔ） 和 ｕ－（ｘ，ｔ） 分别是问题（１）在 ＱＴ 中的上解和下解，若初始值满足 ｕ－（ｘ，０）

＞ ０，ｕ－（ｘ，０） ≥ δ ＞ ０，其中 δ 是任意正常数，且 ｕ－（ｘ，０） ≥ ｕ－（ｘ，０），则当（ｘ，ｔ） ∈ ＱＴ ∪ ΓＴ 时，有
　 　 ｕ－（ｘ，ｔ） ≥ ｕ－（ｘ，ｔ） ．

证　 定义函数 φ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ２，１（Ｑ
－

ｔ）（０ ＜ ｔ ＜ Ｔ） 为非负函数，且满足齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件 ∂φ ／ ∂ν ＝ ０．将
式（２）中的第一个不等式两边同时乘以 φ，然后对其在 Ｑｔ 上积分，利用 Ｇｒｅｅｎ 公式计算得

　 　 ∫
Ω
φ（ｘ，ｔ）ｕ－（ｘ，ｔ）ｄｘ ≥

　 　 　 　 ∫
Ω
φ（ｘ，０）ｕ－（ｘ，０）ｄｘ ＋ ∫∫

Ｑｔ
ｕ－φτ ＋ ｕ－ ｍΔφ ＋ φ∫

Ω
ｕ－ ｐｄｙ － ｃφｕ－ ｑ( ) ｄｘｄτ ＋

　 　 　 　 ｍ∫ｔ
０
∫
∂Ω
ｕ－ ｍ－１φ∫

Ω
ｋ（ｘ，ｙ）ｕ－ ｌｄｙｄＳｘｄτ ． （３）

另一方面，下解满足与式（３）相反的不等式：

　 　 ∫
Ω
φ（ｘ，ｔ）ｕ－（ｘ，ｔ）ｄｘ ≤

　 　 　 　 ∫
Ω
φ（ｘ，０）ｕ－（ｘ，０）ｄｘ ＋ ∫∫

Ｑｔ
ｕ－φτ ＋ ｕ－

ｍΔφ ＋ φ∫
Ω
ｕ－
ｐｄｙ － ｃφｕ－

ｑ( ) ｄｘｄτ ＋
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　 　 　 　 ｍ∫ｔ
０
∫
∂Ω
ｕ－
ｍ－１φ∫

Ω
ｋ（ｘ，ｙ）ｕ－

ｌｄｙｄＳｘｄτ ． （４）

令 ω（ｘ，ｔ） ＝ ｕ－（ｘ，ｔ） － ｕ－（ｘ，ｔ）， 用式（４）减式（３）并运用中值定理得

　 　 ∫
Ω
φ（ｘ，ｔ）ω（ｘ，ｔ）ｄｘ ≤

　 　 　 　 ∫
Ω
φ（ｘ，０）ω（ｘ，０）ｄｘ ＋ ∫∫

Ｑｔ
ω（φτ ＋ Φ１Δφ － ｃφΦ２）ｄｘｄτ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｑｔ
φ ∫

Ω
ωΦ３ｄｙ( ) ｄｘｄτ ＋ ｍｌ∫ｔ

０
∫
∂Ω
ｕ－
ｍ－１φ ∫

Ω
ｋ（ｘ，ｙ）ωθｌ －１

１ ｄｙ( ) ｄＳｘｄτ ＋

　 　 　 　 ｍ（ｍ － １）∫ｔ
０
∫
∂Ω
ωθｍ－２

２ φ ∫
Ω
ｋ（ｘ，ｙ）ｕ－ ｌ（ｙ，τ）ｄｙ( ) ｄＳｘｄτ， （５）

其中

　 　 Φ１（ｘ，ｔ） ＝ ｍ∫１
０
（θｕ－ ＋ （１ － θ）ｕ－）ｍ－１ｄθ，

　 　 Φ２（ｘ，ｔ） ＝ ｑ∫１
０
（θｕ－ ＋ （１ － θ）ｕ－） ｑ－１ｄθ，

　 　 Φ３（ｘ，ｔ） ＝ ｐ∫１
０
（θｕ－ ＋ （１ － θ）ｕ－） ｐ－１ｄθ，

θ１ 和 θ２ 是介于 ｕ－（ｘ，ｔ） 和 ｕ－（ｘ，ｔ） 之间的正连续函数．由 ｕ－， ｕ－ ∈ Ｃ２，１（ＱＴ） ∩ Ｃ（ＱＴ ∪ΓＴ） 可知 ｕ－（ｘ，ｔ） 和 ｕ－（ｘ，
ｔ） 是有界函数，当 ｍ ＞ １， ｐ ≥１ 和 ｑ ≥１ 时，显然有 Φｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 是有界的；当 ０ ＜ ｐ ＜ １ 时，由于 ｕ－（ｘ，ｔ）
＞ ０，且 ｕ－（ｘ，ｔ） ≥ δ ＞ ０，可得Φ３（ｘ，ｔ） ≤ δｐ－１ ．因此，可利用文献［１５］（Ｐ：１１８⁃１２３）中的方法，选取函数 φ（ｘ，
ｔ） 为下面问题的一个解：

　 　

φτ ＋ Φ１Δφ － ｃφΦ２ ＝ ０， （ｘ，τ） ∈ Ｑｔ，
∂φ
∂ν

＝ ０， （ｘ，τ） ∈ Ｓｔ，

φ（ｘ，ｔ） ＝ γ（ｘ）， ｘ ∈ Ω，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

其中， γ（ｘ） ∈ Ｃ∞
０ （Ω），０ ≤ γ（ｘ） ≤ １．则有

　 　 ∫
Ω
ω（ｘ，ｔ）γ（ｘ）ｄｘ ≤ Ｃ１∫ｔ

０
∫
Ω
ω ＋ ｄｘｄτ ＋ Ｃ２∫ｔ

０
∫
∂Ω
ω ＋ ｄｘｄτ ≤ （Ｃ１ ＋ Ｃ２）∫ｔ

０
∫
Ω
ω ＋ ｄｘｄτ， （６）

其中， ω ＋ ＝ ｍａｘ { ０，ω } 且 Ｃ１，Ｃ２ ＞ ０．
因为不等式（６）对每一个函数 γ（ｘ） 都成立，可以在 Ｌ１（Ω） 中选择函数序列 γｎ（ｘ） ∈ Ｃ∞

０ （Ω）， 使其收敛

到函数：

　 　 γ（ｘ） ＝
１，　 　 ω（ｘ，ｔ） ＞ ０，
０，　 　 ω（ｘ，ｔ） ≤ ０ ．{

用 γｎ（ｘ） 代替式（６） 中的 γ（ｘ），并令 ｎ → ∞， 得到

　 　 ∫
Ω
ω ＋ （ｘ，ｔ）ｄｘ ≤ （Ｃ１ ＋ Ｃ２）∫ｔ

０
∫
Ω
ω ＋ ｄｘｄτ ．

利用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式知 ω ＋ ＝ ０， 即

　 　 ｕ－（ｘ，ｔ） ≥ ｕ－（ｘ，ｔ），　 　 （ｘ，ｔ） ∈ ＱＴ ．
综上， ｕ－（ｘ，ｔ） ≥ ｕ－（ｘ，ｔ）， （ｘ，ｔ） ∈ ＱＴ ∪ ΓＴ ． □

注 １　 利用不动点定理和压缩映射原理，可以得到问题（１）古典解的局部存在性［１６］ ．证明过程是标准的，此处省略．

２　 全局存在性和有限时间内爆破

本节给出了对于不同取值范围的 ｐ，ｑ，ｌ，ｍ、权函数 ｋ（ｘ，ｙ） 以及初始值，方程（１）的非负解的全局存在性

和爆破情况．
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令 λ 和 φ（ｘ） 分别是下面问题的特征值和对应的特征函数：

　 　
－ Δφ（ｘ） ＝ λφ， ｘ ∈ Ω，
φ（ｘ） ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω ．{ （７）

则 λ ＞ ０，在Ω上φ（ｘ） ＞ ０，在 ∂Ω上 ∂φ ／ ∂ν ＜ ０，将这样的φ（ｘ） 进行单位化，使得∫
Ω
φ（ｘ）ｄｘ ＝ １．记Ｍ ＝ ｓｕｐ∂Ω×Ω

－

ｋ（ｘ，ｙ），Ｌ ＝ ｓｕｐΩ
－ φ（ｘ） ．

定理 １　 设 ｑ≥ ｐ，ｑ≥ｍ（或 ｐ≤１，ｑ≥ｍ），ｌ≤１，则对任意的函数 ｋ（ｘ，ｙ） 及任意的非负初值，问题（１）
都有全局解．

证　 让 λ 和 φ（ｘ） 满足式（７），令 ｕ－（ｘ，ｔ） ＝ ｄｅｘｐ［（ｂｔ － ａφ（ｘ）） ／ ｍ］ ．在 ｑ ≥ ｐ，ｑ ≥ ｍ 的情况下，常数 ａ，
ｂ 和 ｄ 满足

　 　 ａ ≥ ｍＭ ｜ Ω ｜ ｍａｘ
∂Ω

－ ∂φ
∂ν

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

， ｂ ≥ ０， ｄ ≥ ｍａｘ { １，ｅｘｐ（ａＬ ／ ｍ） ｓｕｐ
Ω
－

ｕ０（ｘ） } ．

或在 ｐ ≤ １，ｑ ≥ ｍ 的情况下，常数 ａ，ｂ 和 ｄ 满足

　 　 ａ ≥ ｍＭ ｜ Ω ｜ ｍａｘ
∂Ω

－ ∂φ
∂ν

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

， ｂ ≥ ｍｅｘｐ（ａＬ ／ ｍ） ｜ Ω ｜ ， ｄ ≥ ｍａｘ { １，ｅｘｐ（ａＬ ／ ｍ） ｓｕｐ
Ω
－

ｕ０（ｘ） } ．

则由简单的计算可得，只要 ｑ ≥ ｐ，ｑ ≥ ｍ 时，
　 　 ｃ ≥ （ ｜ Ω ｜ ＋ ａλφ ＋ ａ２ ｜ Ñφ ｜ ２）ｅｘｐ（ａｑＬ ／ ｍ）；

或 ｐ ≤ １，ｑ ≥ ｍ 时，
　 　 ｃ ≥ （ａλφ ＋ ａ２ ｜ Ñφ ｜ ２）ｅｘｐ（ａｑＬ ／ ｍ） ．

则

　 　 ｕ－ ｔ － Δｕ－ ｍ － ∫
Ω
ｕ－ ｐｄｘ ＋ ｃｕ－ ｑ ＝

　 　 　 　 ｂ
ｍ

ｕ－ － （ａλφ ＋ ａ２ ｜ Ñφ ｜ ２）ｕ－ ｍ － ｄｐｅｘｐ（ｐｂｔ ／ ｍ）∫
Ω
ｅｘｐ［ － ａｐφ（ｘ） ／ ｍ］ｄｘ ＋ ｃｕ－ ｑ ≥

　 　 　 　 ｂ
ｍ

ｕ－ ＋ ｃｕ－ ｑ － ｄｐ ｜ Ω ｜ ｅｘｐ（ｐｂｔ ／ ｍ） － （ａλφ ＋ ａ２ ｜ Ñφ ｜ ２）ｕ－ ｍ ≥ ０，

　 　 ∂ｕ－

∂ν
－ ∫

Ω
ｋ（ｘ，ｙ）ｕ－ ｌ（ｙ，ｔ）ｄｙ ＝

　 　 　 　 ｄｅｘｐ（ｂｔ ／ ｍ） ａ
ｍ

－ ∂φ
∂ν

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｄｌｅｘｐ（ ｌｂｔ ／ ｍ）∫

Ω
ｋ（ｘ，ｙ）ｅｘｐ［ － ａｌφ（ｙ） ／ ｍ］ｄｙ ≥

　 　 　 　 ｄｅｘｐ（ｂｔ ／ ｍ） ａ
ｍ

－ ∂φ
∂ν

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｍ ｜ Ω ｜æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥ ０，

　 　 ｕ－（ｘ，０） ＝ ｄｅｘｐ［ － ａφ（ｘ） ／ ｍ］ ≥ ｕ０（ｘ） ．
因此， ｕ－（ｘ，ｔ） 是问题（１）的上解．由比较原理可知 ｕ（ｘ，ｔ） ≤ ｕ－（ｘ，ｔ）， 则问题（１）有全局解． □

定理 ２　 设 ｐ ＞ ｑ ＞ ｍ ＞ １，ｌ ＞ ０，１ ／ Ｌ ＞ ２ｃ，则对任意的函数 ｋ（ｘ，ｙ） ＞ ０， ｕ０（ｘ） 满足∫
Ω
ｕ０（ｘ）φ（ｘ）ｄｘ

＞ １， 则问题（１）的解在有限时间爆破．
证　 选取 φ（ｘ） 满足式（７），令 ｕ（ｘ，ｔ） 是问题（１）的解，定义如下辅助函数：

　 　 Ｊ（ ｔ） ＝ ∫
Ω
φ（ｘ）ｕ（ｘ，ｔ）ｄｘ ．

对函数 Ｊ（ ｔ） 关于 ｔ 求导可得

　 　 Ｊ′（ ｔ） ＝ ∫
Ω
φ Δｕｍ ＋ ∫

Ω
ｕｐｄｘ － ｃｕｑ( ) ｄｘ ≥

　 　 　 　 － λ∫
Ω
φｕｍｄｘ ＋ ∫

Ω
ｕｐｄｘ － ｃ∫

Ω
φｕｑｄｘ ． （８）

因为 ｑ ＞ ｍ， 由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和 Ｙｏｕｎｇ 不等式可得
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　 　 ∫
Ω
φｕｍｄｘ ≤ ∫

Ω
φｕｄｘ( )

（ｑ－ｍ） ／ （ｑ－１） ∫
Ω
φｕｑｄｘ( )

（ｍ－１） ／ （ｑ－１）
≤

　 　 　 　 ｑ － ｍ
ｑ － １

ε －（ｍ－１） ／ （ｑ－ｍ）∫
Ω
φｕｄｘ ＋ ｍ － １

ｑ － １
ε∫

Ω
φｕｑｄｘ， （９）

其中

　 　 ε ＝ ｃ（ｑ － １）
λ（ｍ － １）

．

将式（９）代入式（８）中，有

　 　 Ｊ′（ ｔ） ≥－ λ ｑ － ｍ
ｑ － １

ε －（ｍ－１） ／ （ｑ－ｍ）∫
Ω
φｕｄｘ ＋ ｍ － １

ｑ － １
ε∫

Ω
φｕｑｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∫

Ω
ｕｐｄｘ － ｃ∫

Ω
φｕｑｄｘ ．

令

　 　 Ｋ ＝ λ（ｑ － ｍ） ／ （ｑ － １）·ε －（ｍ－１） ／ （ｑ－ｍ），
则

　 　 Ｊ′（ ｔ） ≥－ Ｋ∫
Ω
φｕｄｘ ＋ ∫

Ω
ｕｐｄｘ － ２ｃ∫

Ω
φｕｑｄｘ ．

对 ｕｐ 运用逆 Ｙｏｕｎｇ 不等式，再由 Ｊｅｎｓｅｎ 不等式以及 ∫
Ω
φ（ｘ）ｄｘ ＝ １ 得

　 　 Ｊ′（ ｔ） ≥ ∫
Ω

－ Ｋｕ ＋ ｐ
Ｌｑ

ｕｑ － ２ｃｕｑæ

è
ç

ö

ø
÷ φｄｘ － ｐ － ｑ

ｑ
｜ Ω ｜ ≥

　 　 　 　 ｐ
Ｌｑ

ｕｑ － ２ｃæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｊｑ － ＫＪ ＋ ｐ － ｑ

ｑ
｜ Ω ｜æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

因为 ｐ ／ （Ｌｑ） － ２ｃ ＞ ０，且 ｆ（Ｊ） ＝ Ｊｑ 是凸函数，则存在 η ＞ １， 使得

　 　 ｐ
Ｌｑ

－ ２ｃæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｊｑ ≥ ２ ＫＪ ＋ ｐ － ｑ

ｑ
｜ Ω ｜æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 Ｊ ≥ η ．

故

　 　 Ｊ′（ ｔ） ≥ １
２

ｐ
Ｌｑ

－ ２ｃæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｊｑ ． （１０）

由式（１０）有
　 　 ｌｉｍ

ｔ→Ｔ －０
Ｊ（ ｔ） ＝ ＋ ∞，

其中

　 　 Ｔ０ ＝ ２
（ｑ － １）（ｐ ／ （Ｌｑ） － ２ｃ）Ｊｑ－１（０）

．

综上，由比较原理知， ｕ（ｘ，ｔ） 在有限时间爆破．
定理 ３　 设 ｐ ＝ ｑ ＞ １， 则问题（１）既有爆破解又有全局解．
 若 ｜ Ω ｜ ＞ ｃ，ｕ０（ｘ） 足够大，则对任意 ｋ（ｘ，ｙ） ≥ ０， 解在有限时间内爆破．

 若 ｐ ＞ ｍ，ｌ ＞ １，∫
Ω
ｋ（ｘ，ｙ）ｄｙ≤１，ｃ充分大，则当 ｕ０（ｘ） ≤（ρψ（ｘ）） １ ／ ｍ 时，解全局存在．其中 ρ由式（１２）

定义，ψ（ｘ） 是如下椭圆方程第二边值问题的正解：

　 　
Δψ（ｘ） ＝ ｋ ＝ ｜ ∂Ω ｜

｜ Ω ｜
， ｘ ∈ Ω，

∂ψ
∂ν

＝ １， ｘ ∈ ∂Ω ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１１）

证　  考虑常微分方程

　 　 ｕ′（ ｔ） ＝ （ ｜ Ω ｜ － ｃ）ｕ－
ｐ， ｕ－（０） ＝ ｕ－ ０，

其中

９２９第 ９ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 李建军，等： 一类多方渗流方程正解的存在性和爆破性



　 　 ０ ＜ ｕ－ ０ ＜ ｍｉｎ
Ω
－

ｕ０（ｘ） ．

显然， ｕ－（ ｔ） 是问题（１） 的下解，而 ｌｉｍｔ→Ｔ －０
ｕ－（ ｔ） ＝ ＋ ∞， 其中

　 　 Ｔ０ ＝ １
（ｐ － １）（ ｜ Ω ｜ － ｃ）ｕ－

ｐ－１
０

．

所以，由比较原理可知 ｕ（ｘ，ｔ） 在有限时间内爆破．
 在式（１１）中，对于正常数 Ｃ，ψ（ｘ） ＋ Ｃ 仍是式（１１）的解，因此不妨令 ０ ＜ Ａ ＜ ψ（ｘ） ＜ Ｂ ．设 ｕ－（ｘ） ＝

（ρψ（ｘ）） １ ／ ｍ， 其中

　 　
ｋ

ｃＡｐ ／ ｍ － Ｂｐ ／ ｍ ｜ Ω ｜
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ／ （ｐ－ｍ）

＜ ρ ＜
１

ｍＢ１＋（ ｌ －１） ／ ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ／ （ ｌ －１）

． （１２）

经计算，对于 （ｘ，ｔ） ∈ ＱＴ， 有

　 　 ｕ－ ｔ（ｘ） － Δｕ－ ｍ ＝ － ρΔψ（ｘ） ＝
　 　 　 　 － ρｋ ＞ ρ·ρ（ｐ－ｍ） ／ ｍ（Ｂｐ ／ ｍ ｜ Ω ｜ － ｃＡｐ ／ ｍ） ＞

　 　 　 　 ρｐ ／ ｍ ∫
Ω
ψｐ ／ ｍ（ｘ）ｄｘ － ｃψｐ ／ ｍ（ｘ）( ) ＝

　 　 　 　 ∫
Ω
ｕ－ ｐ（ｘ）ｄｘ － ｃｕ－ ｑ（ｘ） ．

对于 （ｘ，ｔ） ∈ ＳＴ， 有

　 　 ∂ｕ－

∂ν
－ ∫

Ω
ｋ（ｘ，ｙ）ｕ－ ｌ（ｙ，ｔ）ｄｙ ＝

　 　 　 　 １
ｍ

ρ１ ／ ｍψ１ ／ ｍ－１ － ρｌ ／ ｍ∫
Ω
ｋ（ｘ，ｙ）ψｌ ／ ｍ（ｙ）ｄｙ ＝

　 　 　 　 ρ１ ／ ｍ １
ｍ

ψ１ ／ ｍ－１ － ρ（ ｌ －１） ／ ｍ∫
Ω
ｋ（ｘ，ｙ）ψｌ ／ ｍｄｙæ

è
ç

ö

ø
÷ ＞

　 　 　 　 ρ１ ／ ｍ １
ｍ

ψ１ ／ ｍ－１ － １
ｍＢ１＋（ ｌ －１） ／ ｍ∫Ωｋ（ｘ，ｙ）ψｌ ／ ｍｄｙæ

è
ç

ö

ø
÷ ＞ ０．

此外， ｕ０（ｘ） ≤ （ρψ（ｘ）） １ ／ ｍ ．
由比较原理可知， ｕ（ｘ，ｔ） ≤ ｕ－（ｘ，ｔ）， 因此问题（１）有全局解． □

３　 总　 　 结

本文研究了一类具有非局部 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件以及非线性吸收项的多方渗流方程解的性质，即全局存

在性和有限时间内爆破．经过几种情况的讨论和证明可知，解的全局性和爆破取决于参数 ｐ，ｑ，ｌ，ｍ，权函数

ｋ（ｘ，ｙ） 以及初始值的范围．在整个研究过程中，本文首先定义了方程（１）的上下解并建立和证明了比较原

理，为后面解的性质的证明奠定了基础；再构造合适的函数，并利用微分不等式、特征函数、常微分方程的解

以及椭圆方程第二边值问题的解等方法，得出了方程（１）解的全局存在性和爆破的充分条件，丰富了这一数

学领域的研究．
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［２］　 朱位秋． 几类非线性系统对白噪声参激与 ／或外激平稳响应的精确解［Ｊ］ ． 应用数学和力学， １９９０， １１（２）： １５５⁃
１６４．（ＺＨＵ Ｗｅｉｑｉｕ． Ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｓｅｖｅｒａｌ ｃｌａｓｓｅｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｔｏ ｐａｒａｍｅｔ⁃
ｒｉｃ ａｎｄ ／ ｏｒ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｗｈｉｔｅ ｎｏｉｓｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９９０， １１（２）： １５５⁃１６４．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

０３９ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



［３］　 ＧＬＡＤＫＯＶ Ａ， ＫＩＭ Ｋ Ｉ． Ｂｌｏｗ⁃ｕｐ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｅｍｉｌｉｎｅａｒ ｈｅａｔ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００８， ３３８（１）： ２６４⁃２７３．

［４］　 ＷＡＮＧ Ｙ， ＭＵ Ｃ， ＸＩＡＮＧ Ｚ． Ｂｌｏｗｕｐ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ａ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉｕｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉ⁃
ｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ＆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２００７， １９２（２）： ５７９⁃５８５．

［５］　 ＹＥ Ｚ， ＸＵ Ｘ Ｊ． Ｇｌｏｂａｌ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｂｌｏｗ⁃ｕｐ ｆｏｒ ａ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉｕｍ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
ａｎｄ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｓｏｕｒｃｅｓ［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０１３， ８２： １１５⁃１２６．

［６］　 ＬＩ Ｙ Ｈ， ＭＩ Ｙ Ｓ， ＭＵ Ｃ Ｌ． Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｎｏｎ⁃
ｌｏｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ Ｓｃｉｅｎｔｉａ， ２０１４， ３４（３）： ７４８⁃７５８．

［７］　 张正策， 王彪． 含有非线性梯度项的退化抛物方程解的爆破率估计［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１０， ３１（６）： ７５６⁃
７６４．（ＺＨＡＮＧ Ｚｈｅｎｇｃｅ， ＷＡＮＧ Ｂｉａｏ． Ｂｌｏｗ⁃ｕｐ ｒａｔｅ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｆｏｒ ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｇｒａｄｉｅｎｔ ｔｅｒｍ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１０， ３１（６）： ７５６⁃７６４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［８］　 ＧＬＡＤＫＯＶ Ａ， ＫＡＶＩＴＯＴＡ Ｔ． Ｂｌｏｗ⁃ｕｐ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ ｓｅｍｉｌｉｎｅａｒ ｈｅａｔ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０１６， ９５（９）： １９７４⁃１９８８．

［９］　 ＺＨＯＵ Ｓ， ＹＡＮＧ Ｚ Ｄ． Ｂｌｏｗ⁃ｕｐ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｒｅａｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｂｒｉｔｉｓｈ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ＆ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０１６， １６： １⁃９．

［１０］　 ＷＡＮＧ Ｊ， ＹＡＮＧ Ｈ． Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｒｅａｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｂｓｏｒｐｔｉｏｎ ａｎｄ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｎｏｎｌｏｃａｌ Ｎｅｕｍａｎｎ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｖａｌｕｅ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ， ２０１８， ２０１８． ＤＯＩ： １０．１１８６ ／
ｓ１３６６１⁃０１８⁃１０６９⁃９．

［１１］　 ＬＩＵ Ｂ， ＷＵ Ｇ， ＳＵＮ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｂｌｏｗ⁃ｕｐ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｉｎ ａ ｒｅａｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｆｌｕｘ
ａｎｄ ｓｏｕｒｃｅ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ａｎｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１９， ７８（６）： １８６２⁃１８７７．

［１２］　 ＧＬＡＤＫＯＶＡ Ａ， ＧＵＥＤＤＡ Ｍ． Ｇｌｏｂａｌ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ ｓｅｍｉｌｉｎｅａｒ ｈｅａｔ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｅｍｏ⁃
ｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０２０， ９９（１６）： ２８２３⁃２８３２．

［１３］　 ＬＩＵ Ｂ， ＬＩＮ Ｈ， ＬＩ Ｆ， ｅｔ ａｌ． Ｂｌｏｗ⁃ｕｐ ａｎａｌｙｓｅｓ ｉｎ ｒｅａｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｆｌｕｘ［Ｊ］ ． Ｚｅｉｔｓｃｈｒｉｆｔ ｆüｒ Ａｎｇｅｗａｎｄｔｅ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｋ ｕｎｄ Ｐｈｙｓｉｋ， ２０１９， ７０（４）： １０６⁃１３３．

［１４］　 王明新． 非线性抛物型方程［Ｍ］ ． 北京： 科学出版社， １９９３．（ＷＡＮＧ Ｍｉｎｇｘｉｎ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｐａｒａｂｏｌｉｃ Ｅｑｕａｔｉｏｎ
［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， １９９３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１５］　 ＡＮＤＥＲＳＯＮ Ｊ Ｒ． Ｌｏｃａｌ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｍｕ⁃
ｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｐａｒｔｉａｌ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， １９９１， １６（１）： １０５⁃１４３．

［１６］　 ＧＬＡＤＫＯＶ Ａ． Ｉｎｉｔｉａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ ａ ｓｅｍｉｌｉｎｅａｒ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ａｂｓｏｒｐｔｉｏｎ ａｎｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｎｏｎｌｏｃａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｌｉｔｈｕａｎｉａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２０１７， ５７（４）： ４６８⁃４７８．

１３９第 ９ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 李建军，等： 一类多方渗流方程正解的存在性和爆破性


