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摘要：　 给出了时空分数阶 Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程的一个高效数值算法．首先，利用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换将时空分数阶 Ｃａｈｎ⁃
Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程转化为空间分数阶 Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程；然后，结合 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法和有限差分法得到一个时间二阶、空
间谱精度的高效数值格式；最后，通过数值实验验证本文数值算法的有效性，并验证其满足能量耗散性质和质量守

恒定律．

关　 键　 词：　 分数阶 Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程；　 Ｌａｐｌａｃｅ 变换；　 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法；　 有限差分法；　 能量耗散；　
质量守恒

中图分类号：　 Ｏ２４２　 　 　 文献标志码：　 Ａ　 　 　 ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４２０００８

Ａｎ Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ＷＡＮＧ Ｊｉｎｇｙｉｎｇ，　 ＺＨＡＩ Ｓｈｕｙｉｎｇ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， Ｈｕａｑｉａｏ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

Ｑｕａｎｚｈｏｕ， Ｆｕｊｉａｎ ３６２０２１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）
（Ｒｅｃｏｍｍｅｎｄｅｄ ｂｙ ＺＨＡＯ Ｊｉｎｇｊｕｎ， Ｍ． ＡＭＭ Ｅｄｉｔｏｒｉａｌ Ｂｏａｒｄ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｓｐａｃｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ．
Ｆｉｒｓｔｌｙ， ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｓｐａｃｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗａｓ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｓｐａｔｉａｌ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ
ｅｑｕａｔｉｏｎ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ Ｌａｐｌａｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ． Ｔｈｅｎ， ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｉ⁃
ｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ， ａｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｃｈｅｍｅ ｗｉｔｈ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｉｎ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｓｐｅｃｔｒａｌ ａｃｃｕｒａ⁃
ｃｙ ｉｎ ｓｐａｃｅ ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｈｅ ｖａｌｉｄｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗａｓ ｖｅｒｉｆｉｅｄ ｂｙ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ．
Ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ ｌａｗ ａｎｄ ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｌａｗ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ ｅｑｕａｔｉｏｎ； Ｌａｐｌａｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ； Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ； ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
ｍｅｔｈｏｄ； ｅｎｅｒｇｙ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ； ｍａｓｓ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ

引　 　 言

１９５８ 年，Ｃａｈｎ 和 Ｈｉｌｌｉａｒｄ［１⁃２］引入 Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ（ＣＨ）方程，用来描述固体中复杂的相分离和粗化现象，该

２３８

应用数学和力学
４２ 卷 ８ 期　 ２０２１ 年 ８ 月

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
　 　 　 　 　 Ｖｏｌ．４２，Ｎｏ．８，Ａｕｇ．，２０２１

∗ 收稿日期：　 ２０２１⁃０１⁃１１； 修订日期：　 ２０２１⁃０１⁃３１
基金项目：　 国家自然科学基金（１１７０１１９６）；福建省自然科学基金（２０２０Ｊ０１０７４）
作者简介：　 汪精英 （１９９５—），女，硕士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： １８２８１９１０８９２＠ １６３．ｃｏｍ）；

翟术英 （１９８６—），女，副教授，硕士生导师（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｚｈａｉｓｈｕｙｉｎｇ１２３４５６＠ １６３．ｃｏｍ）．
引用格式：　 汪精英， 翟术英． 分数阶 Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程的高效数值算法［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２１， ４２（８）： ８３２⁃

８４０．



方程还在材料科学［３］、图像处理［４］等领域有着广泛的应用．ＣＨ 方程是刚性的、四阶的、非线性的，并且具有

多个时间尺度和空间尺度，很难准确求解．因此，研究这一问题的有效数值计算方法具有其现实意义，同时也

引起了许多研究者的关注，且取得了许多研究成果，如有限差分法［５⁃６］、有限元方法［７］、有限体积法［８］ 及谱方

法［９⁃１０］等．
近年来，分数阶微分方程的数值算法研究也引起了学者们的关注［１１⁃１２］ ．分数阶微分算子的概念由来已

久，最早出现在 １６９５ 年德国数学家 Ｌｅｉｂｎｉｚ 写给法国数学家 ｌ’Ｈôｐｉｔａｌ 的信中．分数阶模型也是非局部模型，
它具有的历史依赖和非局部的特性使其可以比整数阶方程更有效地描述一些复杂系统［１３⁃１５］ ．分数阶模型为

描述复杂现象提供了新的角度，它也成为研究这些复杂系统的重要工具．分数阶微分方程是传统微分方程的

推广，且通常被用作与超扩散（空间分数阶）、亚扩散（时间分数阶）或与两者有关［１６］ 的扩散过程的建模工

具．分数阶微分方程在地下水资源［１７］、运输动力学［１８］、金融学［１９］、混沌理论［２０］ 和磁性资源［２１］ 等领域研究中

也有着广泛应用．本文考虑如下形式的时空分数阶 ＣＨ 方程：

　 　
∂αｕ
∂ｔα

＝ Δ（ε（ － Δ） β ／ ２ｕ ＋ ｆ（ｕ））， （ｘ，ｔ） ∈ Ω × （０，Ｔ］，

ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０， ｘ ∈ Ω，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１）

其中， ∂αｕ ／ ∂ｔα 为 Ｃａｐｕｔｏ 型分数阶导数， （ － Δ） β ／ ２ 为分数阶 Ｌａｐｌａｃｅ 算子，且 α ∈ （０，１］，β ∈ （１，２］， 非线性

项 ｆ（ｕ） ＝ ｕ３ － ｕ， 边界条件取周期边界条件．分数阶 ＣＨ 方程还可视为分数阶意义下 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 能量泛

函的 Ｈ －１ 梯度流［２２］，即

　 　 Ｅβ（ｕ） ＝ ∫
Ω

ε
２

ｕ（ － Δ） β ／ ２ｕ ＋ Ｆ（ｕ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ， （２）

其中， Ｆ（ｕ） ＝ （ｕ２ － １） ２ ／ ４， 且分数阶 ＣＨ 方程（１）满足能量耗散性质［２３⁃２４］ ．
除此之外，与整数阶 ＣＨ 方程类似，分数阶 ＣＨ 方程满足质量守恒律，即
　 　 Ｍ（ｕ（ ｔ）） ＝ Ｍ（ｕ０） ． （３）
同样，关于分数阶 ＣＨ 方程的数值算法，目前也已经取得了许多研究成果．Ｗｅｎｇ 等［２５］ 通过引入稳定化

项，给出了空间分数阶 ＣＨ 方程的一个基于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱的无条件能量稳定的非线性数值格式；Ｚｈａｉ 等［２６］ 利用

算子分裂法得到了一个求解分数阶 ＣＨ 方程的高效数值格式；Ｂｏｓｃｈ 和 Ｓｔｏｌｌ［２７］将分数阶 ＣＨ 模型用于二值图

像的绘制，并针对该模型给出了一种基于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法的一阶凸分裂隐格式；Ｚｈａｎｇ 等［２８］ 给出了求解时间

分数阶 ＣＨ 方程的一个非一致时间步长下的凸分裂格式；Ａｉｎｓｗｏｒｔｈ 和 Ｍａｏ［２２］还给出了分数阶 ＣＨ 方程的适

定性分析．
本文基于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法和有限差分法，给出了一个求解时空分数阶 ＣＨ 方程的一个高效数值算法．首

先，利用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换将时空分数阶 ＣＨ 方程转化为空间分数阶 ＣＨ 方程；再结合 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法及有限差分

法（Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式），得到了一个精度较高的数值格式；最后，通过数值算例验证了数值格式的高效性，
并验证其满足能量耗散性质及质量守恒．

１　 分数阶 ＣＨ 方程的高效数值算法

１．１　 Ｌａｐｌａｃｅ变换

函数 ｆ（ ｔ） 的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换的定义表达式为［２９］

　 　 Ｆ（ ｓ） ＝ Ｌ { ｆ（ ｔ）；ｓ } ＝ ∫∞
０
ｅ －ｓｔ ｆ（ ｔ）ｄｔ，

且有如下的原函数微分性质：
　 　 Ｌ［ ｆ（ｋ）（ ｔ）］ ＝ ｓｋＬ［ ｆ（ ｔ）］ － ｓｋ－１ ｆ（０） － ｓｋ－２ ｆ ′（０） － … － ｆ（ｋ－１）（０） ． （４）

类似地，Ｃａｐｕｔｏ 型分数阶导数的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换为［２９］

　 　 Ｌ［ Ｃ
０Ｄｐ

ｔ ｆ（ ｔ）］ ＝ ｓｐＦ（ ｓ） － ∑
ｎ－１

ｋ ＝ ０
ｓｐ－ｋ－１ ｆ（ｋ）（０），　 　 ｎ － １ ＜ ｐ ≤ ｎ， （５）

且当 ｎ ＝ １ 时，即 ０ ＜ ｐ ≤ １ 时，有
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　 　 Ｌ［ Ｃ
０Ｄｐ

ｔ ｆ（ ｔ）］ ＝ ｓｐＦ（ ｓ） － ｓｐ－１ ｆ（０） ．
对 ｓｐ 做线性插值，再结合 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换［３０］得

　 　 Ｃ
０Ｄｐ

ｔ ｆ（ ｔ） ≈ ｐｆ ′（ ｔ） ＋ （１ － ｐ）［ ｆ（ ｔ） － ｆ（０）］ ． （６）
从而，ＣＨ 方程（１）中的 Ｃａｐｕｔｏ 型时间分数阶导数可做如下近似：

　 　 ∂αｕ
∂ｔα

≈ α ∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＋ （１ － α）［ｕ（ｘ，ｔ） － ｕ（ｘ，０）］ ． （７）

最终可将时空分数阶问题转化为如下空间分数阶问题：
　 　 αｕｔ ＋ （１ － α）（ｕ － ｕ０） ＝ Δ（ε（ － Δ） β ／ ２ｕ ＋ ｆ（ｕ）），

整理得

　 　 ｕｔ ＝
α － １
α

（ｕ － ｕ０） ＋ １
α
Δ（ε（ － Δ） β ／ ２ｕ ＋ ｆ（ｕ）） ． （８）

１．２　 空间逼近： Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法

考虑空间区域 Ω ＝ ［ａ，ｂ］ × ［ａ，ｂ］， 并做如下的网格剖分：
　 　 Ωｐｅｒ

ｈ ＝ { （ｘｉ，ｙ ｊ） ＝ （ａ ＋ ｉｈ，ａ ＋ ｊｈ）， ０ ≤ ｉ， ｊ ≤ Ｍ － １ } ，
其中　 　 ｈ ＝ （ｂ － ａ） ／ Ｍ ．

谱分解对分数阶 Ｌａｐｌａｃｅ 算子的离散有着十分重要的作用［３１⁃３２］ ．假设对二维 Ｌａｐｌａｃｅ 算子 （ － Δ）， 存在

一组标准正交特征函数 φｐｑ， 且满足有界区域 ［ａ，ｂ］ ２ 上的标准边界条件，记相应特征值为 λｐｑ， 则 （ － Δ）φｐｑ

＝ λｐｑφｐｑ ．令

　 　 Ｕβ ＝ { ｕ ＝ ∑
∞

ｐ ＝ ０
∑
∞

ｑ ＝ ０
ｕｐｑφｐｑ， ｕｐｑ ＝ 〈ｕ，φｐｑ〉， ∑

∞

ｐ ＝ ０
∑
∞

ｑ ＝ ０
ｕｐｑ

２ λｐｑ
β ／ ２ ＜ ∞， １ ＜ β ≤ ２ } ． （９）

而分数阶 Ｌａｐｌａｃｅ 算子 （ － Δ） β ／ ２ 也有类似的谱分解［１６］，即

　 　 （ － Δ） β ／ ２ｕ ＝ ∑
∞

ｐ ＝ ０
∑
∞

ｑ ＝ ０
ｕｐｑλβ ／ ２

ｐｑ φｐｑ ． （１０）

为了求解周期边界条件下的分数阶 ＣＨ 方程（９），基于谱方法的相关理论［３３］，我们利用如下的 Ｆｏｕｒｉｅｒ
级数来逼近 { ｕｉｊ（ ｔ） } ， 即

　 　 Ｆ －１
Ｍ ［ｕ（ ｔ）］（ ｉｊ） （ＰＭｕ）（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｕｉｊ（ ｔ） ＝ ∑

Ｍ／ ２

ｐ ＝ －Ｍ ／ ２
∑
Ｍ／ ２

ｑ ＝ －Ｍ ／ ２
ｕｐｑφｐｑ（ｘｉ，ｙ ｊ） ． （１１）

然后，利用快速 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换（ＦＦＴ）计算离散函数值 { ｕｉｊ（ ｔ） } 的离散 Ｆｏｕｒｉｅｒ 系数 { ｕｐｑ（ ｔ） } ：

　 　 ＦＭ［ｕ（ ｔ）］（ｐｑ） ｕｐｑ（ ｔ） ＝ ｈ２

Ｃｐｅｒ
ｐ Ｃｐｅｒ

ｑ （ｂ － ａ） ２∑
Ｍ－１

ｉ ＝ ０
∑
Ｍ－１

ｊ ＝ ０
ｕｉｊφｐｑ（ｘｉ，ｙ ｊ）， （１２）

其中

　 　
λｐｑ ＝

２ｐπ
ｂ － ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ２ｑπ
ｂ － ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，

φｐｑ ＝ ｅｘｐ － １·２ｐπ（ｘ － ａ）
ｂ － ａ

＋ － １·２ｑπ（ｙ － ａ）
ｂ － ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１３）

且 ｐ，ｑ ＝ ０， ± １， ± ２，…， ± Ｍ ／ ２， － １ 为虚数单位， Ｃｐｅｒ
ｐ 和 Ｃｐｅｒ

ｑ 定义为

　 　 Ｃｐｅｒ
ｒ ＝

２，　 　 ｒ ＝ Ｍ
２
，

１，　 　 ｒ ＜ Ｍ
２

．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

将式（１２）代入式（８）中可得

　 　
ｄｕｐｑ

ｄｔ
＝ α － １

α
（ｕｐｑ － （ｕ０） ｐｑ） ＋ １

α
（ － λｐｑ）（ελβ ／ ２

ｐｑ ｕｐｑ ＋ ｆ（ｕｐｑ）） ． （１４）
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１．３　 时间逼近： Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ格式

取 Ｎ个时间节点，时间步长为 τ ＝ Ｔ ／ Ｎ，记 ｔｎ ＝ ｎτ，并用 ｕｎ
ｉ，ｊ 表示 ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ） 的数值近似．记 ｕｎ＋１ ／ ２ ＝ （ｕｎ＋１

＋ ｕｎ） ／ ２，ｕｎ
ｔ ＝ （ｕｎ＋１ － ｕｎ） ／ τ， 可得如下的全离散格式：

　 　
ｕｎ＋１
ｐｑ － ｕｎ

ｐｑ

τ
＝ α － １

２α
（ｕｎ＋１

ｐｑ ＋ ｕｎ
ｐｑ） － （α － １）τ

α
ｕ０ －

λ１＋β ／ ２
ｐｑ

２α
（ｕｎ＋１

ｐｑ ＋ ｕｎ
ｐｑ） － λ

２αε
（ ｆ　 ｎ＋１ ＋ ｆ　 ｎ） ．

由于此数值格式是 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式，时间方向的精度为二阶，此处不再赘述．将非线性项的具体表达式代

入上式，整理得

　 　 １ － （α － １）τ
２α

＋
τλ１＋β ／ ２

ｐｑ

２α
－
τλｐｑ

２αε
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｕ

ｎ＋１
ｐｑ ＝

　 　 　 　 １ ＋ （α － １）τ
２α

－
τλ１＋β ／ ２

ｐｑ

２α
＋
τλｐｑ

２αε
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｕ

ｎ
ｐｑ － （α － １）τ

α
ｕ０ －

τλｐｑ

２αε
（ｕｎ

ｐｑ） ３ －
τλｐｑ

２αε
（ｕｎ＋１

ｐｑ ） ３ ．

由于上述格式还存在非线性项，我们将利用定点迭代来求解，即对 ｋ ＝ １，２，…，Ｋ， 令 ｕｎ＋１，０
ｐｑ ＝ ｕｎ

ｐｑ， 得分数

阶 ＣＨ 方程的数值格式：

　 　 ｕｎ＋１，ｋ
ｐｑ ＝

１ ＋ （α － １）τ
２α

－
τλ１＋β ／ ２

ｐｑ

２α
＋
τλｐｑ

２αε
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｕｎ，ｋ

ｐｑ － （α － １）τ
α

ｕ０ －
τλｐｑ

２αε
（ｕｎ，ｋ

ｐｑ ） ３ －
τλｐｑ

２αε
（ｕｎ＋１，ｋ－１

ｐｑ ） ３{ }
１ － （α － １）τ

２α
＋
τλ１＋β ／ ２

ｐｑ

２α
－
τλｐｑ

２αε

， （１５）

此时 Ｋ 为正整数，可根据具体情况选取适当的值．

２　 数 值 算 例

本节中，我们将利用两个数值算例来验证所得数值格式的有效性．通过算例 １，我们给出不同时间、空间

分数阶时的误差，并验证时间方向的收敛阶，同时呈现不同分数阶、不同时刻的数值解图像；通过算例 ２，我
们验证了本文数值算法满足能量耗散性质和质量守恒律．为了验证数值解的精度，现定义 Ｌ２ 范数意义下的

误差 Ｅτ
ｒ２， 即

　 　 Ｅτ
ｒ２ ＝ ‖ｕτ － ｕτ ／ ２‖２；

收敛阶

　 　 Ｒ ＝ ｌｏｇ２（Ｅτ
ｒ２ ／ Ｅτ ／ ２

ｒ２ ） ．
２．１　 算例 １

为验证不同分数阶、不同剖分及不同迭代次数下时间方向的误差和收敛阶，考虑空间区域 Ω ＝ ［０，２π］
× ［０，２π］ 上的二维问题，初值为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，０） ＝ ０．０５ｓｉｎ ｘｓｉｎ ｙ ．
边界条件为周期边界条件，具体参数如下：

　 　 Ｔ ＝ １， Ｍ ＝ ８０， ε ＝ ０．１．
表 １ 给出了当 Ｔ ＝ １ 时，不同分数阶、不同迭代次数及不同剖分下的误差及收敛阶．

表 １　 不同分数阶时的 Ｌ２ 误差及收敛阶

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ Ｌ２ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒｓ

（α，β）
Ｋ 　 　 　 τ

（０．５，１．４）

Ｅτ
ｒ２ Ｒ

（０．９，１．３）

Ｅτ
ｒ２ Ｒ

（０．３，１．９）

Ｅτ
ｒ２ Ｒ

（０．９，１．９）

Ｅτ
ｒ２ Ｒ

２

１ ／ ２００ ４．５６Ｅ－３ ８．８６Ｅ－４ １．８２Ｅ－３ ７．０６Ｅ－５

１ ／ ４００ １．１２Ｅ－３ ２．０２９ ２ ２．２１Ｅ－４ ２．０００ ４ ４．６４Ｅ－４ １．９６６ ９ １．７６Ｅ－５ ２．０００ ５

１ ／ ８００ ２．８１Ｅ－４ １．９９２ ２ ５．５３Ｅ－５ ２．０００ ２ １．１９Ｅ－４ １．９６６ ９ ４．４１Ｅ－６ ２．０００ ３

１ ／ １ ６００ ７．１０Ｅ－５ １．９８３ ２ １．３８Ｅ－５ ２．０００ １ ３．０３Ｅ－５ １．９７１ ３ １．１０Ｅ－６ ２．０００ １

１ ／ ３ ２００ １．７９Ｅ－５ １．９８５ ３ ３．４６Ｅ－６ ２．０００ ０ ７．６９Ｅ－６ １．９８０ ４ ２．７６Ｅ－７ ２．０００ １
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续表 １　
（α，β）

Ｋ 　 　 　 τ

（０．５，１．４）

Ｅτ
ｒ２ Ｒ

（０．９，１．３）

Ｅτ
ｒ２ Ｒ

（０．３，１．９）

Ｅτ
ｒ２ Ｒ

（０．９，１．９）

Ｅτ
ｒ２ Ｒ

３

１ ／ ２００ ６．５９Ｅ－３ ９．１２Ｅ－４ ９．６４Ｅ－５ ６．９６Ｅ－５

１ ／ ４００ １．５７Ｅ－３ ２．０６７ ０ ２．２８Ｅ－４ ２．０００ ６ １．６２Ｅ－５ ２．５７３ ８ １．７４Ｅ－５ ２．０００ ０

１ ／ ８００ ３．８２Ｅ－４ ２．０４１ １ ５．７０Ｅ－５ ２．０００ ２ ３．２１Ｅ－６ ２．３３３ ６ ４．３５Ｅ－６ ２．０００ ０

１ ／ １ ６００ ９．００Ｅ－５ ２．０２３ ７ １．４２Ｅ－５ ２．０００ １ ７．８４Ｅ－７ ２．０３５ ６ １．０９Ｅ－６ ２．０００ ０

１ ／ ３ ２００ ２．３３Ｅ－５ ２．０１３ ０ ３．５６Ｅ－６ ２．０００ ０ ２．０７Ｅ－７ １．９２１ ２ ２．７２Ｅ－７ ２．０００ ０

４

１ ／ ２００ ５．８２Ｅ－３ ９．１２Ｅ－４ ６．８１Ｅ－５ ６．９６Ｅ－５

１ ／ ４００ １．４７Ｅ－３ １．９８６ ６ ２．２８Ｅ－４ ２．０００ ４ １．５３Ｅ－５ ２．１５２ ３ １．７４Ｅ－５ ２．０００ ０

１ ／ ８００ ３．６８Ｅ－４ １．９９５ ４ ５．７０Ｅ－５ ２．０００ １ ３．７２Ｅ－６ ２．０４２ ４ ４．３５Ｅ－６ ２．０００ ０

１ ／ １ ６００ ９．２２Ｅ－５ １．９９８ ６ １．４２Ｅ－５ ２．０００ ０ ９．２１Ｅ－７ ２．０１３ ０ １．０９Ｅ－６ ２．０００ ０

１ ／ ３ ２００ ２．３１Ｅ－５ １．９９９ ６ ３．５６Ｅ－６ ２．０００ ０ ２．３０Ｅ－７ ２．００４ ０ ２．７２Ｅ－７ ２．０００ ０

　 　 从表中的数据可以看出，此算法精度较高，时间收敛阶为二阶，也就是说在利用上述数值算法求解分数

阶 ＣＨ 方程时，Ｌａｐｌａｃｅ 变换引起的误差较小，还未对数值解造成影响．除此之外，我们还观察到，算法迭代 ３
次就可以得到稳态解．下边我们给出不同分数阶、不同时刻的数值解图像（图 １～４），具体参数为

　 　 Ｍ ＝ １００， ｄｔ ＝ １ ／ ２００， ε ＝ ０．１， Ｋ ＝ ２．

（ａ） Ｔ ＝ １ （ｂ） Ｔ ＝ ５ （ｃ） Ｔ ＝ ２０

（ｄ） Ｔ ＝ ４０ （ｅ） Ｔ ＝ １００ （ｆ） Ｔ ＝ １ ０００
图 １　 α ＝ ０．５， β ＝ １．４ 时，不同时刻的数值解图像

Ｆｉｇ． １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｍａｇｅｓ ｆｏｒ α ＝ ０．５， β ＝ １．４

２．２　 算例 ２
首先，初值仍然选取算例 １ 中周期边界条件下的初值，定义如下的能量泛函：

　 　 Ｅβ（ｕｎ） ＝ εｈ２

２ ∑
Ｍ

ｉ ＝ ０
∑
Ｍ

ｊ ＝ ０
ｕｎ
ｉｊλβ ／ ２

ｐｑ ｕｎ
ｉｊ ＋

ｈ２

４ ∑
Ｍ

ｉ ＝ ０
∑
Ｍ

ｊ ＝ ０
（（ｕｎ

ｉｊ） ２ － １） ２ ．

给出不同时间分数阶与空间分数阶下的能量图像（图 ５），具体参数为

　 　 Ｘ ＝ ２π， Ｔ ＝ １００， Ｍ ＝ ８０， Ｎ ＝ ２００， ε ＝ ０．１， Ｋ ＝ ２．
现考虑周期边界条件下的非零初值： ｕ（ｘ，ｙ） ＝ ０．０５ｓｉｎ ｘｓｉｎ ｙ ＋ ０．００１， 其余参数条件同上．定义如下的离

散质量：
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　 　 Ｍ（ｕｎ
ｉｊ） ＝ ｈ２∑

Ｍ

ｉ ＝ ０
∑
Ｍ

ｊ ＝ ０
ｕｎ
ｉｊ ．

图 ６ 给出了不同分数阶时的质量与初始质量的误差图．由图易知，能量随着时间的推移呈递减趋势，且
时间分数阶和空间分数阶大小会影响能量衰减的速度及达到稳态时的能量值．具体而言，当时间分数阶 α 一

定时，空间分数阶 β 越小，能量衰减得越快；当空间分数阶 β 一定时，时间分数阶 α 越大，能量达到稳态的时

间越短．除此之外，本文的数值方法满足质量守恒律．

（ａ） Ｔ ＝ １ （ｂ） Ｔ ＝ ５ （ｃ） Ｔ ＝ ２０

（ｄ） Ｔ ＝ ４０ （ｅ） Ｔ ＝ １００ （ｆ） Ｔ ＝ １ ０００
图 ２　 α ＝ ０．９， β ＝ １．３ 时，不同时刻的数值解图像

Ｆｉｇ． ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｍａｇｅｓ ｆｏｒ α ＝ ０．９， β ＝ １．３

（ａ） Ｔ ＝ １ （ｂ） Ｔ ＝ ５ （ｃ） Ｔ ＝ ２０

（ｄ） Ｔ ＝ ４０ （ｅ） Ｔ ＝ １００ （ｆ） Ｔ ＝ １ ０００
图 ３　 α ＝ ０．３， β ＝ １．９ 时，不同时刻的数值解图像

Ｆｉｇ． ３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｍａｇｅｓ ｆｏｒ α ＝ ０．３， β ＝ １．９
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（ａ） Ｔ ＝ １ （ｂ） Ｔ ＝ ５ （ｃ） Ｔ ＝ ２０

（ｄ） Ｔ ＝ ４０ （ｅ） Ｔ ＝ １００ （ｆ） Ｔ ＝ １ ０００
图 ４　 α ＝ ０．９， β ＝ １．９ 时，不同时刻的数值解图像

Ｆｉｇ． ４　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｍａｇｅｓ ｆｏｒ α ＝ ０．９， β ＝ １．９

图 ５　 不同分数阶时的能量图像 图 ６　 不同分数阶时的质量误差图

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｎｅｒｇｙ ｃｈａｎｇｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒｓ Ｆｉｇ． ６　 Ｍａｓｓ ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本．

３　 结 束 语

本文给出了求解分数阶 ＣＨ 方程的一个高效数值算法．基于 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，将时空分数阶问题转化为了

空间分数阶问题， 空间方向利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法， 时间方向采用 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式， 得到一个时间二阶的

高效数值格式．最后通过数值实验验证了数值格式的有效性， 并验证了本文算法满足能量耗散性质和质量

守恒．
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ｅｒａｔｏｒ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ， ２０２０， ８４（３）： １１５５⁃１１７８．
［２７］　 ＢＯＳＣＨ Ｊ， ＳＴＯＬＬ Ｍ． Ａ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｉｎｐａｉｎｔｉｎｇ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｖｅｃｔｏｒ⁃ｖａｌｕｅｄ Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． ＳＩ⁃

ＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｉｍａｇｉｎｇ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１５， ８（４）： ２３５２⁃２３８２．
［２８］　 ＺＨＡＮＧ Ｊ， ＺＨＡＯ Ｊ， ＷＡＮＧ Ｊ Ｒ． Ａ ｎｏｎ⁃ｕｎｉｆｏｒｍ ｔｉｍｅ⁃ｓｔｅｐｐｉｎｇ ｃｏｎｖｅｘ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０２０， ８０（５）： ８３７⁃８５０．
［２９］　 Ｐｏｄｌｕｂｎｙ Ｉ． Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｍ］ ． Ｓａｎ Ｄｉｅｇｏ， Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａ： Ａｃａｄｅｍｉｃ Ｐｒｅｓｓ， １９９９： １０３⁃１０９．
［３０］　 ＲＥＮ Ｊ Ｃ， ＳＵＮ Ｚ Ｚ， ＤＡＩ Ｗ Ｚ． Ｎｅｗ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｃａｐｕｔｏ⁃ｔｙｐｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅ⁃

ｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２０１６， ４０（４）： ２６２５⁃２６３６．
［３１］　 ＹＡＮＧ Ｑ Ｑ， ＭＯＲＯＮＥＹ Ｔ， ＢＵＲＲＡＧＥ Ｋ， ｅｔ ａｌ． Ｎｏｖｅｌ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｉｍｅ⁃ｓｐａｃｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｒｅａｃｔｉｏｎ

ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｗｏ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｔｈｅ ＡＮＺＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２０１０， ３３（３）： ３９５⁃４０９．
［３２］　 ＺＨＡＩ Ｓ Ｙ， ＧＵＩ Ｄ Ｗ， ＺＨＡＯ Ｊ Ｐ， ｅｔ ａｌ． Ｈｉｇｈ ａｃｃｕｒａｃｙ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ⁃ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａ⁃

ｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｔｕｄｙ， ２０１４， ４７（３）： ２７４⁃２８６．
［３３］　 ＳＨＥＮ Ｊ， ＴＡＮＧ Ｔ， ＷＡＮＧ Ｌ Ｌ． Ｓｐｅｃｔｒａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ： Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ， Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｍ］ ． １ｓｔ ｅｄ． Ｂｅｒｌｉｎ：

Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， ２０１０．

０４８ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷


