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一类热弹性板的空间衰减估计*

石金诚

（广州华商学院 数据科学学院，广州 511300）

 
摘要：  研究了二维空间中半无限带形区域上一类含有双调和算子的热弹性系统板解的空间性质.首先构造一个能

量表达式，然后利用微分不等式技术，推导出该能量表达式是可由它本身的一阶导数控制的微分不等式，最后得到解

的空间衰减估计.该结果可看成是 Saint-Venant 原则在双曲抛物耦合双调和方程组上的应用.
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Spatial Decay Estimates for a Class of Thermoelastic Plates

SHI Jincheng
（School of Data Science, Guangzhou Huashang College, Guangzhou 511300, P.R.China）

 
Abstract：The spatial properties of solutions for a class of thermoelastic plates with biharmonic operators were studied in a

semi-infinite  strip  in  R2.  Firstly,  an  energy  expression  was  constructed.  Then,  by  means  of  the  differential  inequality

technique, a differential inequality whose energy expression can be controlled with its 1st derivative was derived. Finally,

the spatial decay estimates of the solution were obtained. The result can be regarded as an application of the Saint-Venant

principle to hyperbolic parabolic coupled biharmonic equations.

Key words：elastic plate；spatial decay；Saint-Venant principle；biharmonic equation

 

引　　言

1856年，Saint Venant提出了一个著名的数学和力学上的具有广泛应用的原理，称之为 Saint-Venant原

则. 随后应用数学与力学领域中掀起了对该原则的广泛研究.早期对 Saint-Venant原则的研究主要集中在椭

圆型方程的初边值问题上. Boley[1] 将 Saint-Venant原则的研究推广到抛物方程上来，这些研究的目的是为了

得到方程或者方程组的解类似于椭圆方程的 Saint-Venant原则 (见文献 [2]). Knowles[3] 在研究平面弹性静力

学中的 Saint-Venant原则时，建立了双调和方程解的空间指数衰减估计. 后来, Payne 和 Schaefer[4] 得到了双调

和方程在三个不同区域的 Phragmén-Lindelöf二择一结果.文献 [5-7]利用各种方法研究了双调和方程的空间

性态.对于与时间相关的双调和方程解的性态研究可见 Liu 和 Lin[8] 的研究，他们采用二阶微分不等式的方法

得到与时间相关的 Stokes方程的 Phragmén-Lindelöf二择一结果.上述文献所考虑的方程均是单个方程，由于

双调和方程研究的难度较大，导致研究双调和方程组的文献较少.
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用, i xi i = 1,2 : v,i ∂v/∂xi α,β

近年来，国内也有一些学者开始进行解的空间衰减估计或 Phragmén-Lindelöf二择一的研究，文献 [9-15]

得到一些抛物方程解的空间性质. 本文尝试研究双曲抛物耦合方程组的空间衰减估计. 由于方程组中两个方

程的性态不同，从而加大了构造能量表达式的难度.本文安排如下：首先，在第 1节提出我们所要研究的问题；

然后，在第 2节中推导出解的能量表达式；接着在第 3节中利用微分不等式技术得到了解的空间衰减估计；最

后，给出一些具体应用，得到了一些解的点点衰减估计的结果.由于方程组是双曲抛物耦合系统，如何构造合

适的能量表达式是本文的最大创新，如何控制能量表达式是本文最大的难点.本文中采取以下符号约定，用逗

号表示求偏导， 表示对 求偏导 ( )，如 表示 ，重复的希腊字母 表示 1至 2求和，如：

v,αv,α =
2∑
α=1

(
∂v
∂xα

)2

, v,αβv,αβ =
2∑
α,β=1

(
∂2v
∂xα∂xβ

)2

.

 

1    准 备 知 识

Ω0我们在如下无界区域 内考虑：

Ω0 = { (x1, x2)| x1 > 0, 0 < x2 < h} , （1）

h其中 是一给定的大于零的常数.同时引入下面的记号：

Lz =
{
(x1, x2)| x1 = z≥0, 0≤x2≤h

}
. （2）

α-β

σ = 2 α = 1/2

文献 [16]中研究了著名的 模型，通过 Fourier变换的方法，得到了一些解的时间性态结果. 本文中继续

讨论此类问题，研究其解的空间性质.我们所考虑的是 ， 时的方程组（见文献 [16]中式（6.2））：

u,tt +∆2u+∆v−∆u,t = 0, （3）

v,t −∆v−∆u,t = 0, （4）

u v ∆ ∆2其中 表示板的垂直扰度， 表示温度差， 表示 Laplace算子， 表示双调和算子.上述模型可以用来描述由弹

性膜和弹性板构成的演化过程.方程 (3)和 (4)满足如下初边值条件：

v (x1, 0, t) = u (x1, 0, t) = u,2 (x1, 0, t) = 0, x1 > 0, t > 0,

v (x1, h, t) = u (x1, h, t) = u,2 (x1, h, t) = 0, x1 > 0, t > 0,

v (0, x2, t) = g1 (x2, t) , 0≤x2≤h, t > 0,

u (0, x2, t) = g2 (x2, t) , 0≤x2≤h, t > 0,

u,1 (0, x2, t) = g3 (x2, t) , 0≤x2≤h, t > 0,

v (x1, x2,0) = u (x1, x2,0) = u,t (x1, x2,0) , 0≤x2≤h, x1 > 0.

（5）

gi (x2, t) , i = 1, 2, 3是给定的函数并满足如下的相容性条件：
g1 (0, t) = g1 (h, t) = g1,2 (0, t) = g1,2 (h, t) = 0,

g2 (0, t) = g2 (h, t) = g2,2 (0, t) = g2,2 (h, t) = 0,

g3 (0, t) = g3 (h, t) = g3,2 (0, t) = g3,2 (h, t) = 0,

g1 (x2,0) = g2 (x2,0) = g3 (x2,0) = 0.

（6）

此外，解在无穷远处添加如下限制条件：

u, u,t, v,αt, u,αβ,v, v,α→ 0, z→∞. （7）

本文中，我们尝试得到双调和方程组 (3)、(4)的解在条件 (5)~(7)下的空间衰减估计.
 

φ (z, t)2    能量表达式 

为了得到本文的主要结果，首先需要推导出能量表达式.

exp(−ωη) (ξ− z)u,η在式 (3)两边同时乘以 并积分，可得
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0 =
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,η(u,ηη+u,ααββ+ v,αα−u,ααη)dAdη =

ω

2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u2
,ηdAdη+

w z

0

w
Lξ

exp(−ωt)u2
,tdA−w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αηu,αββdAdη−
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,ηu,1ββdAdη−w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αηv,αdAdη−
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,ηv,1dAdη+w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αηu,αηdAdη+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,ηu,1ηdAdη =

ω

2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u2
,ηdAdη+

w z

0

w
Lξ

exp(−ωt)u2
,tdA+w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αβηu,αβdAdη+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αηu,α1dAdη+w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,βηu,1βdAdη−
w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u,ηu,11dx2dη−w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αηv,αdAdη−
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,ηv,1dAdη+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αηu,αηdAdη− 1
2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u2
,ηdx2dη =

ω

2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u2
,ηdAdη+

w z

0

w
Lξ

exp(−ωt)u2
,tdA+

ω

2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αβu,αβdAdη+
1
2

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωt) (ξ− z)u,αβu,αβdA+w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αηu,α1dAdη+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,βηu,1βdAdη−w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u,ηu,11dx2dη−
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αηv,αdAdη−w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,ηv,1dAdη+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αηu,αηdAdη−
1
2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u2
,ηdx2dη. （8）

φ1 (z, t)定义函数 如下：

φ1 (z, t) =
ω

2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u2
,ηdAdη+

w z

0

w
Lξ

exp(−ωt)u2
,tdA+

ω

2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αβu,αβdAdη+
1
2

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωt) (ξ− z)u,αβu,αβdA+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αηu,α1dAdη−
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αηv,αdAdη+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αηu,αηdAdη. （9）

联合式 (8)和 (9)，可得

φ1 (z, t) = −
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,βηu,1βdAdη+
w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u,ηu,11dx2dη+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,ηv,1dAdη+
1
2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u2
,ηdx2dη. （10）

exp(−ωη) (ξ− z)v在式 (4)两边同时乘以 并积分，可得

0 =
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)v
(
v,η− v,αα−u,ααη

)
dAdη =

ω

2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)v2dAdη+
1
2

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωt) (ξ− z)v2dA+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)v,αv,αdAdη+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)vv,1dAdη+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)v,αu,αηdAdη+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)vu,1ηdAdη. （11）

φ2 (z, t)定义函数 如下：
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φ2 (z, t) =
ω

2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)v2dAdη+
1
2

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωt) (ξ− z)v2dA+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)v,αv,αdAdη+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)v,αu,αηdAdη. （12）

联合式 (11)和 (12)，可得

φ2 (z, t) =
1
2

w t

0

w
Lz

exp(−ωt)v2dx2dη−
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)vu,1ηdAdη. （13）

定义一个新的能量函数：

φ (z, t) = φ1 (z, t)+φ2 (z, t). （14）

联合式 (9)、(12)和 (14)，可得

φ (z, t) =
ω

2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u2
,ηdAdη+

w z

0

w
Lξ

exp(−ωt)u2
,tdA+

ω

2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αβu,αβdAdη+
1
2

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωt) (ξ− z)u,αβu,αβdA+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αηu,αηdAdη+
ω

2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)v2dAdη+

1
2

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωt) (ξ− z)v2dA+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)v,αv,αdAdη+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αηu,α1dAdη. （15）

联合式 (10)、(13)和 (14)，可得

φ (z, t) = −
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,βηu,1βdAdη+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,ηv,1dAdη−
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)vu,1ηdAdη+
w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u,ηu,11dx2dη+

1
2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u2
,ηdx2dη+

1
2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)v2dx2dη. （16）

φ (z, t)接下来我们需要根据 的性质推出所需的结果.
 

3    空间衰减估计

这一节我们将得到如下的空间衰减估计.

(v, θ) E (z, t) φ (z, t)定理 1　假设 为初边值问题 (3)~(6)的经典解，则对于能量表达式 与 有如下估计：

E (z, t)≤φ (0, t)e−k6z, （17）

E (z, t) k6其中 是大于零的函数， 是大于零的常数.

z证明　式 (15)两边同时对 求偏导，可得

∂φ (z, t)
∂z

= −ω
2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u2
,ηdAdη−

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωt)u2
,tdA−

ω

2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,αβu,αβdAdη− 1
2

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωt)u,αβu,αβdA−
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,αηu,αηdAdη− ω
2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)v2dAdη−

1
2

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωt)v2dA−
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)v,αv,αdAdη−
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,αηu,α1dAdη. （18）

运用 Schwarz不等式，可知
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w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,αηu,α1dAdη≤

1
2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,αηu,αηdAdη+

1
2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,α1u,α1dAdη. （19）

将式 (19)代入式 (18)，可得

− ∂φ (z, t)
∂z

≥
ω

2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u2
,ηdAdη+

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωt)u2
,tdA+

ω−1
2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,αβu,αβdAdη+
1
2

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωt)u,αβu,αβdA+

1
2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,αηu,αηdAdη+
ω

2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)v2dAdη+

1
2

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωt)v2dA+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)v,αv,αdAdη. （20）

由式 (18)，可得

∂2φ (z, t)
∂z2 =

ω

2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u2
,ηdx2dη+

w
Lz

exp(−ωt)u2
,tdx2+

ω

2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u,αβu,αβdx2dη+
1
2

w
Lz

exp(−ωt)u,αβu,αβdx2+w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u,αηu,αηdx2dη+
ω

2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)v2dx2dη+

1
2

w
Lz

exp(−ωt)v2dx2+
w t

0

w
Lz

exp(−ωη)v,αv,αdx2dη+w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u,αηu,α1dx2dη. （21）

类似于式 (20)，同样可得

∂2φ (z, t)
∂z2 ≥

ω

2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u2
,ηdx2dη+

w
Lz

exp(−ωt)u2
,tdx2+

ω−1
2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u,αβu,αβdx2dη+
1
2

w
Lz

exp(−ωt)u,αβu,αβdx2+

1
2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u,αηu,αηdx2dη+
ω

2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)v2dx2dη+

1
2

w
Lz

exp(−ωt)v2dx2+
w t

0

w
Lz

exp(−ωη)v,αv,αdx2dη. （22）

下面我们将给出式 (16)的估计，运用 Schwarz不等式，可知

−
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,βηu,1βdAdη+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,ηv,1dAdη−
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)vu,1ηdAdη≤

1
2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,βηu,βηdAdη+
1
2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,1βu,1βdAdη+

1
2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u2
,ηdAdη+

1
2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)v,1v,1dAdη+

1
2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)v2dAdη+
1
2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη)u,1ηu,1ηdAdη≤

k1

(
−∂φ (z, t)
∂z

)
, （23）

k1 =max {2/(ω−1),2} ω其中 ， 是大于 1的任意常数.

式 (16)剩余的项可如下估计：
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w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u,ηu,11dx2dη+
1
2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u2
,ηdx2dη+

1
2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)v2dx2dη≤
w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u2
,ηdx2dη+

1
2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u,11u,11dx2dη+

1
2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)v2dx2dη≤k2
∂2φ (z, t)
∂z2 , （24）

k2 =max
{

2
ω
，

1
ω−1

}
其中         .

联合式 (16)、(23)和 (24)，可得

φ (z, t)≤− k1
∂φ (z, t)
∂z

+ k2
∂2φ (z, t)
∂z2 . （25）

k3 = k1/k2 k4 = 1/k2令 ， ，则式 (25)可变形为

∂2φ (z, t)
∂z2 − k3

∂φ (z, t)
∂z

− k4φ (z, t)≥0. （26）

不等式 (26)可写为(
∂

∂z
− k5

)[
∂φ (z, t)
∂z

+ k6φ (z, t)
]
≥0, （27）

k5 =
1
2

(√
k2

3 +4k4+ k3

)
k6 =

1
2

(√
k2

3 +4k4− k3

)
其中         ， .

由式 (27)，可得

∂

∂z

[
e−k5z

(
∂φ (z, t)
∂z

+ k6φ (z, t)
)]
≥0. （28）

z ∞对式 (28)两边同时从 到 上积分，可得
∂φ (z, t)
∂z

+ k6φ (z, t)≤0. （29）

求解式 (29)，可得

φ (z, t)≤φ (0, t)e−k6z, （30）

φ (0, t)其中 可以通过初始数据来控制，本文省略其估计过程.

类似于式 (20)的推导过程，由式 (15)可得

φ (z, t)≥
ω

2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u2
,ηdAdη+

w z

0

w
Lξ

exp(−ωt)u2
,tdA+

ω−1
2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αβu,αβdAdη+
1
2

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωt) (ξ− z)u,αβu,αβdA+

1
2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)u,αηu,αηdAdη+
ω

2

w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)v2dAdη+

1
2

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωt) (ξ− z)v2dA+
w t

0

w ∞
z

w
Lξ

exp(−ωη) (ξ− z)v,αv,αdAdη = E (z, t). （31）

联合式 (30)和 (31)，可得

E (z, t)≤φ (z, t)≤φ (0, t)e−k6z
. （32）

式 (32)即是我们所需证明的空间衰减估计结果.
 

4    应　　用

在定理 1的基础上，可得到一些点点衰减估计的结果.下面的这些结果是双调和方程所特有的.

引理 1　在定理 1的基础上，有如下的不等式成立：
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∂2E (z, t)
∂z2 =

ω

2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u2
,ηdx2dη+

w
Lz

exp(−ωt)u2
,tdx2+

ω−1
2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u,αβu,αβdx2dη+
1
2

w
Lz

exp(−ωt)u,αβu,αβdx2+

1
2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)u,αηu,αηdx2dη+
ω

2

w t

0

w
Lz

exp(−ωη)v2dx2dη+

1
2

w
Lz

exp(−ωt)v2dx2+
w t

0

w
Lz

exp(−ωη) (ξ− z)v,αv,αdx2dη≤

k2
6φ (0, t)e−k6z

. （33）

证明　联合式 (31)和 (17)，并运用两次 L’Hospital准则即可得到式 (33).
u (x2) ∈ c2 [0,h] u (0) = u (h) = u,2 (0) = u,2 (h)引理 2[3]　若 ， ，则w

Lz
u,2u,2dx2≤

1
4

h2

π2

w
Lz

u,22u,22dx2, （34）

w
Lz

u2dx2≤

(
2
3

)4 h4

π4

w
Lz

u,22u,22dx2. （35）

u定理 2　在定理 1式 (17)指数衰减的基础上，对于 有如下点点衰减估计：

u2≤
4h3

9π3 exp(ωt)k2
6φ (0, t)e−k6z, （36）

u2
,2≤

2h
π

exp(ωt)k2
6φ (0, t)e−k6z

. （37）

证明　显然有

u2 = −2
w h

x2
uu,2dx2 = 2

w x2

0
uu,2dx2. （38）

对式 (38)，由 Schwarz不等式，可得

u2≤2
w h

0

∣∣∣uu,2
∣∣∣dx2≤2

(w
Lz
|u|2dx2

)1/2(w
Lz

u,2u,2dx2

)1/2
. （39）

联合式 (34)、(35)和 (39)，可得

u2≤
4h3

9π3

w
Lz

u,22u,22dx2. （40）

联合式 (33)和 (40)，可得

u2≤
4h3

9π3 exp(ωt)k2
6φ (0, t)e−k6z

. （41）

同样易得

u2
,2 = −2

w h

x2
u,22u,2dx2 = 2

w x2

0
u,22u,2dx2. （42）

对式 (42)，由 Schwarz不等式，可得

u2
,2≤2

(w
Lz

∣∣∣u,2∣∣∣2dx2

)1/2(w
Lz

u,22u,22dx2

)1/2
. （43）

联合式 (34)和 (43)，可得

u2
,2≤

h
π

w
Lz

u,22u,22dx2. （44）

联合式 (33)和 (44)，可得

u2
,2≤

2h
π

exp(ωt)k2
6φ (0, t)e−k6z

. （45）

式 (41)和 (45)即是我们所需证明的结果. 

5    结　　论

本文考虑了定义在二维半无限带形区域上热传导方程组解的空间衰减估计，得到了解的能量函数随着距

离趋于无限远端呈指数衰减.采用文中的方法同样可以得到其他热传导方程组解的空间衰减估计，同时这类
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研究还可以向三维空间上的非线性方程组展开，据笔者所知，目前这类文献还较少，三维空间上的非线性方程

组解的空间渐进性态是我们接下来考虑的一个方向.
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