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摘要：　 研究了时空分数阶复 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程．首先通过分数阶复变换将时空分数阶复 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程

转化为一个常微分方程．然后将常微分方程化为初等积分形式．最后用多项式完全判别系统法求得一系列精确解，
其中包含有孤立波解、有理函数解、三角函数周期解、Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数双周期解．

关　 键　 词：　 时空分数阶复 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程；　 多项式完全判别系统方法；　 精确解
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引　 　 言

近年来，分数阶非线性偏微分方程的研究已成为流体力学、控制理论、工程应用、医学研究等多个领域的

热点．在描述某些系统的动力学行为时，相对于整数阶微积分构造的模型，分数阶微积分构造的模型更符合
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实际情况，因此研究分数阶偏微分方程的解有重要的理论和应用价值．目前，众多研究者在研究分析中得到
了许多可行的求分数阶非线性偏微分方程精确解的方法，如 （Ｇ′ ／ Ｇ） ⁃ 展开法［１］、变分迭代法［２］、不变子空间
法［３］、首次积分法［４］、指数函数展开法［５］、同伦分析法［６］、Ａｄｏｍｉａｎ 分析法［７］、动力系统分支方法［８⁃９］ ．但是数
学研究的结果，在目前还未能提供一种普遍有效的求精确解的方法，所以发现并应用更多的方法来探究非线
性偏微分方程的精确解以更好地解释非线性物理现象，是当前广大数学和物理工作者们的重要课题．

基于此，本文讨论了如下的时空分数阶复 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程［１０⁃１２］：
　 　 ｉＤδ

ｚｕ ＋ Ｄ２β
ｘ ｕ ／ ２ ＋ （β１ － ｉ）Ｄ２α

τ ｕ ／ ２ ＋ ｉｕ ＋ （１ － ｉｒ１）ｕ ｕ ２ ＋ ｉｒ２ｕ ｕ ４ ＝ ０， （１）
其中 Ｄδ

ｚｕ，Ｄ２β
ｘ ｕ，Ｄ２α

τ ｕ 是 ｕ 关于 ｚ，ｘ，τ 的整合分数阶导数， ０ ＜ δ，β，α≤１，ｉ ＝ － １ ，β１ ＜ ０ 是色散项系数， ｒ１
是三次增益系数， ｒ２ 是五次耗散系数， β１，ｒ１，ｒ２ 是实常数，复函数 ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｚ，τ） 用于描述缓慢变化的电场包
络， τ ＝ ｔ － ｚ ／ Ｖ０ 是减少时间， ｔ 为物理时间， ｚ 和 ｘ 是传播坐标， Ｖ０ 为载波的群速度．时空分数阶复 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃
Ｌａｎｄａｕ 方程描述了光脉冲在非线性光纤中的传播，在光孤子通信等领域具有重大研究价值．时空分数阶复
Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程是非线性光学和光孤子通信研究的一个主要课题，且在 Ｂｅｎａｒｄ 对流问题、Ｔａｙｌｏｒ⁃ｃｏｕｅｔｔｅ
流动、量子场论等领域中有着广泛应用，该方程的解也有助于研究与设计光纤扩大器和光脉冲压缩器．文献
［１３］通过同解变型法并结合高阶辅助方程法取得了该方程的亮孤子解、暗孤子解、奇异孤子解、周期解和扭
结波解．文献［１４］通过 ｅｘｐ⁃ｆｕｎｃｔｉｏｎ 法取得了该方程的广义孤立波解、广义扭结型孤立波解、周期解．文献
［１５］通过 （Ｇ′ ／ Ｇ，１ ／ Ｇ） 展开法取得了该方程的双曲函数解、三角函数解、有理函数解．文献［１６］通过扩展辅

助方程取得了该方程的 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数解、双曲函数解、三角函数解．文献［１７］通过新映射法取得了该方程
的双曲函数解、三角函数解等．文献［１８］通过修正的 Ｋｕｄｒｙａｓｈｏｖ 方法取得了该方程的精确解．文献［１９］通过
Ｒｉｃｃａｔｉ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 辅助方程取得了该方程的三角函数解、暗孤子解、有理函数解、指数函数解．

由 Ｌｉｕ 提出的求非线性发展方程行波解的新方法：多项式完全判别系统法［２０⁃２２］ 是一种简单而又基本的
方法，利用该方法能得到方程的所有单行波解的完整分类．从前面有限的综述可知，尚未见到用该方法来研究
时空分数阶复 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程的文献，本文则利用该方法来研究方程（１），以图求得一些新的解结构．

１　 预 备 知 识

本节将介绍整合分数阶导数的相关性质．
设 ｆ：［０，∞ ） → Ｒ， ｆ 的 α 阶导数定义如下：
定义 １　

　 　 Ｄα
ｔ ｆ（ ｔ） ＝ ｌｉｍ

ε→０

ｆ（ ｔ ＋ εｔ１－α） － ｆ（ ｔ）
ε

，　 　 ｔ ＞ ０， ０ ＜ α ≤ １．

设 α ∈ （０，１］， ｆ（ ｔ），ｇ（ ｔ） 在 ｔ ＞ ０ 时可微，则有如下性质：
１） Ｄα

ｔ （λ） ＝ ０，λ 为常数；
２） Ｄα

ｔ （ ｔμ） ＝ μｔμ －α，μ ∈ Ｒ；
３） Ｄα

ｔ （ａｆ（ ｔ） ＋ ｂｇ（ ｔ）） ＝ ａＤα
ｔ ｆ（ ｔ） ＋ ｂＤα

ｔ ｇ（ ｔ），ａ，ｂ ∈ Ｒ；
４） Ｄα

ｔ （ ｆ（ ｔ）ｇ（ ｔ）） ＝ ｆ（ ｔ）Ｄα
ｔ ｇ（ ｔ） ＋ ｇ（ ｔ）Ｄα

ｔ ｆ（ ｔ）；

５） Ｄα
ｔ

ｆ（ ｔ）
ｇ（ ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｇ（ ｔ）Ｄα
ｔ ｆ（ ｔ） － ｆ（ ｔ）Ｄα

ｔ ｇ（ ｔ）
ｇ （ ｔ） ２ ， 若 ｆ（ ｔ） 可微，则有 Ｄα

ｔ （ ｆ（ ｔ）） ＝ ｔ１－α ｄｆ（ ｔ）
ｄｔ

．

２　 时空分数阶复 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程的精确解

设方程（１）的解为如下形式：
　 　 ｕ（ｘ，ｚ，τ） ＝ ｖ１ ／ ２（ｘ，τ）ｅｉ［ｋｚδ ／ δ ＋φ（ｘ，τ）］， （２）

其中 φ（ｘ，τ） ＝ φ（η）， η ＝ ｑ０ｘβ ／ β － ｑ１τ α ／ α， ｖ（ｘ，τ） ＝ ｖ（ξ）， ξ ＝ ｐ０ｘβ ／ β － ｐ１τ α ／ α，ｋ 是实数．
将式（２）代入方程（１）得
　 　 （ｖ′） ２ ＝ ａ４ｖ４ ＋ ａ３ｖ３ ＋ ａ２ｖ２ ＋ ａ１ｖ， （３）

其中　 　 ａ４ ＝
８ｒ２
３ｐ２

１

， ａ３ ＝
－ ４ｒ１
ｐ２
１

， ａ２ ＝
３ｒ２１

２ｒ２ｐ２
１

， ａ１ ＝
ｋ０

ｒ２ｐ２
１

．
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将

　 　 ｆ ＝ （ａ４） １ ／ ４ ｖ ＋
ａ３

４ａ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ξ １ ＝ （ａ４） １ ／ ４ξ （４）

代入式（３）得
　 　 ｆ ２

ξ１
＝ ｆ ４ ＋ ｂ２ ｆ ２ ＋ ｂ１ ｆ ＋ ｂ０， （５）

其中　 　 ｂ２ ＝
ａ２ － ３ａ２

３ ／ （８ａ４）

ａ４

， ｂ１ ＝
ａ３

３

８ａ２
４

－
ａ２ａ３

２ａ４

＋ ａ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ （ａ４）

－１ ／ ４， ｂ０ ＝
－ ３ａ４

３

２５６ａ３
４

＋
ａ２ａ２

３

１６ａ２
４

－
ａ１ａ３

４ａ４
．

所以我们有

　 　 ± （ξ １ － ξ ０） ＝ ∫ ｄｆ

ｆ ４ ＋ ｂ２ ｆ ２ ＋ ｂ１ ｆ ＋ ｂ０

． （６）

根据四次多项式的完全判别系统有

　 　 Ｄ１ ＝ ４， Ｄ２ ＝ － ｂ２， Ｄ３ ＝ － ２ｂ３
２ ＋ ８ｂ２ｂ０ － ９ｂ２

１，

　 　 Ｄ４ ＝ － ｂ３
２ｂ２

１ ＋ ４ｂ４
２ｂ０ ＋ ３６ｂ２ｂ２

１ － ３２ｂ２
２ｂ２

０ － ２７
４

ｂ４
１ ＋ ６４ｂ３

０， Ｅ２ ＝ ９ｂ２
２ － ３２ｂ２ｂ０ ．

分别讨论以下 ９ 种情况．
情况 １　 当 Ｄ２ ＝ ０，Ｄ３ ＝ ０，Ｄ４ ＝ ０ 时，有 （ ｆ ′） ２ ＝ ｆ ４， 可得

　 　 ｆ１ ＝ － １
ξ １ － ξ ０

． （７）

则方程（１）的精确解为

　 　 ｕ１ ＝ － １
ξ １ － ξ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ａ －１ ／ ４

４ －
ａ３

４ａ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉ ｋｚδ
δ ＋

ｑ０ｘ
β

β －
ｑ１τ

α

α( ) ． （８）

情况 ２　 当 Ｄ２ ＜ ０，Ｄ３ ＝ ０，Ｄ４ ＝ ０ 时，有 （ ｆ ′） ２ ＝ （ ｆ ２ ＋ ｓ２） ２， 其中 ｓ 是正实数，可得

　 　 ｆ２ ＝ ｓｔａｎ（ ｓ（ξ １ － ξ ０）） ． （９）
则方程（１）的精确解为

　 　 ｕ２ ＝ ｓｔａｎ（ ｓ（ξ １ － ξ ０））ａ
－１ ／ ４
４ －

ａ３

４ａ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉ ｋｚδ
δ ＋

ｑ０ｘ
β

β －
ｑ１τ

α

α( ) ． （１０）

情况 ３　 当 Ｄ２ ＞ ０，Ｄ３ ＝ ０，Ｄ４ ＝ ０，Ｅ２ ＞ ０ 时，有 （ ｆ ′） ２ ＝ （ ｆ － ｓ） ２（ ｆ － ｈ） ２，ｓ ＋ ｈ ＝ ０， 其中 ｓ ＞ ０， 则

　 　 （ξ １ － ξ ０） ＝ ∫ ｄｆ
（ ｆ － ｓ）（ ｆ － ｈ）

＝ １
ｆ － ｓ

ｌｎ ｆ － ｈ
ｆ － ｓ

． （１１）

可得

　 　 ｆ３ ＝ ｈ － ｓ
２ ｃｏｔｈ

（ ｓ － ｈ）（ξ １ － ξ ０）
２

－ １
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ｓ，　 　 ｆ ＞ ｓ 　 ｏｒ　 ｆ ＜ ｈ， （１２）

　 　 ｆ４ ＝ ｈ － ｓ
２ ｔａｎｈ

（ｈ － ｓ）（ξ １ － ξ ０）
２

－ １
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ｓ，　 　 ｈ ＜ ｆ ＜ ｓ ． （１３）

则方程（１）的精确解为

　 　 ｕ３ ＝ ｈ － ｓ
２ ｃｏｔｈ

（ ｓ － ｈ）（ξ １ － ξ ０）
２

－ １
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ａ －１ ／ ４

４ －
ａ３

４ａ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉ ｋｚδ
δ ＋

ｑ０ｘ
β

β －
ｑ１τ

α

α( ) ， （１４）

　 　 ｕ４ ＝ ｈ － ｓ
２ ｔａｎｈ

（ｈ － ｓ）（ξ １ － ξ ０）
２

－ １
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ａ －１ ／ ４

４ －
ａ３

４ａ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉ ｋｚδ
δ ＋

ｑ０ｘ
β

β －
ｑ１τ

α

α( ) ． （１５）

情况 ４　 当 Ｄ２ ＞ ０，Ｄ３ ＝ ０，Ｄ４ ＝ ０，Ｅ２ ＝ ０ 时，有 （ ｆ ′） ２ ＝ （ξ １ － ｓ） ３（ξ １ － ｈ），ｈ ＋ ３ｓ ＝ ０， 可得

　 　 ｆ５ ＝ ４（ ｓ － ｈ）
（ ｓ － ｈ） ２（ξ １ － ξ ０） ２ － ４

＋ ｓ ． （１６）

则方程（１）的精确解为
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　 　 ｕ５ ＝ ４（ ｓ － ｈ）
（ ｓ － ｈ） ２（ξ １ － ξ ０） ２ － ４

＋ ｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ａ －１ ／ ４

４ －
ａ３

４ａ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉ ｋｚδ
δ ＋

ｑ０ｘ
β

β －
ｑ１τ

α

α( ) ． （１７）

情况 ５　 当 Ｄ２Ｄ３ ＜ ０，Ｄ４ ＝ ０ 时，有（ ｆ ′） ２ ＝ （ ｆ － ｓ） ２［（ ｆ ２ ＋ ｓ） ２ ＋ ｈ２］， 其中 ｓ 和 ｈ 是正数，则有

　 　 ξ １ － ξ ０ ＝ ∫ ｄｆ

（ ｆ － ｓ） （ ｆ ＋ ｓ） ２ ＋ ｈ２
＝ １

４ｓ２ ＋ ｈ２
ｌｎ πｆ ＋ σ － （ ｆ ＋ ｓ） ２ ＋ ｈ２

ｆ － ｓ
， （１８）

其中　 　 π ＝ ３ｓ

４ｓ２ ＋ ｈ
， σ ＝ ４ｓ２ ＋ ｈ２ － ３ｓ２

４ｓ２ ＋ ｈ２
．

可得

　 　 ｆ６ ＝ ｅ （４ｓ２＋ｈ２） （ξ１－ξ０） － π ＋ ４ｓ２ ＋ ｈ２( ) ２ － π( )

（ｅ （４ｓ２＋ｈ２） （ξ１－ξ０） － π） ２ － １
． （１９）

则方程（１）的精确解为

　 　 ｕ６ ＝ ｅ （４ｓ２＋ｈ２） （ξ１－ξ０） － π ＋ （４ｓ２ ＋ ｈ２） （２ － π）
（ｅ （４ｓ２＋ｈ２） （ξ１－ξ０） － π） ２ － １

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ａ
－１ ／ ４
４ －

ａ３

４ａ４

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

１ ／ ２

ｅｉ ｋｚδ
δ ＋

ｑ０ｘ
β

β －
ｑ１τ

α

α( ) ． （２０）

情况 ６　 当 Ｄ２ ＞ ０，Ｄ３ ＞ ０，Ｄ４ ＞ ０ 时，有
　 　 （ ｆ ′） ２ ＝ （ ｆ － α１）（ ｆ － α２）（ ｆ － α３）（ ｆ － α４），　 　 α１ ＋ α２ ＋ α３ ＋ α４ ＝ ０， α１ ＞ α２ ＞ α３ ＞ α４ ．
当 α４ ＞ ０， ｆ ＞ α１ 或 α４ ＞ ０， ｆ ＜ α４ 时，可得

　 　 ｆ７ ＝
α２（α１ － α４）ｓｎ２ （α１ － α３）（α２ － α４）

２
（ξ １ － ξ ０），ｍ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － α１（α２ － α４）

（α１ － α４）ｓｎ２ （α１ － α３）（α２ － α４）
２

（ξ １ － ξ ０），ｍ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － （α２ － α４）

． （２１）

当 α４ ＞ ０，α３ ＜ ｆ ＜ α２ 时，可得

　 　 ｆ８ ＝
α４（α２ － α３）ｓｎ２ （α１ － α３）（α２ － α４）

２
（ξ １ － ξ ０），ｍ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － α３（α２ － α４）

（α２ － α３）ｓｎ２ （α１ － α３）（α２ － α４）
２

（ξ １ － ξ ０），ｍ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － （α２ － α４）

． （２２）

当 α４ ＜ ０，α２ ＜ ｆ ＜ α１ 时，可得

　 　 ｆ９ ＝
α３（α１ － α２）ｓｎ２ （α１ － α３）（α２ － α４）

２
（ξ １ － ξ ０），ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － α２（α１ － α３）

（α１ － α２）ｓｎ２ （α１ － α３）（α２ － α４）
２

（ξ １ － ξ ０），ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － （α１ － α３）

． （２３）

当 α４ ＜ ０， ｆ ＞ α１ 或 α４ ＜ ０， ｆ ＜ α４ 时，可得

　 　 ｆ１０ ＝
α１（α３ － α４）ｓｎ２ （α１ － α３）（α２ － α４）

２
（ξ １ － ξ ０），ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － α４（α３ － α１）

（α３ － α４）ｓｎ２ （α１ － α３）（α２ － α４）
２

（ξ １ － ξ ０），ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － （α３ － α１）

． （２４）

则方程（１）的精确解为

　 　 ｕ７ ＝
α２（α１ － α４）ｓｎ２ （α１ － α３）（α２ － α４）

２
（ξ １ － ξ ０），ｍ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － α１（α２ － α４）

（α１ － α４）ｓｎ２ （α１ － α３）（α２ － α４）
２

（ξ １ － ξ ０），ｍ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － （α２ － α４）

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ａ －１ ／ ４
４ －

ａ３

４ａ４

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

１ ／ ２

×

　 　 　 　 ｅｉ ｋｚδ
δ ＋

ｑ０ｘ
β

β －
ｑ１τ

α

α( ) ， （２５）
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　 　 ｕ８ ＝
α４（α２ － α３）ｓｎ２ （α１ － α３）（α２ － α４）

２
（ξ １ － ξ ０），ｍ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － α３（α２ － α４）

（α２ － α３）ｓｎ２ （α１ － α３）（α２ － α４）
２

（ξ １ － ξ ０），ｍ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － （α２ － α４）

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ａ －１ ／ ４
４ －

ａ３

４ａ４

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

１ ／ ２

×

　 　 　 　 ｅｉ ｋｚδ
δ ＋

ｑ０ｘ
β

β －
ｑ１τ

α

α( ) ， （２６）

　 　 ｕ９ ＝
α３（α１ － α２）ｓｎ２ （α１ － α３）（α２ － α４）

２
（ξ １ － ξ ０），ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － α２（α１ － α３）

（α１ － α２）ｓｎ２ （α１ － α３）（α２ － α４）
２

（ξ １ － ξ ０），ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － （α１ － α３）

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ａ －１ ／ ４
４ －

ａ３

４ａ４

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

１ ／ ２

×

　 　 　 　 ｅｉ ｋｚδ
δ ＋

ｑ０ｘ
β

β －
ｑ１τ

α

α( ) ， （２７）

　 　 ｕ１０ ＝
α１（α３ － α４）ｓｎ２ （α１ － α３）（α２ － α４）

２
（ξ １ － ξ ０），ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － α４（α３ － α１）

（α３ － α４）ｓｎ２ （α１ － α３）（α２ － α４）
２

（ξ １ － ξ ０），ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － （α３ － α１）

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ａ －１ ／ ４
４ －

ａ３

４ａ４

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

１ ／ ２

×

　 　 　 　 ｅｉ ｋｚδ
δ ＋

ｑ０ｘ
β

β －
ｑ１τ

α

α( ) ， （２８）

其中　 　 ｍ２
１ ＝

（α１ － α４）（α２ － α３）
（α１ － α３）（α２ － α４）

， ｍ２
２ ＝

（α１ － α２）（α３ － α４）
（α１ － α３）（α２ － α４）

．

情况 ７　 当 Ｄ２Ｄ３ ≥０，Ｄ４ ＜ ０ 时，有 （ ｆ ′） ２ ＝ （ ｆ － ａ１）（ ｆ － ａ２）［（ ｆ － ｌ） ２ ＋ ｓ２］，ａ１ ＞ ａ２， ｓ ＞ ０， 且有如下

定义：

　 　 ａ ＝ １
２
（ａ１ ＋ ａ２）ｃ － １

２
（ａ１ － ａ２）ｄ， ｂ ＝ １

２
（ａ１ ＋ ａ２）ｄ － １

２
（ａ１ － ａ２）ｃ，

　 　 ｃ ＝ ａ１ － ｌ － ｓ
ｍ１

， ｄ ＝ ａ１ － ｌ － ｓｍ１， Ｅ ＝
ｓ２ ＋ （ａ１ － ｌ）（ａ２ － ｌ）

ｓ（ａ１ － ａ２）
， ｍ１ ＝ Ｅ ＋ Ｅ２ ＋ １ ．

可得

　 　 ｆ１１ ＝
ａｃｎ ２ｓｍ１（ａ１ － ａ２）

２ｍｍ１
（ξ １ － ξ ０），ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ｂ

ｃｃｎ ２ｓｍ１（ａ１ － ａ２）
２ｍｍ１

（ξ １ － ξ ０），ｍ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ｄ

． （２９）

则方程（１）的精确解为

　 　 ｕ１１ ＝
ａｃｎ ２ｓｍ１（ａ１ － ａ２）

２ｍｍ１
（ξ １ － ξ ０），ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ｂ

ｃｃｎ ２ｓｍ１（ａ１ － ａ２）
２ｍｍ１

（ξ １ － ξ ０），ｍ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ｄ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ａ －１ ／ ４
４ －

ａ３

４ａ４

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

１ ／ ２

ｅｉ ｋｚδ
δ ＋

ｑ０ｘ
β

β －
ｑ１τ

α

α( ) ， （３０）

其中　 　 ｍ２ ＝ １
１ ＋ ｍ２

１

．

情况 ８　 当 Ｄ２Ｄ３ ≤０，Ｄ４ ＞ ０时，有（ ｆ ′） ２ ＝ ［（ ｆ － ａ１） ２ ＋ ｓ２］［（ ｆ － ａ２） ２ ＋ ｌ２］，ｓ≥ ｌ ＞ ０， 且有如下定义：
　 　 ａ ＝ ａ１ｃ ＋ ｓｄ， ｂ ＝ ａ１ｄ － ｓｃ， ｃ ＝ － ｓ － ｌ ／ ｍ１，

　 　 ｄ ＝ ａ１ － ａ２， Ｅ ＝
（ａ１ － ａ２） ２ ＋ ｓ２ ＋ ｌ２

２ｓｌ
， ｍ１ ＝ Ｅ ＋ Ｅ２ － １ ．

可得
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　 　 ｆ１２ ＝
ａｓｎ（ξ（ξ １ － ξ ０），ｍ） ＋ ｂｃｎ（ξ（ξ １ － ξ ０），ｍ）
ｃｓｎ（ξ（ξ １ － ξ ０），ｍ） ＋ ｄｃｎ（ξ（ξ １ － ξ ０），ｍ）

． （３１）

则方程（１）的精确解为

　 　 ｕ１２ ＝ ａｓｎ（ζ（ξ １ － ξ ０），ｍ） ＋ ｂｃｎ（ζ（ξ １ － ξ ０），ｍ）
ｃｓｎ（ζ（ξ １ － ξ ０），ｍ） ＋ ｄｃｎ（ζ（ξ １ － ξ ０），ｍ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ａ －１ ／ ４

４ －
ａ３

４ａ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉ ｋｚδ
δ ＋

ｑ０ｘ
β

β －
ｑ１τ

α

α( ) ， （３２）

其中　 　 ｍ２ ＝
ｍ２

１ － １
ｍ２

１

， ζ ＝
（ｃ２ ＋ ｄ２）（ｍ２

１ｃ２ ＋ ｄ２）
ｃ２ ＋ ｄ２ ．

情况 ９　 当 Ｄ２，Ｄ３ ＞ ０，Ｄ４ ＝ ０ 时，有 （ ｆ ′） ２ ＝ （ ｆ － α１）（ ｆ － α２）（ ｆ － α３） ２，α１ ＞ α２， 且 α ｉ 是三个不同的

实数．令

　 　 ｓ ＝
α１ － α２

２
α１ ＋ α２

２
－ α３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

可得

　 　 ｆ１３ ＝
２ｓ１

１ － ｅ － ｓ２－１（ξ１－ξ０）
＋ ｓ，　 　 ｓ２ － １ ＞ ０， （３３）

　 　 ｆ１４ ＝ １ － ｓ
１ ＋ ｓ

ｔａｎ
ξ １ － ξ ０

１ － ｓ２
，　 　 ｓ２ － １ ＜ ０． （３４）

则方程（１）的精确解为

　 　 ｕ１３ ＝
２ｓ１

１ － ｅ － ｓ２－１（ξ１－ξ０）
＋ ｓ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ａ －１ ／ ４

４ －
ａ３

４ａ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

１ ／ ２

ｅｉ ｋｚδ
δ ＋

ｑ０ｘ
β

β －
ｑ１τ

α

α( ) ， （３５）

　 　 ｕ１４ ＝
１ － ｓ
１ ＋ ｓ

ｔａｎ
ξ １ － ξ ０

１ － ｓ２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ａ －１ ／ ４

４ －
ａ３

４ａ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

１ ／ ２

ｅｉ ｋｚδ
δ ＋

ｑ０ｘ
β

β －
ｑ１τ

α

α( ) ． （３６）

３　 结　 　 论

本文首先通过整合分数阶导数与分数阶复变换，将时空分数阶复 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程转化为常微分方

程，再利用多项式的完全判别系统方法得到了时空分数阶复 Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程的 １４ 组精确解，具体与前

述文献［１１⁃１７］的结果比较所得，解 ｕ２，ｕ５，ｕ６，ｕ７，ｕ８，ｕ９，ｕ１０，ｕ１１，ｕ１２，ｕ１３，ｕ１４ 在上述文献中并未出现．所得结论

验证了多项式完全判别系统方法的可行性，此方法对于探究更多分数阶非线性偏微分方程的精确解具有普

适性．
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ｉｃｓ， ２０２０， ４１（７）： ７８６⁃７９５．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２０］　 ＬＩＵ Ｃ Ｓ． Ｅｘａｃｔ ｔｒａｖｅｌｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ （１＋１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｉｓｐｅｒｓｉｖｅ ｌｏｎｇ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ
Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｂ， ２００５， １４（９）： １７１０⁃１７１５．

［２１］　 ＬＩＵ Ｃ Ｓ． Ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ａｌｌ ｓｉｎｇｌｅ ｔｒａｖｅｌｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ Ｃａｌｏｇｅｒｏ⁃Ｄｅｇａｓｐｅｒｉｓ⁃Ｆｏｃａｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｃｏｍ⁃
ｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００７， ４８（１０）： ６０１⁃６０４．

［２２］　 ＬＩＵ Ｃ Ｓ． Ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒａｖｅｌｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ
ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｂ， ２００７， １６（７）： １８３２⁃１８３７．

０８８ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷


