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摘要：　 基于 Ｈｉｒｏｔａ 双线性方法，利用拓展的同宿呼吸检验法得到了（３＋１）维变系数 Ｋｕｄｒｙａｓｈｏｖ⁃Ｓｉｎｅｌｓｈｃｈｉｋｏｖ（Ｋ⁃Ｓ）
方程的同宿呼吸波解，对该解的参数选取合适的数值，可得到不同结构的同宿呼吸波．通过对同宿呼吸波解的周期

取极限，推导出方程的怪波解．最后，构造出一个特殊的高阶多项式作为测试函数，求得该方程的一阶怪波解和二阶

怪波解．
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随着科学技术的发展，非线性在自然科学领域和社会科学领域的作用越来越重要，因此科学家们越来越
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关注非线性问题的研究．在非线性问题中，非线性发展方程的求解占有很重要的地位．近年来，已经发现许多

求解非线性发展方程的方法，比如 Ｈｉｒｏｔａ 双线性方法［１⁃２］、Ｄａｒｂｏｕｘ 变换法［３］、辅助方程法［４］ 和双曲函数法［５］

等．其中，基于 Ｈｉｒｏｔａ 双线性方法我们可以获得方程的 ｌｕｍｐ 解、呼吸解、怪波解［６⁃８］等，由于 ｌｕｍｐ 解、呼吸解、
怪波解在流体力学、等离子体物理和非线性光学中广泛应用而越来越受到研究者的关注，所以已经成为目前

研究的热点之一．
Ｋｕｄｒｙａｓｈｏｖ 和 Ｓｉｎｅｌｓｈｃｈｉｋｏｖ 考虑了含有气泡的液体中的非线性波，建立了描述非线性压力波的（３＋１）

维 Ｋ⁃Ｓ 方程［９］：

　 　 （ｕｔ ＋ ｕｕｘ ＋ ｕｘｘｘ） ｘ ＋ １
２
（ｕｙｙ ＋ ｕｚｚ） ＝ ０． （１）

目前，已有学者用 ｓｉｎｅ⁃ｃｏｓｉｎｅ 法和修正的截断展开法［１０］、Ｈｉｒｏｔａ 双线性方法［１１］、修正的 ｔａｎｈ⁃ｃｏｔｈ 方法结合

Ｒｉｃｃａｔｉ 方程［１２］等方法进行研究，得到了该方程的孤子解和精确解．非线性发展方程的系数是随着时间和空

间变化的，因此变系数发展方程所描述的演化规律更接近实际情况，所以本文将方程（１）拓展为（３＋１）维变

系数 Ｋ⁃Ｓ 方程：
　 　 ｕｘｔ ＋ α（ ｔ） （ｕｕｘ） ｘ ＋ β（ ｔ）ｕｙｙ ＋ γ（ ｔ）ｕｚｚ － ρ（ ｔ）ｕｘｘｘｘ ＝ ０， （２）

其中 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） 是关于 ｘ，ｙ，ｚ，ｔ 的函数， α（ ｔ），β（ ｔ），γ（ ｔ），ρ（ ｔ） 是关于 ｔ 的任意函数型参数．文献［１３］通过

建立非线性波符号计算方法，给出了（３＋１）维变系数 Ｋ⁃Ｓ 方程的自 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换和孤子解．
本文根据 Ｈｉｒｏｔａ 双线性方法，得到了（３＋１）维变系数 Ｋ⁃Ｓ 方程的双线性形式，利用拓展的同宿呼吸检验

法［１４⁃１５］求得该方程的同宿呼吸波解，通过给待定参数赋予不同的数值得到不同结构的同宿呼吸波．随后，借
助双曲余弦函数的 Ｍａｃｌａｕｒｉｎ 公式对待定参数赋值，并对同宿呼吸波解的周期取极限，从而得到了有理呼吸

波解，发现此有理呼吸波解为方程（２）的怪波解．文献［１６⁃１７］引入一种可用于讨论非线性发展方程的 Ｎ 阶

怪波的符号计算方法，基于上述方法，本文构造出了一个特殊的高阶多项式，利用此多项式同样可以得到 Ｎ
阶怪波，这里我们讨论了一阶怪波解和二阶怪波解，最后借助 ＭＡＴＨＥＭＡＴＩＣＡ 软件给出所求波解的图像．

１　 同宿呼吸波解

设

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｕ（ξ，ｚ）， （３）
其中 ξ ＝ ｋｘ ＋ ｍｙ ＋ ωｔ ，这里 ｋ，ｍ，ω 均为实数．将式（３）代入方程（２）求得

　 　 ωｋｕξξ ＋ α（ ｔ）ｋ２（ｕ２
ξ ＋ ｕｕξξ） ＋ β（ ｔ）ｍ２ｕξξ ＋ γ（ ｔ）ｕｚｚ － ρ（ ｔ）ｋ４ｕξξξξ ＝ ０． （４）

通过变换

　 　 ｕ（ξ，ｚ） ＝ ２（ｌｎ ｆ） ξξ， （５）
可以将方程（４）转换为双线性形式：

　 　 ［（ｋω ＋ β（ ｔ）ｍ２）Ｄ２
ξ ＋ γ（ ｔ）Ｄ２

ｚ － ρ（ ｔ）ｋ４Ｄ４
ξ］ ｆ·ｆ ＝ ０， （６）

其中 α（ ｔ） ＝ ６ρ（ ｔ）ｋ２，这里的 Ｄ 为双线性微分算子，其定义为

　 　 Ｄｍ
ｔ Ｄｎ

ｘａ·ｂ ≡ ∂ｍ

∂ｓｍ
∂ｎ

∂ｙｎ ａ（ ｔ ＋ ｓ，ｘ ＋ ｙ）ｂ（ ｔ － ｓ，ｘ － ｙ） ｜ ｓ ＝ ０，ｙ ＝ ０，　 　 ｍ，ｎ ＝ ０，１，２，３，… ． （７）

为了计算呼吸解，选择拓展的同宿测试函数［１４⁃１５］：
　 　 ｆ（ξ，ｚ） ＝ １ ＋ Ａ（ ｔ）（ｅ － ｉξｐ（ ｔ） ＋ ｅｉξｐ（ ｔ））ｅλ（ ｔ） ＋Ω（ ｔ） ｚ ＋ Ｂ（ ｔ）ｅ２（λ（ ｔ） ＋Ω（ ｔ） ｚ）， （８）

这里 ｐ（ ｔ），λ（ ｔ），Ω（ ｔ），Ａ（ ｔ），Ｂ（ ｔ） 是关于 ｔ 的待定函数，将式（８）代入方程（６）中，再令 ｅ３λ（ ｔ） ＋３Ω（ ｔ） ｚ ±ｉξｐ（ ｔ），
ｅλ（ ｔ） ＋Ω（ ｔ） ｚ ±ｉξｐ（ ｔ） 和 ｅ２（λ（ ｔ） ＋Ω（ ｔ）） 的系数为零，可得

　 　
Ｂ（ ｔ） ＝ Ａ２（ ｔ）（４ｋ４ｐ２（ ｔ）ρ（ ｔ） ＋ ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ））

ｋ４ｐ２（ ｔ）ρ（ ｔ） ＋ ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ）
，

Ω２（ ｔ） ＝ ｐ２（ ｔ）（ｋ４ｐ２（ ｔ）ρ（ ｔ） ＋ ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ））
γ（ ｔ）

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（９）

将式（８）代入式（５）得到
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　 　 ｕ（ξ，ｚ） ＝ － ４Ａ（ ｔ）ｐ２（ ｔ）ｅλ（ ｔ） ＋Ω（ ｔ） ｚ（２Ａ（ ｔ）ｅλ（ ｔ） ＋Ω（ ｔ） ｚ ＋ ｃｏｓ（ξｐ（ ｔ））（Ｂ（ ｔ）ｅ２（λ（ ｔ） ＋Ω（ ｔ） ｚ） ＋ １））
（２Ａ（ ｔ）ｃｏｓ（ξｐ（ ｔ））ｅλ（ ｔ） ＋Ω（ ｔ） ｚ ＋ （Ｂ（ ｔ）ｅ２（λ（ ｔ） ＋Ω（ ｔ） ｚ） ＋ １）） ２ ． （１０）

上式也可以写成以下形式：

　 　 ｕ（ξ，ｚ） ＝ － ２Ａ（ ｔ）ｐ２（ ｔ）（Ａ（ ｔ） ＋ Ｂ（ ｔ） ｃｏｓ（ξｐ（ ｔ））ｃｏｓｈ（ｌｎ（Ｂ（ ｔ）） ／ ２ ＋ λ（ ｔ） ＋ Ω（ ｔ） ｚ））
（Ａ（ ｔ）ｃｏｓ（ξｐ（ ｔ）） ＋ Ｂ（ ｔ） ｃｏｓｈ（ｌｎ（Ｂ（ ｔ）） ／ ２ ＋ λ（ ｔ） ＋ Ω（ ｔ） ｚ）） ２

， （１１）

这里 Ｂ（ ｔ） 和 Ω（ ｔ） 可由式（９）求得．式（１１）是同宿波，也是呼吸波，由于同宿波和呼吸波在同一方向上相互

作用，所以形成了同宿呼吸波．当 ｚ→ ±∞ 时，ｕ（ξ，ｚ） 趋于一个固定值 ０，且同宿呼吸波的周期为 ２π ／ ｐ（ ｔ） ．　
　 情形 １　 取 ｐ（ ｔ） ＝ １ ／ ｔ，Ａ（ ｔ） ＝ ｔ２，λ（ ｔ） ＝ ｔ，β（ ｔ） ＝ ９ｔ，γ（ ｔ） ＝ ｔ２，ρ（ ｔ） ＝ １９ｔ，这里 ｔ ＞ １．图 １ 为同宿呼吸波的

图像，可以看出图 １（ａ）的呼吸波在波面之上，图 １（ｂ）的呼吸波在波面之下．

（ａ） ｍ ＝ ０．７， ｔ ＝ ９．１４， ω ＝ ８．３， ｋ ＝ ２．４ （ｂ） ｍ ＝ ０．６， ｔ ＝ ６．１２， ω ＝ － １， ｋ ＝ ０．７
图 １　 方程（２）同宿呼吸波的三维图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｍａｐ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ ｒｅｓｐｉｒａｔｏｒｙ ｗａｖｅ ｏｆ ｅｑ． （２）

图 ２　 方程（２）在 ｍ ＝ ３．７， ｔ ＝ ３０， ω ＝ － １３．５， ｋ ＝ － ６．９ 时怪波的三维图和等高线图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｍａｐ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｍａｐ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｇｕｅ ｗａｖｅ ｏｆ ｅｑ． （２） ｆｏｒ ｍ ＝ ３．７， ｔ ＝ ３０， ω ＝ － １３．５， ｋ ＝ － ６．９

情形 ２　 根据双曲余弦函数的 Ｍａｃｌａｕｒｉｎ 公式：

　 　 ｃｏｓｈ ｘ ＝ １ ＋ ｘ２

２
＋ ｘ４

２４
＋ ｘ６

７２０
＋ ｘ８

４０ ３２０
＋ … ＋ ｘ２ｎ

（２ｎ）！
＋ ο（ｘ２ｎ＋１）， （１２）

取

　 　 Ａ（ ｔ） ＝ － ｃｏｓｈ（ｋｐ（ ｔ）） ＝ － １ － ｋ２ｐ２（ ｔ）
２

－ ｋ４ｐ４（ ｔ）
２４

－ ｋ６ｐ６（ ｔ）
７２０

－ ｋ８ｐ８（ ｔ）
４０ ３２０

， （１３）

另外，取 λ（ ｔ） ＝ ０，β（ ｔ） ＝ ９ｔ，γ（ ｔ） ＝ ｔ２，ρ（ ｔ） ＝ １９ｔ，当同宿周期波的周期 ２π ／ ｐ（ ｔ） 趋于无穷，即 ｐ（ ｔ） →０ 时，可
以得到有理呼吸波解为

　 　 ｕ（ξ，ｚ） ＝ ４ｔ２（ｋｌ ＋ ９ｍ２ ｔ）（（ｋｌ ＋ ９ｍ２ ｔ） ２ｚ２ － （ｋｌ ＋ ９ｍ２ ｔ） ｔ２ξ２ ＋ ５７ｋ４ ｔ３）
（（ｋｌ ＋ ９ｍ２ ｔ） ２ｚ２ ＋ （ｋｌ ＋ ９ｍ２ ｔ） ｔ２ξ２ ＋ ５７ｋ４ ｔ３） ２ ． （１４）
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如图 ２ 所示，根据图像可以看出其波高远远大于其周围波的波高，由于波高大于有效波高 ２ 倍（或 ２．２
倍）的单波可以称为怪波，所以可以说图 ２ 是方程（２）的怪波，因此式（１４）为方程（２）的怪波解．

２　 高阶怪波解

为了构造方程（２）的高阶怪波解，根据文献［１６⁃１７］的符号计算方法，构造一个新的高阶多项式：

　 　 ｆ ＝ Ｆｎ（ξ，ｚ） ＝ ∑
ｎ（ｎ＋１） ／ ２

ｊ ＝ ０
∑

ｊ

ｉ ＝ ０
（ａｎ（ｎ＋１） －２ｊ，２ｉ（ ｔ）ξ２ｉｚｎ（ｎ＋１） －２ｊ ＋ ａｎ（ｎ＋１） ／ ２－ｊ，３ｉ（ ｔ）ξｉｚｎ（ｎ

＋１） ／ ２－ｊ）， （１５）

这里 ａｎ（ｎ＋１） －２ｊ，２ｉ（ ｔ） 和 ａｎ（ｎ＋１） ／ ２－ｊ，３ｉ（ ｔ） 是关于 ｔ 的待定函数．
２．１　 一阶怪波解

当 ｎ ＝ １ 时，可得

　 　 ｆ ＝ Ｆ１（ξ，ｚ） ＝ ａ０，２（ ｔ）ξ２ ＋ ａ０，３（ ｔ）ξ ＋ ａ２，０（ ｔ） ｚ２ ＋ ａ１，０（ ｔ） ｚ ＋ ２ａ０，０（ ｔ） ． （１６）
将式（１６）代入方程（６）中并取 ξ 和 ｚ 的所有系数为零，得到

　 　
ａ１，０（ ｔ） ＝ －

（８ａ０，０（ ｔ）ａ０，２（ ｔ） － ａ２
０，３（ ｔ））（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ）） － １２ｋ４ａ２

０，２（ ｔ）ρ（ ｔ）

γ（ ｔ）
，

ａ２，０（ ｔ） ＝
ａ０，２（ ｔ）（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ））

γ（ ｔ）
．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１７）

则式（１６）可以写成

　 　 ｆ ＝ Ｆ１（ξ，ｚ） ＝ －
ｚ （８ａ０，０（ ｔ）ａ０，２（ ｔ） － ａ２

０，３（ ｔ））（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ）） － １２ｋ４ａ２
０，２（ ｔ）ρ（ ｔ）

γ（ ｔ）
＋

　 　 　 　
ｚ２ａ０，２（ ｔ）（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ））

γ（ ｔ）
＋ ａ０，２（ ｔ）ξ２ ＋ ａ０，３（ ｔ）ξ ＋ ２ａ０，０（ ｔ） ． （１８）

将式（１８）代入式（５），可得到方程（２）的一阶怪波解为

　 　 ｕ（ξ，ｚ） ＝ ２ｌｎ（Ｆ１（ξ，ｚ）） ξξ ． （１９）
图 ３ 展示了方程（２）在 ａ０，２（ ｔ） ＝ ６ｔ，ａ０，３（ ｔ） ＝ ｔ，ａ０，０（ ｔ） ＝ ｔ３，β（ ｔ） ＝ ９ｔ，γ（ ｔ） ＝ ｔ２，ρ（ ｔ） ＝ １９ｔ 时一阶怪波解的

三维图和等高线图．

图 ３　 方程（２）在 ｍ ＝ ３．６５， ｔ ＝ ８．５６， ω ＝ ４．２５， ｋ ＝ ２ 时一阶怪波的三维图和等高线图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｍａｐ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｍａｐ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｏｇｕｅ ｗａｖｅ ｏｆ ｅｑ． （２） ｆｏｒ ｍ ＝ ３．６５， ｔ ＝ ８．５６， ω ＝ ４．２５， ｋ ＝ ２

２．２　 二阶怪波解

当 ｎ ＝ ２ 时，可得

　 　 ｆ ＝ Ｆ２（ξ，ｚ） ＝ ａ０，６（ ｔ）ξ６ ＋ ａ０，４（ ｔ）ξ４ ＋ ａ０，９（ ｔ）ξ３ ＋ ａ０，２（ ｔ）ξ２ ＋ ａ０，６（ ｔ）ξ２ ＋ ａ０，３（ ｔ）ξ ＋ ａ６，０（ ｔ） ｚ６ ＋

　 　 　 　 ａ４，２（ ｔ）ξ２ｚ４ ＋ ａ４，０（ ｔ） ｚ４ ＋ ａ３，０（ ｔ） ｚ３ ＋ ａ２，４（ ｔ）ξ４ｚ２ ＋ ａ２，２（ ｔ）ξ２ｚ２ ＋ ａ２，３（ ｔ）ξｚ２ ＋ ２ａ２，０（ ｔ） ｚ２ ＋
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　 　 　 　 ａ１，６（ ｔ）ξ２ｚ ＋ ａ１，３（ ｔ）ξｚ ＋ ａ１，０（ ｔ） ｚ ＋ ２ａ０，０（ ｔ） ． （２０）
将式（２０）代入方程（６）中并取 ξ 和 ｚ 的所有系数为零，可以得到参数的一组约束关系：

　 　

ａ０，０（ ｔ） ＝
６７ ５００ｋ１２ａ２

６，０（ ｔ）γ６（ ｔ）ρ３（ ｔ） ＋ ａ２
１，６（ ｔ）γ（ ｔ）（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ）） ８ ＋ ９ａ２

０，９（ ｔ）（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ）） ９

７２ａ６，０（ ｔ）γ３（ ｔ）（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ）） ６ ，

ａ０，２（ ｔ） ＝
ａ６，０（ ｔ）γ３（ ｔ）（ － １２５ｋ８ρ２（ ｔ） － （ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ）） ２）

（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ）） ５ ， ａ０，３（ ｔ） ＝ －
ｋ４ａ０，９（ ｔ）ρ（ ｔ）
ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ）

，

ａ０，４（ ｔ） ＝
２５ｋ４ａ６，０（ ｔ）γ３（ ｔ）ρ（ ｔ）

（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ）） ４ ， ａ０，６（ ｔ） ＝
ａ６，０（ ｔ）γ３（ ｔ）

（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ）） ３， ａ１，０（ ｔ） ＝
５ｋ４ａ１，６（ ｔ）ρ（ ｔ）

３（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ））
，

ａ１，３（ ｔ） ＝ ０， ａ２，０（ ｔ） ＝
４７５ｋ８ａ６，０（ ｔ）γ２（ ｔ）ρ２（ ｔ）

２（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ）） ４ ， ａ２，２（ ｔ） ＝
９０ｋ４ａ６，０（ ｔ）γ２（ ｔ）ρ（ ｔ）

（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ）） ３ ，

ａ２，３（ ｔ） ＝ －
３ａ０，９（ ｔ）（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ））

γ（ ｔ）
， ａ２，４（ ｔ） ＝

３ａ６，０（ ｔ）γ２（ ｔ）
（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ）） ２，

ａ３，０（ ｔ） ＝ －
ａ１，６（ ｔ）（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ））

γ（ ｔ）
， ａ４，０（ ｔ） ＝

１７ｋ４ａ６，０（ ｔ）γ２（ ｔ）ρ（ ｔ）
（ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ）） ２ ， ａ２，４（ ｔ） ＝

３ａ６，０（ ｔ）γ（ ｔ）
ｋω ＋ ｍ２β（ ｔ）

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２１）
因此方程（２）的二阶怪波解可以利用变换（５），得到

　 　 ｕ（ξ，ｚ） ＝ ２ｌｎ（Ｆ２（ξ，ｚ）） ξξ， （２２）
这里的 Ｆ２（ξ，ｚ） 可由式（２０）求得．取 ａ０，９（ ｔ） ＝ ６，ａ１，６（ ｔ） ＝ ｔ２，ａ６，０（ ｔ） ＝ ｔ，β（ ｔ） ＝ ９ｔ，γ（ ｔ） ＝ ｔ２，ρ（ ｔ） ＝ １９ｔ ．

（ａ） ｍ ＝ ０ 时的三维图 （ｂ） ｍ ＝ １．４ 时的三维图 （ｃ） ｍ ＝ ３．７ 时的三维图

（ａ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｍａｐ ｆｏｒ ｍ ＝ ０ （ｂ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｍａｐ ｆｏｒ ｍ ＝ １．４ （ｃ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｍａｐ ｆｏｒ ｍ ＝ ３．７

（ｄ） ｍ ＝ ０ 时的等高线图 （ｅ） ｍ ＝ １．４ 时的等高线图 （ｆ） ｍ ＝ ３．７ 时的等高线图

（ｄ） Ｔｈｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｍａｐ ｆｏｒ ｍ ＝ ０ （ｅ） Ｔｈｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｍａｐ ｆｏｒ ｍ ＝ １．４ （ｆ） Ｔｈｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｍａｐ ｆｏｒ ｍ ＝ ３．７

图 ４　 方程（２）在 ｔ ＝ ３．８， ω ＝ ２， ｋ ＝ ２．０５ 时二阶怪波的图像
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图 ４ 给出了二阶怪波解的图像，从图中可以看出怪波集中在（０，０）附近，且 ｍ 的取值主要影响二阶怪波

解的波峰数量，使其由两个波峰变成三个波峰．

３　 结　 　 论

本文基于 Ｈｉｒｏｔａ 双线性方法，将拓展的同宿呼吸检验法推广到（３＋１）维变系数 Ｋ⁃Ｓ 方程中，得到了它的

同宿呼吸解，发现该解所含的参数影响着同宿呼吸波的结构，即波的周期、位置和形状随着参数的取值而变

化．随后通过对同宿呼吸极波的周期取极限求得方程的怪波解．最后，构造一个特殊的高阶多项式作为测试

函数，得到了该方程的一阶怪波解和二阶怪波解，借助 ＭＡＴＨＥＭＡＴＩＣＡ 软件作出的图像可以看出，参数 ｍ 影

响二阶怪波解的波峰，使其由两个怪波变成三个呈三角形的独立怪波．（３＋１）维变系数 Ｋ⁃Ｓ 方程的研究在医

学、自然科学和工程领域有着重要的意义．
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［７］　 ＧＵＯ Ｈａｎｄｏｎｇ， ＸＩＡ Ｔｉｅｃｈｅｎｇ， ＨＵ Ｂｅｉｂｅｉ． Ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｌｕｍｐｓ， ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｂｒｅａｔｈｅｒｓ ａｎｄ ｈｙｂｒｉｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａｎ
ｅｘｔｅｎｄｅｄ （３＋ １） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｊｉｍｂｏ⁃Ｍｉｗａ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ ｆｌｕｉｄ ｄｙｎａｍｉｃｓ［ Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０２０， １００
（１）： ６０１⁃６１４．

［８］　 ＰＥＮＧ Ｗｅｉｑｉ， ＴＩＡＮ Ｓｈｏｕｆｕ， ＺＨＡＮＧ Ｔｉａｎｔｉａｎ． Ｂｒｅａｔｈｅｒ ｗａｖｅｓ ａｎｄ ｒａｔｉｏｎａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ （３＋１） ⁃ ｄｉｍｅｎｓｉ⁃
ｏｎａｌ Ｂｏｉｔｉ⁃Ｌｅｏｎ⁃Ｍａｎｎａ⁃Ｐｅｍｐｉｎｅｌｌｉ ｅｑｕａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ａｎｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１９， ７７
（３）： ７１５⁃７２３．

［９］　 ＫＵＤＲＹＡＳＨＯＶ Ｎ Ａ， ＳＩＮＥＬＳＨＣＨＩＫＯＶ Ｄ Ｉ． Ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｌｉｑｕｉｄ ｗｉｔｈ ｇａｓ
ｂｕｂｂｌｅｓ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｃｒｉｐｔａ， ２０１２， ８５（２）： ２５４０２⁃２５４０９．

［１０］　 ＳＨＡＩＫＨＯＶＡ Ｇ Ｎ， ＫＵＴＵＭ Ｂ Ｂ， ＡＬＴＡＹＢＡＥＶＡ Ａ Ｂ， ｅｔ ａｌ． Ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ （３＋１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｋｕｄｒ⁃
ｙａｓｈｏｖ⁃Ｓｉｎｅｌｓｈｃｈｉｋｏｖ ｅｑｕａｔｉｏｎ ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｈｙｓｉｃｓ： Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ Ｓｅｒｉｅｓ， ２０１９， １４１６： ０１２０３０． ＤＯＩ： １０．
１０８８ ／ １７４２⁃６５９６ ／ １４１６ ／ １ ／ ０１２０３０．

［１１］　 ＴＡＮＧ Ｘｉａｎｇｌｏｎｇ， ＣＨＥＮ Ｙｏｎｇ． Ｌｕｍｐｓ， ｂｒｅａｔｈｅｒｓ， ｒｏｇｕｅ ｗａｖｅｓ ａｎｄ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ａ （３＋１） ⁃ｄｉｍｅｎ⁃
ｓｉｏｎａｌ Ｋｕｄｒｙａｓｈｏｖ⁃Ｓｉｎｅｌｓｈｃｈｉｋｏｖ ｅｑｕａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｍｏｄｅｒｎ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ Ｂ， ２０２０， ３４（１２）： ２０５０１１７． ＤＯＩ： １０．
１１４２ ／ Ｓ０２１７９８４９２０５０１１７１．

［１２］　 ＣＨＵＫＫＯＬ Ｙ Ｂ， ＭＯＨＡＭＡＤ Ｍ Ｎ Ｂ， ＭＵＭＩＮＯＶ Ｍ． Ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ （３＋１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｋｕｄｒｙａｓｈｏｖ⁃
Ｓｉｎｅｌｓｈｃｈｉｋｏｖ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｂｕｂｂｌｙ ｆｌｏｗ ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０１８， ２０１８： ７４５２７８６．

７５８第 ８ 期　 　 　 　 张诗洁，等： （３＋１）维变系数 Ｋｕｄｒｙａｓｈｏｖ⁃Ｓｉｎｅｌｓｈｃｈｉｋｏｖ（Ｋ⁃Ｓ）方程的同宿呼吸波解和高阶怪波解



ＤＯＩ： １０．１１５５ ／ ２０１８ ／ ７４５２７８６．
［１３］ 　 ＧＡＯ Ｘｉｎｙｉ． Ｄｅｎｓｉｔｙ⁃ｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎ ｓｙｍｂｏｌｉｃ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ （３＋ １） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｖａｒｉａｂｌｅ⁃ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Ｋｕｄｒ⁃

ｙａｓｈｏｖ⁃Ｓｉｎｅｌｓｈｃｈｉｋｏｖ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ ｂｕｂｂｌｙ ｌｉｑｕｉｄ ｗｉｔｈ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｓｕｐｐｏｒｔ［Ｊ］ ． Ｍｏｄｅｒｎ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ Ｂ，
２０１６， ３０（１５）： １６５０２１７． ＤＯＩ： １０．１１４２ ／ Ｓ０２１７９８４９１６５０２１７１．

［１４］　 ＴＡＮ Ｗｅｉ， ＤＡＩ Ｚｈｅｎｇｄｅ． Ｓｐａｔｉｏｔｅｍｐｏｒａｌ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｌｕｍｐ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ （１＋１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｂｅｎｊａｍｉｎ⁃Ｏｎｏ
ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１７， ８９（４）： ２７２３⁃２７２８．

［１５］　 ＤＡＩ Ｚｈｅｎｇｄｅ， ＨＵＡＮＧ Ｊｉａｎ， ＪＩＡＮＧ Ｍｕｒｏｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ ｏｒｂｉｔｓ ａｎｄ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｉｔｏｎｓ ｆｏｒ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｅ⁃
ｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｅｖｅｎ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ［Ｊ］ ． Ｃｈａｏｓ， Ｓｏｌｉｔｏｎｓ ＆ Ｆｒａｃｔａｌｓ， ２００５， ２６（４）： １１８９⁃１１９４．

［１６］　 ＣＬＡＲＫＳＯＮ Ｐ Ａ， ＥＬＬＥＮ Ｄ． Ｒａｔｉｏｎａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｔｏ ｒｏｇｕｅ ｗａｖｅｓ［Ｊ］ ．
Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｉｔｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１７， １（１）： １⁃２６．

［１７］　 ＨＯＱＵＥ Ｆ， ＲＯＳＨＩＤ Ｈ Ｏ， ＡＬＳＨＡＭＭＡＲＩ Ｆ Ｓ． Ｈｉｇｈｅｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｏｇｕｅ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｋａｄｏｍｔｓｅｖ Ｐｅｔｖｉａｓｈｖｉ⁃
ｌｉ⁃Ｂｅｎｊａｎｉｍ Ｂｏｎａ Ｍａｈｏｎｙ （ＫＰ⁃ＢＢＭ） ｍｏｄｅｌ ｖｉａ ｔｈｅ Ｈｉｒｏｔａ⁃ｂｉｌｉｎｅａｒ ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｃｒｉｐｔａ， ２０２０， ９５
（１１）： １１５２１５．

８５８ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷


