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摘要：  岩土工程中各土层参数的取值是根据现场及室内试验数据，采用经典统计学方法进行确定的，但这往往忽略

了先验信息的作用.与经典统计学方法不同的是，Bayes 法能从考虑先验分布的角度结合样本分布去推导后验分布，

为岩土参数的取值提供一种新的分析方法.岩土工程勘察可视为对总体地层的随机抽样，当抽样完成时，样本分布密

度函数是确定的，故 Bayes 法中的后验分布取决于先验分布，因此推导出两套不同的先验分布：利用先验信息确定

先验分布及共轭先验分布.通过对先验及后验分布中超参数的计算，当样本总体符合 N(µ,σ2) 正态分布时，对所要研

究的未知参数µ和 σ展开分析，综合对比不同先验分布下后验分布的区间长度，给出岩土参数 Bayes 推断中最佳后验

分布所要选择的先验分布.结果表明：共轭情况下的后验分布总是比无信息情况下的后验区间短，概率密度函数分

布更集中，取值更方便.在正态总体情形下，根据未知参数µ和 σ的联合后验分布求极值方法，确定样本总体中最大概

率 均 值 µmax 和 方 差 σmax 作 为 工 程 设 计 采 用 值，为 岩 土 参 数 取 值 方 法 提 供 了 一 条 新 的 路 径，有 较 好 的 工 程

意义.

关    键    词：    力学参数；  Bayes 法；  先验及后验分布；  µ,σ联合分布；  后验最大概率

中图分类号：  TU443             文献标志码：  A            DOI：10.21656/1000-0887.410385

Determination of Soil Mechanical Parameters From Posterior
Distributions Under Different Prior Distributions

WEI Deyong1，  RUAN Yongfen1，  YAN Ming2，  GUO Yuhang2，  DING Haitao3

（1. School of Architectural Engineering, Kunming University of Science and Technology, Kunming 650500, P.R.China；

2. No.5 Engineering Corporation Limited of CR20G, Kunming 650000, P.R.China；

3. YCIH No.1 Engineering Survey and Design Co. , Ltd. , Kunming 650031, P.R.China）

 
Abstract：The values of soil layer parameters in geotechnical engineering were determined according to field and laboratory

test  data  with  classical  statistical  methods,  without  use  of  the  prior  information.  Unlike  classical  statistical  methods,  the

Bayes method combines samples from the perspective of prior distribution to deduce the posterior distribution, providing a

new analytical method for the evaluation of geotechnical parameters. The geotechnical engineering survey makes a random

sampling  of  the  overall  strata.  The  density  function  of  the  sample  distribution  is  determined  when  the  sampling  is

completed. Therefore, the posterior distribution in the Bayes method depends on the prior distribution, and 2 different sets
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of prior distributions were derived: the prior distribution and the conjugate prior distribution were determined with the prior

information.  Through calculation of  the parameters  in  the posterior  distribution,  with the sample generally conforming to

the  normal  distribution  of  N(µ,σ2),  unknown  parameters  µ  and σ  were  analyzed,  the  interval  lengths  of  the  posterior

distribution under different  prior distributions were comprehensively compared,  and the prior distribution selected for the

optimal  posterior  distribution  in  the  Bayes  inference  of  the  geotechnical  parameter  was  given.  The  results  show that,  the

posterior  distribution  in  the  conjugate  case  is  always  shorter  than  that  in  the  absence  of  information,  and  the  probability

density function distribution is more centralized and the value determination is more convenient. Under the overall normal

situation,  the extreme value method obtained based on the joint  posterior  distribution of unknown parameters µ and σ  to

determine maximum probability mean µmax and variance σmax in the sample as the adopted values in the engineering design,

provides a way for the value determination of geotechnical parameters, and has engineering significance.

Key words：mechanical  parameter； Bayes  method； prior  and  posterior  distributions； µ,σ  joint  distribution； posterior

maximum probability

 

引　　言

岩土工程可靠度分析需要合理的参数，工程中常根据工程勘察的试验数据，采用经典统计学法来确定岩

土力学参数概率分布的密度函数，进而根据概率密度函数计算岩土力学参数的可靠区间.随着工程要求的提

高，经典统计学法已不能满足工程设计需要，因此许多学者对岩土参数的确定提出了很多种方法.

张继周等[1] 对概率论中常见的 5种分布系列：Bernoulli分布、 Poisson分布、 极值分布、 中心极限分布和

其他分布系列 (如 β 分布及超几何分布等)进行综合分析， 对各种分布产生的背景及物理意义对比后得出中

心极限分布系列是最适合岩土参数的概率分布. 宫凤强等[2] 采用二维正态信息扩散法去推断岩土参数概率分

布.随机反演方法可为有限数据条件下岩土力学参数统计特征及概率分布推断提供一条有效途径.蒋水华等[3]

总结了岩土工程 Bayes分析常用的参数先验概率分布及似然函数模型，以一个不排水黏土边坡为例，采用自

适应 Bayes更新方法系统，探讨了参数先验概率分布和似然函数对空间变异边坡参数后验概率分布推断及可

靠度更新的影响.阮永芬等[4] 指出，支持向量机法在理论基础和求解算法方面都具有明显优势，为确保岩土力

学参数取值的合理性，采用支持向量机法对岩土力学参数进行反演，并对反演结果进行了检验.黄天朗等[5] 提

出以 Legendre多项式和 Chebyshev多项式对岩土参数的概率分布函数进行推断.宫凤强等[6] 为获得岩土参数

概率分布的最佳推断方法，首先考虑岩土参数均为非负值的特性，提出以“3σ”准则为基础，并考虑样本数据

偏度进行调整的积分区间确定方法.Kring等[7] 提出了一种通过结合空间变化因素对岩土体结构进行稳定性

分析的综合方法.

然而上述方法都是在经典统计学基础上进行修正后提出的，不能考虑到样本先验信息的影响.Bayes法不

同于经典统计学方法，它能充分考虑样本的先验信息及样本信息，因此国内外学者将 Bayes法引入岩土工程

力学参数的分析：吴越等[8] 提出岩土强度参数在满足正态分布时，考虑均值和偏差联合的最大后验估计.阮永

芬等[9] 通过超参数的计算确定了岩土参数分布的先验和后验分布，并借助 Fisher信息量推求当样本量趋于无

穷时岩土参数的收敛取值，证明了岩土参数正态和对数正态分布两者是可互换的，误差可忽略.朱万闯等[10] 从

经典的近似 Bayes计算方法出发，对其前沿研究进展进行了系统的综述，并对其在复杂数据处理中的应用前

景及其和前沿人工智能方法的深入联系进行了分析和讨论.Li等[11] 指出先验和后验分布是 Bayes统计法的重

要组成部分.Lin等 [12] 提出了一种基于 Bayes反演的参数估计和不确定性分析与工程判断相结合的框

架.Straub等[13] 提出了 Monte-Carlo的替代方法，该方法对于更新力学参数模型和其他计算模型特别有效，被

称为使用结构可靠性方法 (BUS)进行的 Bayes更新.Goller等[14] 指出在 Bayes模型更新中，使用动态数据的

结构系统的参数识别，可将后验分布表述为两个概率密度函数 (一个与先验分布有关，一个与样本分布有

关)的乘积，先验分布的选择对后验分布影响较大.Frank[15] 对 Bayes统计法中未知参数后验估计时正则化常

数进行了讨论，给出如何确定正则化常数的方法.李书等[16] 提出将统计分析中的 Bayes方法应用到参数识别
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问题中，提出了利用测量频率的 Bayes估计识别动力学模型.

岩土工程勘察实质上是对某区域内的岩土体进行部分随机抽样，并以经典数理统计理论为基础确定抽样

部分样本的分布特征参数：如形状参数 σ和位置参数µ，从而以抽样样本的概率密度函数来代替该区域的总体

密度函数.但以样本代替总体依然是不全面的，总体分布中的特征参数此时仍然未知，但总体分布的特征参数

的部分信息也确实包含在抽样信息中.想要确定总体分布的特征参数可通过扩大抽样的方法，让部分抽样逐

渐接近总体的方法来实现.但这需要极大的样本量，这对于岩土工程勘察来说就需花费巨大的成本，这是不可

能的.岩土工程勘察是一个动态过程，随着工程的开展，可逐渐获得更多地层总体隐藏的信息，把这些信息整

理利用，去对之前抽样的样本数据进行更新，就可获得一个更加符合实际地层的密度函数称之为后验密度函

数.但正如文献 [14]所说：在确定后验分布时，样本分布由抽样形式决定，抽样完成样本分布也基本确定，故先

验分布对其影响较大.因此，本文提出根据不同先验分布推导后验分布的计算方法，并对不同先验分布下的后

验分布进行对比分析，给出确定岩土力学参数的先验分布与其对应的后验分布方式的选择依据.以昆明滇池

国际会展中心及地铁 5号线部分站点处的成层状互层分布的饱和软土：泥炭质土、黏土、粉土的内摩擦角

φ和黏聚力 c 为例进行验证分析，并验证了推导的实用性和合理性.这能为岩土参数的取值提供一种新的分析

理论及方法，有着良好的工程意义. 

1    从 Bayes 公式推导后验密度

Bayes公式是统计学中一个重要的概率公式[17]：

P( Bi|A) =
P( A|Bi)P(Bi)

P(A)
=

P( A|Bi)P(Bi)
n∑

j=1

P( A|B j)P(B j)

， （1）

P( A|Bi) P( Bi|A)式中， ， 分别称为先验及后验概率.式 (1)中若 A 记为结果，Bi 就为致使 A 发生的原因，所以该公

式也可理解为知道结果，找出使其发生的原因.对于存在密度函数的情形下，先验及后验概率也称为先验及后

验分布，则式 (1)转化为

π(θ| x) =
h(x, θ)
m(x)

=
f ( x|θ)π(θ)r

Ω f ( x|θ)π(θ)dθ
， （2）

θ µ σ h(x, θ)

f ( x|θ) π(θ) m(x)

m(x) θ 1/m(x) θ

式中， 为未知特征参数 (本文主要指均值 或方差 )； 为抽样样本分布与未知参数先验分布的乘积；

为未知参数的样本密度函数； 为样本先验分布，是本文研究的关键； 为抽样样本的边缘分布，又

因 与 无关，故 可看作与 无关的常数.式 (2)简化为

π(θ| x) ∝ f ( x|θ)π(θ). （3）

∝ Ω

θ θ

式 (2)是 Bayes公式的密度函数，式 (3)为简化式， 表示正比于.它集中了总体 样本先验信息中一切有关未

知参数 的一切信息，又排除了与 无关信息后的结果.

后验分布计算可按如下步骤进行：

θ f ( x|θ) θ π(θ) θ① 写出未知参数 的似然函数的核心部分，即 中与 有关的部分，以及先验分布 中与 有关的

部分.

π(θ| x) ∝ f ( x|θ)π(θ) ∝ { f ( x|θ)} ·{ π(θ)}
π(θ) θ

② 根据式 (3)写出未知参数后验密度的核心部分， ，即后验密度的核

心部分是样本概率函数与先验分布 中与 有关部分的乘积.

③ 将第二部得到的结果添加正则化常数[15]，可以和 x 有关，便得到后验密度函数.

抽样完成后样本信息是唯一确定的，故后验分布推断的一切出发点都在先验分布的选取上，不同先验分

布的选取决定着后验分布的形式，有必要对不同先验分布下后验分布的结果进行对比分析，选取最准确的先

验分布作为 Bayes推断方法.而 Bayes统计推断中常用的先验分布确定方法主要有三种[18]：利用先验信息确定

先验分布、无信息先验分布、共轭先验分布.但无信息先验分布的主观性较强，故不进行深入探讨.现对剩余的

两种先验分布展开详细讨论，综合对比确定最合适的后验分布计算法，并给出推荐依据. 
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2    利用先验信息确定先验及后验分布

θ

π(θ) θ π(θ) N(α,β)

α,β α,β α,β

α̂, β̂ π(θ;α,β) π(θ; α̂, β̂) α̂, β̂ α,β

利用先验信息确定未知参数 先验分布的常用方法有：直方图、相似对数、选定先验分布形式再确定超参

数、定分度及变分度法等[18]
.最实用的方法为选定先验分布的密度函数形式再计算超参数.但存在的问题是先

验分布 的密度函数如何选择，若选择不当将导致失误.通常假设未知参数 的先验密度 为 的正态

分布，其中 为待确定的超参数.只要能计算出 就能得出先验分布的表达式，对超参数 做出估计，得到

估计量 ，使 和 很接近，并以 代替 ，既选定为先验分布的密度函数，得到超参数的估计

值，先验分布的表达式也就随之确定.

θ

θ α̂, β̂

计算超参数的方法：从先验信息中整理加工获得前几阶样本的样本矩，先验分布的总体矩是超参数，令两

者相等，解方程便可得到超参数的估计值.假设能得到未知参数 的出现次数及概率 fi，就可整理形成表 1，并
以特征参数 用每个小区间的中点值代替，便可以得到 的估计值.

此时

α̂ = E
x1+ xi

2
+F

xi+1+ xk

2
+ · · ·+H

xs+1+ xn

2
， （4）

β̂ = E
( x1+ xi

2
− α̂

)2
+F

( xi+1+ xk

2
− α̂

)2
+ · · ·+H

( xs+1+ xn

2
− α̂

)2
. （5）

π(θ) ∼ N(α̂, β̂)故 即为所求，先验分布也随之确定.代入式 (3)便可得到利用先验信息确定先验分布下的后

验分布. 

3    正态总体情形下共轭先验及后验分布

Ψ

θ π(θ) π ∈ Ψ π(θ|x)

Ψ Ψ θ θ

若样本分布已知，为了理论上的需要，可选择未知参数的先验分布为共轭先验分布，定义如下：若 表示由

未知参数 的先验分布 组成的分布，对分布族中任取一个分布 及样本 xi 后，所得到的后验分布 仍

然属于 ，则可把 称为一个共轭先验分布族.但它仅对未知参数 而言，离开 说共轭先验分布是无意义的[18]
. 

3.1   未知参数的共轭先验分布确定

x1, x2, x3, · · · , xn N ∼ (µ,σ2) µ ∼ N(λ，τ2) µ λ和τ

x1, x2, x3, · · · , xn f (θ |x )

已知 是从总体 中抽取的样本，设 为 的先验信息， 为待确定超参

数， 条件分布记为 ，根据共轭先验分布的定义则有

π(µ |x) ∝ f (x|µ)π(µ) ∝ exp
{
−1

2

[
(x−µ)2

σ2 +
(µ−λ)2

τ2

]}
. （6）

设

ρ =
1
τ2 +

1
σ2 =

σ2 + τ2

σ2τ2 ， （7）

将式 (6)右侧部分凑为完全平方项：

(x−µ)2

σ2 +
(µ−λ)2

τ2 = ρ
[
µ− 1
ρ

(
λ

τ2 +
x
σ2

)]2

+
(x−λ)2

σ2+τ2， （8）

将式 (8)代回式 (6)，并略去常数项可得

π(µ|x) ∝ exp

−ρ2
[
µ−1
ρ

(
λ

τ2+
x
σ2

)]2

− (x−λ)2

2(σ2+τ2)

 ∝ exp

−ρ2
[
µ−1
ρ

(
λ

τ2+
x
σ2

)]2
. （9）

π(µ |x) N ∼
(

1
ρ

(
λ

τ2 +
x
σ2

)
,
σ2τ2

σ2+τ2

)
从式 (9)可知， 服从 的正态分布.结合共轭先验分布的定义可知，此时正态

 
表 1    样本矩确定先验超参数表

Table 1    Sample moment determination of prior hyper parameters

θ [x1+xi] [xi+1+xk] [xk+1+xj] ··· [xs+1+xn]

fi E F G ··· H
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µ σ2 Γ−1 (r/2，ζ/2)

r，ζ θ

分布均值 的共轭先验分布族为正态分布.同理可推导 的共轭先验分布族为逆 Gamma  分布，

为待确定的超参数.故在求取共轭先验分布对应的后验分布时，可选未知参数 的共轭先验分布为正态-
逆 Gamma分布. 

µ σ3.2    和 皆未知时的共轭先验分布下的后验分布

知道未知参数的先验分布、样本分布后，可据式 (3)来确定后验分布.下面再具体介绍确定后验分布的一

种新方法.

在已知未知参数的共轭先验分布为正态-逆 Gamma分布后，可逐渐求取共轭后验分布.步骤如下：

设

S 2 =
1

n−1

n∑
i=1

(xi− x)2，x =
1
n

n∑
i=1

xi，T = (x,S 2)，ϕ = (µ,σ2)，

x N(x,σ2/n) (n−1)S 2/σ2 χ2
(n−1) T=(x,S 2)

ϕ = (µ,σ2)

则 服从 分布，而 服从 分布，且两者相互独立，由因子分解定理[18] 可知 是

的联合充分统计量.其联合先验密度为

f (x|φ) =
√

n(n−1)(n−1)/2

√
π2n/2Γ

(
(n−1)

2

)σ−n(S 2)(n−1)/2−1exp
{
− 1

2σ2 [(n−1)S 2+n(x−µ)2]
}
. （10）

(µ,σ2)故 的似然函数为

f (µ,σ2 |x) ∝ (σ2)−n/2 exp
{
− 1
2σ2

[(n−1)S 2+n(x−µ)2]
}
. （11）

(µ,σ2) µ
∣∣∣σ2 ∼ N(λ,τ2),σ2 ∼ Γ−1(r/2, ζ/2) λ,τ,r, ζ选择 的先验密度为正态-逆 Gamma先验，即 ， 为待确定超参

数，可通过拟合样本密度函数确定，其联合密度为

π(θ,σ2) = π1(θ|σ2)×π2(σ2) ∝ (σ2)
−[(r+1)/2+1]

exp
{
− 1

2σ2 [k(µ− x)2
+ ζ]

}
. （12）

µ和σ2将式 (11)及 (12)代入式 (3)，便可得到共轭先验分布下 的联合后验密度核部分的表达式：

π(θ,σ2|x) ∝ (σ2)−((νn+1)/2+1)exp
{
− 1

2σ2 [νnσn
2+ kn(µ−µ(x))2]

}
, νn = n+ r，kn = n+ k，

µ(x) =
nx+ kµ

n+ k
,

νnσn = (n−1)S 2+ ζ +
nk

n+ k
(x−λ)2,

（13）

µ(x)

C =

√
kn

2π
· (νnσ2

n)νn/2

2νn/2Γ (νn/2)
µ和σ2

式中，n 为样本量，k，kn，vn，σn 为后验超参数， 为后验均值.从式 (13)可知后验分布超参数均由先验分布超

参数来确定.文献 [14]对式 (13)添加正则化常数 ，便可得到 的联合后验密度：

π(µ,σ2|x) =C(σ2)
−((νn+1)/2+1)

exp
{
− 1

2σ2 [νnσn
2+ kn(µ−µ(x))2]

}
. （14）

µ σ2 Γ−1(νn/2，νnσ2
n/2) σ2 µ

t(νn,µ(x),σ2
n/kn)

从式 (14)知，给定 时，可得 的后验密度为 的逆 Gamma分布；给定 后，可得 的后验

密度为 的一元 t 分布.
 

4    工程案例分析

φ

昆明滇池国际会展中心及地铁 5号线的 10多个站点都地处滇池湖沼相沉积的软土层.从地表以下分布

的土层分别为：杂填土、泥炭质土、粉土、黏土等.地下水在地表下 1 m左右，三种土的饱和度较高，可视为饱

和土.随工程的开展，得到了三种土的内摩擦角 、黏聚力 c 的大量试验数据，具体数值见表 2.对于饱和软黏

土一般采用直接快剪强度指标[19] 进行分析，故本文采用直接快剪指标进行分析.

θ µ σ µ σ未知参数 为均值 或标准偏差 ，实际工程中，需确定 就能给出工程的可靠采用值，而 表征样本的离散
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µ σ程度，两个参数一旦确定，样本总体信息也就确定，故后面将针对 和 展开分析.

µ从经典统计学理论可知， 的信息就隐藏在原始样本信息中，需分组计算样本均值.如果分组组数太多，则

均值信息及计算量也会增多；反之分组组数太少，计算量虽然会减少但所得均值信息不足以反应总体情况.为

便于计算把原始样本按照 5个一组依次进行不同组合后求其平均值.对于样本总量非 5的倍数时，就取样本

量最接近 5的倍数且保证该样本量中必须含最大及最小值.剩余数据则直接求其平均值，具体计算公式如下：

µi =

j+4∑
j=1

x j

5
， j = 1,6,11, · · · ,n−4；i = 1,2,3, · · · ,n/5. （15）

µ得到位置参数 的样本信息，给出其拟合分布图，如图 1所示.文献 [1]指出在概率论统计中，常见的五种

分布中，正态分布和对数正态分布是最适合土体力学参数的概率分布，如果变异系数小于 0.3且偏度系数小

于 0.025时选择正态分布，反之，选择对数正态分布.偏度 (skewness)是描述数据分布偏离对称轴方向程度的

度量，是统计数据分布非对称程度的数字特征，偏度是样本三阶标准化矩，用下式计算[17]：

S k(x) = E
[( x−µ
σ

)3
]
. （16）

如果偏度系数大于 0，数据多数集中于对称轴右侧；小于 0则数据集中于对称轴左侧；等于 0则正好为对

称的正态分布.可见偏度系数过大或过小都是不适合，故在同时满足偏度系数的绝对值小于 0.025，且变异系

数 (CCV)小于 0.3时选择正态分布，反之选择对数正态分布.按式 (15)得到三种土各参数分组后的µi，以该标

准作为检验分布是否满足正态分布或者对数正态分布的依据，检验结果如表 3所示.

µi µi

µi

结合文献 [1]和 K-S检验法结果可知，除µc, c 偏度系数绝对值大于 0.025，应采用对数正态分布来描述，其

余力学参数都可用正态分布来描述.文献 [9]指出，对数正态分布和正态分布式可相互转化，且误差是可忽略

的，故本文µc, c 依然视为正态分布处理后进行后验分布计算.图 1是最直观的 的样本信息.为推求 的后验分

布，以图 1为基础，结合前面的推导部分推求 的先验信息，在逐步推求后验分布. 

4.1   利用先验信息计算先验分布下确定后验分布

N(α,β)

α，β α̂, β̂ α，β α,β

需选定先验分布形式，结合图 1，假定未知参数µ的先验分布服从 的正态分布，按照表 1构造样本矩

分布表，并计算 的矩估计值 ，再代替 ，先验分布随之确定.在确定超参数 后，又因假定先验分布

为正态分布：

π(µ) =
1
√

2πβ
exp

{
− (x−α)2

2β2

}
. （17）

π(θ| x) ∝ f ( x|θ)π(θ) f ( x|θ)则可确定先验分布表达式.据式 (3)( )，便可确定后验分布表达式的核心部分，其中 指特

征参数µ的样本信息，根据图 1确定.例如泥炭质土的 c，利用先验信息确定先验分布对应的后验分布为

π(µc, ps|x) ∝ f (x|µc, ps|)π(µc, ps|) ∝ exp
{
− (x−29.6)2

2×12.8

}
exp

{
− (x−28.8)2

2×10.37

}
∝

exp
{
−
(

(x−28.8)2

20.74
+

(x−29.6)2

25.6

)}
. （18）

 
φ表 2    土体 c 和 原始试验样本

φTable 2    The c and   original samples of soil

soil name sample size N fak/ kPa index name index value

4-1 peaty soil
200

50
c/kPa 16.7, 50.6, 12.10, ···, 32.9, 28.7, 30.5, 46.4, 42.7, 3.3

200 φ/(◦) 6.1, 3.8, 5.2, ···, 3.6, 6.9, 6.6, 6.1, 9.8, 9.8, 2.3

4-2 silty soil
190

80
c/kPa 18.5, 20.1, 20.3, 20.6, ···, 31.5, 31.8, 32.7, 34.8

190 φ/(◦) 15, 15, 14, 12.3, ···, 18, 18.1, 18.4, 18.6, 18.7, 19.3

4-2 clay
210

90
c/kPa 34.44, 30.16, 28.53, 38.30,···, 29.66, 31.54, 6.64

210 φ/(◦) 5.91, 5.69, 7.24, ···, 6.71, 5.10, 7.21, 5.21
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同理可得其他土力学参数的后验分布表达式，如表 4所示.
 

 

 
图 1    岩土力学参数平均值µ的样本概率分布图

Fig. 1    Sample probability distribution diagrams of average value µ of rock and soil mechanics parameters
 

表 3    土体力学指标分布模型选择依据

Table 3    Basis for selection of soil mechanics index distribution model

index number in fig. 1 CCV absolute value of Sk type of density function

µc,ps (a) 0.232 07 0.015 89 normal distribution

µϕ, ps (b) 0.216 97 0.023 64 normal distribution

µc, fs (c) 0.163 66 0.016 38 normal distribution

µϕ, fs (d) 0.088 32 0.022 41 normal distribution

µc, c (e) 0.10 195 0.027 14 lognormal distribution
µϕ, c (f) 0.099 91 0.024 58 normal distribution
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4.2   共轭先验分布下确定后验分布

(µ,σ2)

µ|σ2 ∼ N(λ,τ2),σ2 ∼ Γ−1(r/2, ζ/2) λ,τ,r, ζ

µ|σ2 ∼ N(λ,τ2)

N(α,β)

由前面的分析可知，在共轭先验分布中，因选择 的先验密度为正态 -逆 Gamma先验即

， 为待确定超参数.从式 (13)可看出，后验分布超参数都和先验分布超

参数有关，故开始逐步求解先验分布中的超参数.因在共轭先验分布中µ的先验分布 为正态分

布，利用先验信息确定先验分布时µ的先验分布服从 的正态分布，故可让 α=λ，β=τ2.即两种方法确定的

先验分布可共用一套先验正态分布，如果此时代入式 (3)，那么两者的后验分布是一样的.但是在 3.2小节的推

论中共轭后验分布采取了另外一种方法，故虽然在相同的先验分布下，但后验分布是不同的.

k = −τ2/σ2 σ2

β̂

超参数 k 的确定.从图 1可知，对µi 进行概率分布拟合时存在一个标准偏差 σ，而共轭先验分布或利用先

验信息确定的先验分布为正态分布，也存在一个标准偏差 τ2，考虑到先验分有较强的主观性，故 k 可视为两者

比值的相反数，即 ，其中 表示位置参数µ的样本信息的标准偏差，τ2 表示利用先验信息的先验分布

推导得到的先验分布的标准偏差，数值上等于表 4中 .

r, ζ σ2 ∼ Γ−1(r/2, ζ/2) r, ζ

X ∼ Γ(r/2, ζ/2) 1/X ∼ Γ−1(r/2, ζ/2)

先验分布中超参数 的确定.从 可知，超参数 和位置参数µ的标准偏差分布有关，且从

经典数理统计理论可知，如果 ，则 .故类似于利用先验信息确定先验分布，分组

方法是将原始得到的数据按 5个一组的方式求其标准偏差，并计算其倒数，然后做出其 Gamma分布拟合图如

图 2所示.

µ

用来确定超参数的先验分布及后验分布的相关参数确定后，可依据式 (13)计算共轭先验分布以及后验分

布时的超参数，计算结果见表 5.超参数确定后，便可得出岩土力学参数的先验和后验分布图像.现以泥炭质土

的 c 和 ϕ为例分别给出在不同先验、后验及样本 3种分布下均值 的概率 f 的密度函数图，如图 3所示.

Γ−1(νn/2，νnσ2
n/2)

t(νn,µ(x),σ2
n/kn) µ (x) νn

σ2
n/kn µ (x)

νn

νn

σ2
n/kn

对不同算法下的先验分布和后验分布差异性较大的原因进行了深入分析：从前边的推导过程可知，在共

轭先验分布情况确定的后验分布为给定µ时，可得 σ2 的后验密度为 的逆 Gamma分布；给定

σ2 后可得µ的后验密度为 的一元 t 分布.其中后验超参数 为位置参数， 为自由度，

为刻度参数.代入表 5所得的先验超参数，由式 (13)计算所得 的结果可知，共轭情况下的后验均值

是比样本分布均值以及共轭情况下的先验均值要小，故图 3(a)、(d)两图中后中后验分布总体靠左；另外根据

t 分布的性质： 为 t 分布的自由度，自由度越大 t 分布在分布形式上就越接近正态分布，查阅文献可知，在自

由度大于 30时，t 分布的分布形式已经很接近正态分布[17]
.从表 5可知 均大于 40，故在分布形式上又较接近

正态分布.同时还有刻度参数 对 t 分布进行制约，结合表 5可知，t 分布的刻度参数均较小，故在密度函

数上表现为区间更短，分布更加集中.

分析图 3 (b)、(e)发现，利用先验信息下的先验分布，确定的后验分布的位置参数 (密度函数对称轴)与先

验分布和样本分布的位置参数 (密度函数对称轴)相比可知，后验分布的位置参数在先验分布与样本分布的位

置参数的中间.从表 4最后一列可知，利用先验信息下的先验分布所确定的后验分布在形式上是两个正态分

 
表 4    利用先验信息计算先验及后验分布表

Table 4    Calculated prior and posterior distributions with prior information

soil name mechanical parameter α̂ β̂ f ( x|µ) ∝sample distribution  π(µ| x) ∝posterior distribution 

4-1 peaty soil

µc 29.6 12.8 exp
{
− (x−28.8)2

2×10.37

}
exp

{
−
(

(x−28.8)2

20.74
+

(x−29.6)2

25.6

)}
µφ 5.6 2.14 exp

{
− (x−5.95)2

2×1.54

}
exp

{
−
(

(x−5.6)2

4.28
+

(x−5.95)2

3.08

)}

4-2 silty soil

µc 26.3 7.57 exp
{
− (x−26.75)2

2×5.4

}
exp

{
−
(

(x−26.75)2

10.8
+

(x−26.3)2

15.54

)}
µφ 16.83 2.59 exp

{
− (x−16.44)2

2×2.4

}
exp

{
−
(

(x−16.44)2

5.18
+

(x−15.9)2

4.8

)}

4-2 clay

µc 29.86 5.20 exp
{
− (x−29.4)2

2×4.5

}
exp

{
−
(

(x−29.86)2

10.4
+

(x−29.4)2

9

)}
µφ 5.59 1.1 exp

{
− (x−5.47)2

2×0.9

}
exp

{
−
(

(x−5.59)2

2.2
+

(x−5.47)2

1.8

)}
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布函数的乘积，故利用先验信息情况下的后验分布表现为先验分布与样本分布的一个折中取值，在分布形式

上还是正态分布.
 

 
图 2    岩土力学参数均值µ的 1/σ的 Gamma密度函数分布图

Fig. 2    Gamma density function distribution diagrams of 1/σ for mean value µ of rock and soil mechanical parameters
 

表 5    共轭先验、后验分布超参数计算表

Table 5    The hyper parameter calculation table of conjugate prior and posterion distributions

soil name index n x̄ µ S2 r ζ k kn µ(x̄) vn σn

4-1 peaty soil
c 40 27.87 kPa 28.8 kPa 12.1 5.62 1.02 1.23 40.86 27.89 kPa 45.62 10.37

ϕ 40 5.44° 5.95° 2.14 7.52 4.02 0.72 40.72 5.45° 47.52 1.86

4-2 silty soil
c 38 26.33 kPa 26.75 kPa 7.57 4.44 1.58 0.71 39.58 26.3 kPa 42.44 6.64

ϕ 38 16.84° 15.9° 2.58 3.86 6.26 0.93 41.86 16.8° 41.86 2.32

4-2 clay
c 42 29.81 kPa 31.35 kPa 5.20 12.58 0.1 0.86 42.86 29.8 kPa 54.58 4.003

ϕ 42 5.68° 5.47° 1.1 14.84 0.54 0.82 42 .82 5.6° 56.84 0.803
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从图 3中的 (a)~(e)可知，无论何种情况下确定的后验分布，对于 c 或 ϕ来说后验分布都比样本分布和先

验分布集中，区间更短，取值更加方便，这也说明了 Bayes法在一定程度上能对参数进行更新，综合考虑样本

信息和先验信息，对不确定性逐渐消除.再分析图 3(c)、(f)可知，共轭先验情况下确定的后验分布总是比利用

先验信息情况下确定的后验分布区间要窄，密度函数更加集中.因此共轭先验分布确定的后验分布明显优于

 

 
图 3    泥炭质土 c，ϕ的均值µ的后验分布概率密度曲线

Fig. 3    The posterior distribution probability density curves of mean value µ of peat c and ϕ
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利用先验信息情况下确定的后验分布.同理分析未知参数的方差 σ的后验分布 (逆 Gamma分布)也能得到相

同结论.后面通过未知参数联合分布方式给出µ和 σ的最优后验密度，并得到指标的推荐值. 

4.3   参数µ与 σ的最优后验密度函数选取

分析可知，共轭先验分布对应的后验分布是 Bayes法中最好的后验分布，所以就以共轭情况下的后验分

布为基础进行分析.

选择最优的后验分布后，需要给出岩土力学参数均值µ或 σ的最可靠值，这才是工程所关心的重点.在确

定共轭先验分布超参数后，根据式 (14)便可得出未知参数的联合后验密度表达式：

π(µ,σ2|x) ∝ (σ2)
−24.31

exp
{
− 1

2σ2 [4 877.48+(µ−27.89)2]
}
. （19）

为寻找该二元函数的极值，通过求解下列方程组得出极值点的坐标：
∂π(µ,σ2|x)
∂µ

=0,

∂π(µ,σ2|x)
∂σ

=0.

（20）

µ = 27.89 kPa σ = 9.24

σ = 1.85 σ µ

以泥炭质土的 c 和 ϕ为例，解得 c 的极值点坐标为 ， ；ϕ的极值点坐标为：µ=5.45°，
，做出其二元函数与取得极值时给定 对应的 的概率分布图像如图 4.

得到未知参数的联合分布后，通过求极值方法求出联合分布的极值点，把联合分布向一个未知参数极值

点平面投影就可得到另一个未知参数的最优概率曲线.如对泥炭质土 c 来说：向等平面 σ=9.24投影就可得到

µc,ps(一元 t 分布)的最优后验密度曲线如图 5(a)；向平面投影可得 σc,ps(Gamma分布)的最优后验密度如

图 5(b).同理可得 ϕ的未知参数的最优概率密度曲线图 5(c)、(d).
从图 5(a)、(c)可知，Bayes法依据共轭先验分布确定后验分布后确定岩土力学参数时，泥炭质土的 c 快剪

指标建议取 27.89 kPa，ϕ为 5.45°.勘察报告采用经典统计学理论给出 c 的快剪建议值为 29.12 kPa，ϕ为

6.02°.本文 Bayes法的计算结果比经典统计学法计算结果偏小，偏安全.另外，本文采用的样本量较大，根据大

数定律和中心极限定律可知，在大样本情况下当样本量到达某一值时，经典统计学算法所确定的值也会逐渐

收敛.但是两者在样本量为多少时，会产生明显的差异，后续会展开深入的研究.同理可得，共轭情况下泥炭质

土 c，ϕ快剪指标的标准偏差建议分别取 9.24，1.85作为地层总体信息的特征参数，此时地层总体信息中两个

未知参数已经确定.同理分析可得其余土层的 c 和 ϕ在最优后验密度下的µmax 和 σmax 取值.

另外考虑到岩土参数样本概率密度函数不一定满足正态分布，此时共轭后验分布的确定计算量是比较大

的，文献 [9]中已证明对数正态分布经数学转化后采用正态分布来进行后验分布计算时，误差是可忽略的.因

 

 
图 4    未知参数的联合分布图

Fig. 4    Joint distribution diagrams of unknown parameters
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此，对其余数理统计中常见分布采用正态分布来代替时的误差进行计算，并给出其余概率分布转化为正态分

布时的计算公式，如表 6所示. 

5    结　　论

本文通过对两种不同先验分布确定的后验分布下的 Bayes公式推导的原理和过程进行比较，将其应用对

岩土参数取值进行分析，并以昆明滇池国际会展中心及地铁 5号线多个站点勘察所得的三种土的 c 和 ϕ作为

分析对象，给出两种先验分布下的后验分布的推荐使用情况，主要结论如下：

 

 
图 5    岩土力学参数最优后验分布密度曲线

Fig. 5    The optimal posterior distribution density curves of rock and soil mechanical parameters
 

表 6    岩土工程参数概率分布函数转化表

Table 6    The transformation table of probability distribution functions of geotechnical engineering parameters

distribution type probability density function normal distribution µ normal distribution σ

normal distribution f (x,µ,σ) =
1
√

2πσ
exp

{
− (x−µ)2

2σ2

}
µ σ

lognormal distribution f (x,α,γ) =
1

γx
√

2π
exp

−
(

ln x−α
2γ

)2
 µ = eα+γ

2/2 σ = e2α+γ2
(er2 −1)

Gamma distribution f (x;r,λ) =
λr

Γ(r)
xr−1e−λx µ =

γ

λ
σ =

γ

λ2

exponential distribution f (x;λ) = λe−λx µ =
1
λ

σ =
1
λ2

Beta distribution f (x;α,β) =
Γ(α+β)
Γ(α)Γ(β)

xα−1(1− x)β−1 µ =
α

α+β
σ =

αβ

(α+β)2(β+α+1)
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1) Bayes法能考虑到先验信息的作用，并结合样本信息共同推导后验分布，所得岩土力学参数较经典统计

学理论确定的岩土力学参数更加合理；

2) 对提出的两种根据先验分布确定后验分布的方法综合对比，共轭情况下的后验分布区间明显比利用先

验信息情况下的后验分布区间短，取值更方便，共轭先验情况下的实用性更强；

3) 通过对未知参数在共轭先验分布确定的后验分布中的联合分布求其极值，让未知参数取到的概率最

大，并以此时的值作为岩土力学参数的推荐使用值，比较合理，有着较好的工程意义；

4) 本文算法不仅可用于样本满足正态分布时的后验分布计算，对于其余常见概率分布的样本密度函数则

可以通过数学的方法将其转化为正态分布进行后验分布的计算，扩大了运用范围.
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