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摘要：　 基于耗散的随机格点系统解的渐近行为理论，主要运用元素分解法与有限维空间中多面体球覆盖的拓扑

性质，研究了具有白噪声的随机 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ⁃Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 格点动力系统的随机吸引子的 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 熵，并得到它的

一个上界．
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引　 　 言

Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ⁃Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ（简称 ＫＧＳ）方程是量子场论中刻画守恒复中子场与介子场具有 Ｙｕｋａｗａ 相互

作用的数学模型，对它的研究具有重要的现实意义．ＫＧＳ 格点系统具有如下形式：

　 　
ｘ ｊ ＋ αｘ ｊ ＋ （Ａｘ） ｊ ＋ γｘ ｊ － ν ｚ ｊ ２ ＝ ｆ ｊ，
ｉｚ ｊ － （Ａｚ） ｊ ＋ ｉβｚ ｊ ＋ ｚ ｊｘ ｊ ＝ ｇ ｊ，

{ 　 　 ｊ ＝ （ ｊ１， ｊ２，…， ｊｋ） ∈ Ｚｋ， （１）

其中 ｉ 为虚数单位， α，β，γ，ν 是正常数， ｆ ｊ，ｇ ｊ 为给定的函数．
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格点动力系统解的渐近行为已经得到不少学者的关注与研究［１⁃９］，对于无噪声扰动的自治与非自治

ＫＧＳ 格点系统（１），文献［４⁃６］分别证明了该类系统的全局吸引子和核截面的存在性及其分形维数估计．文
献［８⁃９］证明了系统（１）具有白噪声扰动的 ＫＧＳ 格点系统存在随机吸引子，但关于该随机格点系统的随机吸

引子的 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 熵的上界估计至今未见报道．然而吸引子的 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 熵的有界性是一个重要的研究课

题，Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 熵是动力系统轨道分裂数目渐近增长率的一种度量，它可以度量系统运动的混乱程度，即
Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 熵可用于区分系统的运动状态（规则运动、混沌运动、随机运动）．当系统处于规则运动时，Ｋｏｌ⁃
ｍｏｇｏｒｏｖ 熵为零；当系统处于确定的混沌运动时，Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 熵为大于零的常数；当系统处于随机运动时，
Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 熵趋于无穷大．因此 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 熵越大，系统混沌的程度就越严重或系统越复杂，所以 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ
熵的数值是判断运动性质的重要指标．

本文考虑具有白噪声的随机 ＫＧＳ 格点动力系统：

　 　
ｘ ｊ ＋ αｘ ｊ ＋ （Ａｘ） ｊ ＋ γｘ ｊ － ν ｚ ｊ ２ ＝ ｆ ｊ ＋ ∑

Ｎ

ｎ ＝ １
ａｎｗ（１）

ｎ ，

ｉｚ ｊ － （Ａｚ） ｊ ＋ ｉβｚ ｊ ＋ ｚ ｊｘ ｊ ＝ ｇ ｊ ＋ ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｂｎｚ ｊ  ｗ（２）

ｎ ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 ｊ ＝ （ ｊ１， ｊ２，…， ｊｋ） ∈ Ｚｋ， （２）

初值为 ｘ（０） ＝ （ｘ ｊ０） ｊ∈Ｚｋ ＝ ｘ０，ｘ（０） ＝ （ｘ１
ｊ０） ｊ∈Ｚｋ ＝ ｘ１

０，ｚ（０） ＝ （ ｚ ｊ０） ｊ∈Ｚｋ ＝ ｚ０ 的随机吸引子的 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 熵的上界

估计．其中 ｘ ＝ （ｘ ｊ） ｊ∈Ｚｋ，ｘ ｊ ∈ Ｒ，ｚ ＝ （ ｚ ｊ） ｊ∈Ｚｋ，ｚ ｊ ∈ Ｃ（Ｒ 是实数集，Ｃ 是复数集）， ｆ ＝ （ ｆ ｊ） ｊ∈Ｚｋ，ｇ ＝ （ｇ ｊ） ｊ∈Ｚｋ ∈
Ｃｂ（Ｒ，ｌ２）， ｉ 为虚数单位， α，β，γ，ν 是正常数， ａｎ，ｂｎ（ｎ ＝ １，２，…，Ｎ） 均为实数， （ｗ（１）

ｎ ，ｗ（２）
ｎ ） 是概率空间（Ω，

Ｆ，Ｐ） 上相互独立的标准实值双边 Ｗｉｅｎｅｒ 过程．

１　 预 备 知 识

设 ｋ ∈ Ｚ ＋ （Ｚ ＋ 为正整数集），定义 ｌ２，Ｌ２ 分别为

　 　 ｌ２ ＝ ｘ ＝ （ｘ ｊ）：ｊ ＝ （ ｊ１， ｊ２，…， ｊｋ） ∈ Ｚｋ，ｘ ｊ ∈ Ｒ，∑
ｊ∈Ｚｋ

ｘ２
ｊ ＜ ∞{ } ，

　 　 Ｌ２ ＝ ｚ ＝ （ ｚ ｊ）：ｊ ＝ （ ｊ１， ｊ２，…， ｊｋ） ∈ Ｚｋ，ｚ ｊ ∈ Ｃ，∑
ｊ∈Ｚｋ

ｚ２ｊ ＜ ∞{ } ．

Ｘ ＝ ｌ２ 或 Ｌ２， 且 Ｘ 的内积和范数分别为

　 　 （ｘ，ｙ） ＝ ∑
ｊ∈Ｚｋ

ｘ ｊｙ
－
ｊ，‖ｘ‖２ ＝ （ｘ，ｘ） ＝ ∑

ｊ∈Ｚｋ
ｘ ｊ

２，　 　 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｘ，

其中 ｙ－ ｊ 表示 ｙ ｊ 的共轭．在 Ｘ 上定义线性算子 Ａ，Ｂ：

　 　 Ａ ＝ ∑
ｋ

ｐ ＝ １
Ａｐ， Ａｐ ＝ ＢｐＢ∗

ｐ ＝ Ｂ∗
ｐ Ｂｐ，　 　 ｐ ＝ １，２，…，ｋ，

其中 Ｂ∗
ｐ 表示 Ｂｐ 的伴随算子，对于 ∀ｘ ＝ （ｘ ｊ） ｊ∈Ｚｋ ∈ Ｘ， ｊ ＝ （ ｊ１， ｊ２，…， ｊｋ） ∈ Ｚｋ， 定义

　 　 （Ａｐｘ） ｊ ＝ ２ｘ（ ｊ１， ｊ２，…， ｊｐ，…， ｊｋ）
－ ｘ（ ｊ１， ｊ２，…， ｊｐ＋１，…， ｊｋ）

－ ｘ（ ｊ１， ｊ２，…， ｊｐ－１，…， ｊｋ），
　 　 （Ｂｐｘ） ｊ ＝ ｘ（ ｊ１， ｊ２，…， ｊｐ＋１，…， ｊｋ）

－ ｘ（ ｊ１， ｊ２，…， ｊｐ，…， ｊｋ）， （Ｂ∗
ｐ ｘ） ｊ ＝ ｘ（ ｊ１， ｊ２，…， ｊｐ－１，…， ｊｋ）

－ ｘ（ ｊ１， ｊ２，…， ｊｐ，…， ｊｋ） ．
设 （Ω，Ｆ，Ｐ） 是一个概率空间，其中 Ω ＝ {ω ∈ Ｃ（Ｒ，Ｒ × Ｒ）：ω（０） ＝ ０ } ，Ω 上的 Ｂｏｒｅｌ σ⁃代数 Ｆ由紧开

拓扑生成，Ｐ 是 Ｆ 上的 Ｗｉｅｎｅｒ 测度， Ω上的变换族 （θ ｔ） ｔ∈Ｒ 定义为： θ ０ ＝ ｉｄ （恒等算子）， θ ｔ ＋ｓ ＝ θ ｔ  θ ｓ，θ ｔω（·）
＝ ω（·＋ ｔ） － ω（ ｔ），ｔ，ｓ ∈ Ｒ ．于是 （Ω，Ｆ，Ｐ，（θ ｔ） ｔ∈Ｒ） 成为一个遍历度量动力系统．

对于任意 ｘ ＝ （ｘ ｊ） ｊ∈Ｚｋ，ｙ ＝ （ｙ ｊ） ｊ∈Ｚｋ ∈ ｌ２， 在 ｌ２ 上定义一个新的内积 （·，·） γ 为

　 　 （ｘ，ｙ） γ ＝ ∑
ｋ

ｐ ＝ １
（Ｂｐｘ，Ｂｐｙ） ＋ γ（ｘ，ｙ）， ‖ｘ‖２

γ ＝ （ｘ，ｘ） γ ＝ ∑
ｋ

ｐ ＝ １
‖Ｂｐｘ‖２ ＋ γ‖ｘ‖２，

从而对任意 ｘ ＝ （ｘ ｊ） ｊ∈Ｚｋ ∈ ｌ２， 有 ‖Ｂｐｘ‖２ ≤ ４‖ｘ‖２，γ‖ｘ‖２ ≤ ‖ｘ‖２
γ ≤ （４ｋ ＋ γ）‖ｘ‖２ ．

记 ｌ２ ＝ （ ｌ２，（·，·），‖·‖），ｌ２γ ＝ （ ｌ２，（·，·） γ，‖·‖γ）， 显然，范数‖·‖和 ‖·‖γ 是相互等价的．
取 Ｅ ＝ ｌ２ × ｌ２ × Ｌ２，Ｅγ ＝ ｌ２γ × ｌ２ × Ｌ２，ψ（ｎ） ＝ （ｘ（ｎ），ｙ（ｎ），ｚ（ｎ）） ＝ （ｘ（ｎ）

ｊ ，ｙ（ｎ）
ｊ ，ｚ（ｎ）ｊ ） ｊ∈Ｚｋ，ｎ ＝ １，２， 定义

　 　 （ψ（１），ψ（２）） Ｅγ
＝ （ｘ（１），ｘ（２）） γ ＋ （ｙ（１），ｙ（２）） ＋ （ ｚ（１），ｚ（２）） ＝

６３７ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



　 　 　 　 ∑
ｊ∈Ｚｋ

(∑
ｋ

ｐ ＝ １
（Ｂｐｘ（１）） ｊ（Ｂｐｘ（２）） ｊ ＋ γｘ（１）

ｊ ｘ（２）
ｊ ＋ ｙ（１）

ｊ ｙ（２）
ｊ ＋ ｚ（１）ｊ ｚ（２）ｊ )，

　 　 ‖ψ‖２
Ｅγ

＝ （ψ，ψ） Ｅγ
，

其中 ｚ（２）ｊ 为 ｚ（２）ｊ 的共轭复数．
系统（２）可写为

　 　
ｘ ＋ αｘ ＋ Ａｘ ＋ γｘ － ν ｚ ２ ＝ ｆ ＋ ∑

Ｎ

ｎ ＝ １
ａｎｗ（１）

ｎ ，

ｉｚ － Ａｚ ＋ ｉβｚ ＋ ｚｘ ＝ ｇ ＋ ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｂｎｚ  ｗ（２）

ｎ ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３）

其初值 ｘ（０） ＝ ｘ０，ｘ（０） ＝ ｘ１
０，ｚ（０） ＝ ｚ０ ．

对于 Ｏｒｎｓｔｅｉｎ⁃Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ 方程［１０］：

　 　
ｄη （１）

ｎ ＋ η （１）
ｎ ｄｔ ＝ ｄｗ（１）

ｎ （ ｔ，ω），

ｄη （２）
ｎ ＋ η （２）

ｎ ｄｔ ＝ ｄｗ（２）
ｎ （ ｔ，ω），{ （４）

其中

　 　 ｗ（１）
ｎ （ ｔ，ω） ＝ ｗ（１）

ｎ （ ｔ）， ｗ（２）
ｎ （ ｔ，ω） ＝ ｗ（２）

ｎ （ ｔ），　 　 ｎ ＝ １，２，…，Ｎ， ｔ ∈ Ｒ， ω ∈ Ω ．
用 η （１）

ｎ （θ ｔω） 和 η （２）
ｎ （θ ｔω），ｎ ＝ １，２，…，Ｎ，ｔ ∈ Ｒ 分别表示方程（４）的稳定解．

记 ρ １（ω） ＝ ∑Ｎ

ｎ ＝ １
ａｎη （１）

ｎ （ω），ρ ２（ω） ＝ ∑Ｎ

ｎ ＝ １
ｂｎη （２）

ｎ （ω），令 ｙ ＝ ｘ ＋ δｘ － ρ １（θ ｔω），ｚ ＝ ｅｉρ２（θ ｔω） ｚ， 其中 δ ＝

αγ ／ （α２ ＋ ４γ） ＞ ０， 显然， ｚ ＝ ｚ ， 因此，系统（３）可化为

　 　 ψ ＋ Λψ ＝ Ｇ（θ ｔω，ψ）， （５）
其中

　 　 ψ ＝
ｘ
ｙ
ｚ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， Λ ＝

δＩ － Ｉ ０
Ａ ＋ （γ ＋ δ ２ － δα） Ｉ （α － δ） Ｉ ０

０ ０ ｉＡ ＋ βＩ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，

　 　 Ｇ（θ ｔω，ψ） ＝

ρ １（θ ｔω）

ｆ ＋ ν ｚ ２ ＋ （１ ＋ δ － α）ρ １（θ ｔω）

ｉ ｚｘ － ｉｇｅｉρ２（θ ｔω） － ｉ ｚρ ２（θ ｔω）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
．

引理 １［８⁃９］ 　 对于系统（５）有以下结论成立：
① 对任意 ω∈Ω，ψ０ ∈Ｅ，系统（５）存在唯一解ψ（ ｔ，ω，ψ０） 关于初值ψ０ 连续，关于 ω 可测，即系统（５）

的解 ψ：Ｒ ＋ × Ω × Ｅ → Ｅ 是一个连续随机动力系统，且 ψ 存在一个随机吸收集 ω → κ（ω） ＝ {ψ ∈ Ｅγ：
‖ψ‖Ｅγ

≤ ｒ（ω） } ．
② 随机动力系统 ψ 是渐近零的，即 ∀ε ＞ ０，ω ∈ Ω，ψ０ ∈ κ（ω）， 存在常数 Ｔ（ε，ω，κ（ω）） ＞ ０，Ｊ（ε，

ω） ＞ ０， 使得系统（５）的解 ψ 满足

　 　 ∑
‖ｊ‖≥Ｊ（ε，ω）

‖ψ ｊ（ ｔ，θ －ｔω，ψ０（θ －ｔω））‖２
Ｅγ

≤ ε，　 　 ∀ｔ ≥ Ｔ（ε，ω，κ（ω））， （６）

其中

　 　 ‖ｊ‖ ＝ ｍａｘ { ｊｉ } ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｋ， ｊ ＝ （ ｊ１， ｊ２，…， ｊｋ） ．
③ 随机动力系统 ψ 在 Ｅ 中存在一个随机吸引子 ω → （ω）， 其中

　 　 （ω） ＝ ∩
τ≥Ｔκ

∪
ｔ≥τ

ψ（ ｔ，θ －ｔω，κ（θ －ｔω）），　 　 ω ∈ Ω ．

２　 主 要 结 果

下面来估计随机吸引子 （ω） 的 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 熵．
定义 １［７］ 　 设 Ｄ（ω） ⊂ Ｘ 是一个随机集，对 ∀ε ＞ ０， 每个 ω ∈ Ω， 令 ｎε，ω（Ｄ（ω），Ｘ） ＝ ｎε，ω（Ｄ（ω）） 表
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示在 Ｘ 中以 ε 为半径覆盖 Ｄ（ω） 的开球的最小个数，则称 Ｋε（Ｄ（ω）） ＝ Ｋε（Ｄ（ω），Ｘ） ＝ ｌｎ ｎε，ω（Ｄ（ω）） 为

Ｄ（ω） 在 Ｘ 中的 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 熵．
引理 ２［１１］ 　 若 ｍ ∈ Ｎ 且 Δ ＝ { ｕ ＝ （ｕ ｊ） ｊ ≤ｍ：ｕ ｊ ∈ Ｒ， ｕ ｊ ≤ ｒ } ⊂ Ｒ２ｍ＋１ 是一个正多面体，则 Δ 在 Ｒ２ｍ＋１

下能被以 ε ／ ２ 为半径的 ｎε（Δ） ＝ （［２ｒ（１ ／ ε） ２ｍ ＋ １ ］ ＋ １） ２ｍ＋１ 个球覆盖， ［ｘ］ 表示不超过 ｘ 的最大整数．
定理 １　 ∀ε ＞ ０， 系统（５）的随机吸引子 （ω） 在 Ｅγ 中 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 熵为

　 　 Ｋε（ （ω）） ≤ （２Ｊ（ε，ω） ＋ １） ｌｎ ３（４ｋ ＋ γ） ｒ（ω） ２Ｊ（ε，ω） ＋ １
ε γ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ １

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

　 　 　 　 （２Ｊ（ε，ω） ＋ １） ２ｌｎ ３（４ｋ ＋ γ） ｒ（ω） ２Ｊ（ε，ω） ＋ １
ε

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （７）

其中 Ｊ（ε，ω） 是使得

　 　 ｓｕｐ
（ψ ｊ） ｊ∈Ｚｋ ＝ψ∈κ（ω）

( ∑
‖ｊ‖≥Ｊ（ε，ω）

‖ψ ｊ（ω）‖２
Ｅγ )

１ ／ ２
≤ ３（４ｋ ＋ γ） － ３（４ｋ ＋ γ）

３（４ｋ ＋ γ）
ε （８）

成立的最小正整数．
证明　 由引理 １ 中的式（６）得，对 ∀ε ＞ ０， 存在 Ｔ（ε，ω，κ（ω）） ＞ ０，Ｊ（ε，ω） ∈ Ｎ 使得系统（５）的解

ψ（ ｔ，ω，ψ０（ω）） ＝ （ｘ ｊ（ ｔ，ω，ψ０（ω）），ｙ ｊ（ ｔ，ω，ψ０（ω）），ｚ ｊ（ ｔ，ω，ψ０（ω））） Ｔ
ｊ∈Ｚｋ 满足对 ∀ω ∈ Ω，∀ｔ ＞ Ｔ（ε，ω，

κ（ω）） ．由于 （θ －ｔω） ⊂ κ（θ －ｔω）， 有

　 　 ｓｕｐ
ψ０（θ －ｔω）∈ （θ －ｔω）

∑
‖ｊ‖≥Ｊ（ε，ω）

‖ψ ｊ（ ｔ，θ －ｔω，ψ０（θ －ｔω））‖２
Ｅγ

≤ ε ． （９）

由式（９）及随机吸引子 （ω） 不变性知，记

　 　 Ｊ（ε，ω） ＝ Ｊ ３（４ｋ ＋ γ） － ３（４ｋ ＋ γ）
３（４ｋ ＋ γ）

ε，ω
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈ Ｎ，

使得对 ψ（ω） ＝ ψ（ ｔ，θ －ｔω，ψ０（θ －ｔω）） ∈ （ω）， 式（８）也成立．把 ψ（ω） 分解成两部分：
　 　 ψ（ω） ＝ ψ（１）（ω） ＋ ψ（２）（ω） ＝ （ψ（１）

ｊ （ω）） ｊ∈Ｚｋ ＋ （ψ（２）
ｊ （ω）） ｊ∈Ｚｋ，

其中

　 　 ψ（１）
ｊ ＝ （ｕ ｊ，ｖｊ，τ ｊ） ＝

ψ ｊ（ω）， ‖ｊ‖ ≤ Ｊ（ε，ω），
０， ‖ｊ‖ ＞ Ｊ（ε，ω），{

　 　 ψ（２）
ｊ ＝ （ｃｊ，ｅｊ，μ ｊ） ＝

０， ‖ｊ‖ ≤ Ｊ（ε，ω），
ψ ｊ（ω）， ‖ｊ‖ ＞ Ｊ（ε，ω），{

则

　 　 ‖ψ（１）（ω）‖２
Ｅγ

＝ ∑
‖ｊ‖≤Ｊ（ε，ω）

‖ψ ｊ（ω）‖２
Ｅγ

＝ ∑
‖ｊ‖≤Ｊ（ε，ω）

(∑
ｋ

ｉ ＝ １
（ｕ ｊｉ ＋１ － ｕ ｊｉ） ２ ＋ γｕ２

ｊ ＋ ｖ２ｊ ＋ τ ２
ｊ ) ≤

　 　 　 　 ‖ψ（ω）‖２
Ｅγ

≤ ｒ２（ω），

　 　 ‖ψ（２）（ω）‖Ｅγ
＝ ( ∑

‖ｊ‖≥Ｊ（ε，ω）
‖ψ ｊ（ω）‖２

Ｅγ )
１ ／ ２

≤ ３（４ｋ ＋ γ） － ３（４ｋ ＋ γ）
３（４ｋ ＋ γ）

ε ．

故 ∑‖ｊ‖≤Ｊ（ε，ω）
（γｕ２

ｊ ＋ ｖ２ｊ ＋ τ ２
ｊ ） ≤ ｒ２（ω）， 且对 ‖ｊ‖ ≤ Ｊ（ε，ω）， 有

　 　 ｕ ｊ（ω） ≤ ｒ（ω）
γ

， ｖｊ（ω） ≤ ｒ（ω）， τ ｊ（ω） ≤ ｒ（ω） ．

对于正多面体

　 　 Δ１ ＝ { ｕ ＝ （ｕ ｊ）‖ｊ‖≤Ｊ（ε，ω）： ｕ ｊ ∈ Ｒ， ｕ ｊ ≤ ｒ（ω） ／ γ } ⊂ Ｒ２Ｊ（ε，ω） ＋１，
由引理 ２ 可得，在 Ｒ２Ｊ（ε，ω） ＋１ 的通常范数下， Δ１ 能被半径为 ε ／ （３（４ｋ ＋ γ）） 的 ｎ（１）

ε，ω（Δ１） ＝ （［（３（４ｋ ＋ γ） ｒ（ω） ×

２Ｊ（ε，ω） ＋ １ ） ／ ε γ ］ ＋ １） ２Ｊ（ε，ω） ＋１ 个球所覆盖．同理可得，正多面体 Δ２ ＝ { ｖ ＝ （ｖｊ）‖ｊ‖≤Ｊ（ε，ω）：ｖｊ ∈ Ｒ，
ｖｊ ≤ ｒ（ω） } ⊂ Ｒ２Ｊ（ε，ω） ＋１ 在 Ｒ２Ｊ（ε，ω） ＋１ 的通常范数下，能被半径为 ε ／ （３（４ｋ ＋ γ）） 的 ｎ（２）

ε，ω（Δ２） ＝ （［（３（４ｋ ＋
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γ） ｒ（ω） ２Ｊ（ε，ω） ＋ １ ） ／ ε］ ＋ １） ２Ｊ（ε，ω） ＋１ 个球所覆盖；而正多面体 Δ３ ＝ { τ ＝ （τ ｊ）‖ｊ‖≤Ｊ（ε，ω）：τ ｊ ∈ Ｃ， τ ｊ ≤
ｒ（ω） } ⊂ Ｃ２Ｊ（ε，ω） ＋１ 在 Ｃ２Ｊ（ε，ω） ＋１ 的通常范数下，也能被半径为 ε ／ （３（４ｋ ＋ γ）） 的 ｎ（３）

ε，ω（Δ３） ＝ （［（３（４ｋ ＋

γ） ｒ（ω） ２Ｊ（ε，ω） ＋ １ ） ／ ε］ ＋ １） ２Ｊ（ε，ω） ＋１ 个球所覆盖．因此，正多面体

　 　 Δ ＝ Δ１ × Δ２ × Δ３ ＝ {ψ（１）（ω） ＝ （ｕｌ（ω），ｖｍ（ω），τ ｎ（ω）） Ｔ
‖ｌ‖，‖ｍ‖，‖ｎ‖≤Ｊ（ε，ω） ∈

　 　 　 　 Ｒ２Ｊ（ε，ω） ＋１ × Ｒ２Ｊ（ε，ω） ＋１ × Ｃ２Ｊ（ε，ω） ＋１： ｕｌ ≤ ｒ（ω）
γ

， ｖｍ ≤ ｒ（ω）， τ ｎ ≤ ｒ（ω） } ，

在 Ｒ２Ｊ（ε，ω） ＋１ × Ｒ２Ｊ（ε，ω） ＋１ × Ｃ２Ｊ（ε，ω） ＋１ 的通常范数下能被半径为 ３ ε ／ （３（４ｋ ＋ γ）） 的

　 　 ｎε，ω（Δ） ＝ ｎ（１）
ε，ω（Δ１） × ｎ（２）

ε，ω（Δ２） × ｎ（３）
ε，ω（Δ３） ＝ ３（４ｋ ＋ γ） ｒ（ω） ２Ｊ（ε，ω） ＋ １

ε γ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ １

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２Ｊ（ε，ω） ＋１

×

　 　 　 　 ３（４ｋ ＋ γ） ｒ（ω） ２Ｊ（ε，ω） ＋ １
ε

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

２Ｊ（ε，ω） ＋１

×

　 　 　 　 ３（４ｋ ＋ γ） ｒ（ω） ２Ｊ（ε，ω） ＋ １
ε

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

２Ｊ（ε，ω） ＋１

个球所覆盖．

取这些半径为 ３ ε ／ （３（４ｋ ＋ γ）） 的球的球心为

　 　 ψ∗
Ｓ （ω） ＝ （ｕ∗

Ｓｌ ，ｖ∗Ｓｍ，τ∗
Ｓｎ） Ｔ

‖ｌ‖，‖ｍ‖，‖ｎ‖≤Ｊ（ε，ω） ⊂ Ｒ２Ｊ（ε，ω） ＋１ × Ｒ２Ｊ（ε，ω） ＋１ × Ｃ２Ｊ（ε，ω） ＋１，
其中　 　 Ｓ ＝ １，２，…，ｎε，ω（Δ） ．

令

　 　 ψＳ（ω） ＝ ψＳ，ｌ，ｍ，ｎ（ω） ＝
ψ∗

Ｓ （ω）， ｍａｘ { ‖ｌ‖，‖ｍ‖，‖ｎ‖ } ≤ Ｊ（ε，ω），
０， ｍａｘ { ‖ｌ‖，‖ｍ‖，‖ｎ‖ } ＞ Ｊ（ε，ω），{

其中 Ｓ ＝ １，２，…，ｎε，ω（Δ） ．对任意 ψ（ω） ＝ （ψ ｊ（ω）） ｊ∈Ｚｋ， 存在 Ｓ（１ ≤ Ｓ ≤ ｎε，ω（Δ））， 使得

　 　 ‖ψ（１）（ω） － ψＳ（ω）‖Ｅγ
≤ ４ｋ ＋ γ ‖ψ（１）（ω） － ψＳ（ω）‖Ｅ ＝ ４ｋ ＋ γ ３ ε

３（４ｋ ＋ γ）
．

因此，对任意 ψ（ω） ∈ （ω） ⊂ κ（ω）， 存在 Ｓ（１ ≤ Ｓ ≤ ｎε，ω（Δ））， 使得

　 　 ‖ψ（ω） － ψＳ（ω）‖Ｅγ
＝ ‖ψ（１）（ω） ＋ ψ（２）（ω） － ψＳ（ω）‖Ｅγ

≤

　 　 　 　 ‖ψ（１）（ω） － ψＳ（ω）‖Ｅγ
＋ ‖ψ（２）（ω）‖Ｅγ

≤

　 　 　 　 ４ｋ ＋ γ ３ ε
３（４ｋ ＋ γ）

＋ ３（４ｋ ＋ γ） － ３（４ｋ ＋ γ）
３（４ｋ ＋ γ）

ε ＝ ε ．

所以随机吸引子 （ω） ⊂ Ｅγ 在范数 ‖·‖Ｅγ
下能被以 ψＳ（ω）（Ｓ ＝ １，２，…，ｎε，ω（ω）） 为球心， ε 为半径的

ｎε，ω（Δ） 个球所覆盖，由定义 １ 可知式（７）成立，因而定理 １ 获证．

３　 结　 　 论

本文主要根据耗散的随机格点系统解的渐近行为理论，对具有白噪声扰动的随机 ＫＧＳ 格点动力系统的

随机吸引子的 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 熵进行研究，文中运用元素分解法与有限维空间中多面体球覆盖的拓扑性质，得
到了该系统随机吸引子的 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 熵的一个上界估计．由于随机吸引子是无穷维的，因此对其几何结构的

描述非常困难，若想进一步了解吸引子的运动性质，最好的方法就是讨论其 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 熵，它在混沌性质的

度量中发挥着重要的作用．受文献［１２］的启发，我们的后续工作将着手研究动态边界上随机 ＫＧＳ 格点系统

的随机吸引子的存在性及 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 熵或维数估计．
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