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摘要：　 该文研究了非光滑多目标半无限规划问题的混合型对偶．首先，利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数介绍了非光滑多目标半

无限规划混合型对偶的弱有效解和有效解的定义．其次，利用 Ｄｉｎｉ⁃伪凸性建立了非光滑多目标半无限规划混合型

对偶的弱对偶定理、强对偶定理和逆对偶定理．该文所得结果推广了已有文献中的主要结果．
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引　 　 言

半无限规划问题是指决策变量有限而约束函数个数无限的优化问题．半无限规划于 １９２４ 年被提出，在
２０ 世纪 ８０ 年代逐渐发展为优化理论的一个独立分支．近年来，半无限规划问题逐渐成为了数学规划中的热

点研究课题，这主要是由于它在 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 逼近、数学物理、信息技术、工程设计、最优控制、经济均衡、计算

机网络系统以及机器人的运行轨道设计等领域有着广泛而直接的应用．到目前为止，国内外的许多学者对线
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性和非线性半无限规划问题的理论、算法及应用进行了大量的研究，取得了一系列重要的研究成果（见文献

［１⁃７］）．
对偶理论是最优化理论和应用中一个重要的研究方向，它不仅具有重要的理论价值，而且在经济金融、

算法设计以及最优控制等领域有着广泛的应用．常见的对偶模型主要有 Ｗｏｌｆｅ 型对偶和 Ｍｏｎｄ⁃Ｗｅｉｒ 型对偶．
Ｇｕｌａｔｉ 和 Ｉｓｌａｍ［８］在广义 Ｆ⁃ 凸性下讨论了多目标规划问题的 Ｗｏｌｆｅ 型对偶和 Ｍｏｎｄ⁃Ｗｅｉｒ 型对偶．Ａｈｍａｄ［９］ 利

用广义 （Ｆ，ρ） ⁃ 凸性给出了多目标规划 Ｍｏｎｄ⁃Ｗｅｉｒ 型对偶问题的弱对偶、强对偶和严格逆对偶定理．最近，
Ｔｕｎｇ［１０］利用 Ｄｉｎｉ⁃伪凸性获得了多目标半无限规划 Ｗｏｌｆｅ 型对偶问题的弱对偶定理和强对偶定理，以及

Ｍｏｎｄ⁃Ｗｅｉｒ 型对偶问题的弱对偶定理和强对偶定理．另一方面，混合型对偶包含 Ｗｏｌｆｅ 型和 Ｍｏｎｄ⁃Ｗｅｉｒ 型对

偶两种特殊情况．Ｓｏｎ 和 Ｋｉｍ［１１］利用 Ｃｌａｒｋｅ 次微分研究了非凸多目标半无限规划问题的混合型对偶，并给出

了一个鞍点定理．
本文受文献［１０⁃１１］的启发，研究了如下非光滑多目标半无限规划问题的混合型对偶：
　 　 （Ｐ）　 Ｒｍ

＋ － ｍｉｎ ｆ（ｘ） （ ｆ１（ｘ）， ｆ２（ｘ），…， ｆｍ（ｘ）），
　 ｓ．ｔ．　 ｇｔ（ｘ） ≤ ０，　 　 ｔ ∈ Ｔ， ｘ ∈ Ｒｎ，

其中 ｆｉ：Ｒｎ →Ｒ，ｉ∈ Ｉ { １，２，…，ｍ } ，ｇｔ：Ｒｎ →Ｒ，ｔ∈ Ｔ，Ｔ为任意指标集（不一定有限）， Ｒｎ 为 ｎ 维欧式空间，
Ｒｍ

＋ 为 ｍ 维欧式空间中的非负锥．
本文主要研究带切向次微分的非光滑半无限规划问题的混合型对偶．利用 Ｄｉｎｉ⁃伪凸函数，获得了混合

型对偶问题的弱对偶、强对偶和逆对偶定理．本文所得结果是对文献［１０］中主要结果的推广和拓展．

１　 预 备 知 识

本文将使用以下符号和定义：
ｕ ≺ ｖ ⇔ ｕ － ｖ∈－ ｉｎｔ Ｒｍ

＋，ｕ≺／ ｖ 表示对 ｕ≺ ｖ 的否定； ｕ⪯ ｖ ⇔ ｕ － ｖ∈－ Ｒｍ
＋ ＼ { ０ } ，ｕ⪯／ ｖ 表示对 ｕ⪯

ｖ 的否定．
设 Ｓ⊆Ｒｎ，记由 Ｓ 生成的包含原点的锥和凸锥分别为 ｃｏｎｅ Ｓ 和 ｐｏｓ Ｓ；记问题（Ｐ）的可行集为 Ω，即 Ω

{ ｘ ∈ Ｒｎ ｇｔ（ｘ） ≤ ０，ｔ∈ Ｔ } ；记 Ｒ Ｔ {λ ＝ （λ ｔ） ｔ∈Ｔ λ ｔ ＝ ０，除有限个 λ ｔ ≠０ } ， 记 Ｒ Ｔ 的非负锥为 Ｒ Ｔ
＋ ，

即 Ｒ Ｔ
＋ {λ ＝ （λ ｔ） ｔ∈Ｔ ∈ Ｒ Ｔ λ ｔ ≥ ０，ｔ ∈ Ｔ } ．
设 ｘ－ ∈ Ω， 记在 ｘ－ 处的所有积极约束的指数集为 Ｔ（ｘ－）， 即 Ｔ（ｘ－） { ｔ ∈ Ｔ ｇｔ（ｘ

－）＝ ０ } ；记在 ｘ－ 处的积极

约束乘子的集合为 Λ（ｘ－）， 即 Λ（ｘ－） {λ∈ Ｒ Ｔ
＋ λ ｔｇｔ（ｘ

－）＝ ０，∀ｔ∈ Ｔ } ．设 Ｓ⊆ Ｒｎ， 记 Ｓ 在 ｘ－ 处的弱可行方

向锥为 Ｆ（Ｓ，ｘ－）， 即 Ｆ（Ｓ，ｘ－） { ｘ∈ Ｒｎ ∃τ ｋ → ０，∀ｋ ∈ Ｎ，ｘ－ ＋ τ ｋｘ∈ Ｓ } ．设 ｆ：Ｒｎ →Ｒ 和 ｘ－，ｄ∈ Ｒｎ， 记 ｆ 在
ｘ－ 处沿方向 ｄ 的方向导数为 ｆ ′（ｘ－；ｄ）， 即 ｆ ′（ｘ－；ｄ） ｌｉｍｔ→０（ ｆ（ｘ

－ ＋ ｔｄ） － ｆ（ｘ－）） ／ ｔ ．
定义 １［１２］ 　 称函数 ｆ：Ｒｎ → Ｒ 在 ｘ－ ∈ Ｒｎ 处是切凸的，如果对任意的 ｄ ∈ Ｒｎ， ｆ ′（ｘ－；ｄ） 存在且有限，并且

函数 ｆ ′（ｘ－；ｄ） 关于 ｄ 是凸函数．
定义 ２［１２］ 　 设函数 ｆ：Ｒｎ → Ｒ 在 ｘ－ ∈ Ｒｎ 处是切凸的，称 ∂Ｔ ｆ（ｘ－） ⊆ Ｒｎ 为 ｆ 在 ｘ－ 处的切向次微分，其中

　 　 ∂Ｔ ｆ（ｘ－） ＝ { ｘ∗∈ Ｒｎ 〈ｘ∗，ｄ〉 ≤ ｆ ′（ｘ－；ｄ），∀ｄ ∈Ｒｎ } ．
易得 ｆ ′（ｘ－；ｄ） ＝ ｍａｘｘ∗∈∂Ｔｆ（ ｘ－）〈ｘ∗，ｄ〉 ．

注 １［１２］ 　 如果函数 ｆ：Ｒｎ → Ｒ 和函数 ｇ：Ｒｎ → Ｒ 在 ｘ－ ∈ Ｒｎ 处都是切凸的，则

　 　 ∂Ｔ ｆ（ｘ－） ＋ ∂Ｔｇ（ｘ－） ＝ ∂Ｔ（ ｆ ＋ ｇ）（ｘ－） ．

定义 ３［１０］ 　 设 Ｓ ⊆ Ｒｎ 为非空凸集， ｆ：Ｒｎ → Ｒ，ｘ－ ∈ Ｓ， 假设 ｆ 在 ｘ－ 处是切凸的．
􀃠 称 ｆ 在 ｘ－ 处是 Ｄｉｎｉ⁃凸的，如果对任意的 ｘ－ ∈ Ｓ， 有 ｆ（ｘ） ≥ ｆ（ｘ－） ＋ 〈ξ，ｘ － ｘ－〉，∀ξ ∈ ∂Ｔ ｆ（ｘ－）；
􀃡 称 ｆ 在 ｘ－ 处是严格 Ｄｉｎｉ⁃凸的，如果对任意的 ｘ ∈ Ｓ ＼ { ｘ－ } ，有 ｆ（ｘ） ＞ ｆ（ｘ－） ＋ 〈ξ，ｘ － ｘ－〉，∀ξ ∈ ∂Ｔ ｆ（ｘ－）；

　 　 􀃢 称 ｆ 在 ｘ－ 处是 Ｄｉｎｉ⁃伪凸的，如果对任意的 ｘ ∈ Ｓ， ｆ（ｘ） ＜ ｆ（ｘ－）， 有 〈ξ，ｘ － ｘ－〉 ＜ ０，∀ξ ∈ ∂Ｔ ｆ（ｘ－）；
􀃣 称 ｆ 在 ｘ－ 处是严格 Ｄｉｎｉ⁃伪凸的，如果对任意的 ｘ∈ Ｓ ＼ { ｘ－ } ， ｆ（ｘ） ≤ ｆ（ｘ－）， 有 〈ξ，ｘ － ｘ－〉 ＜ ０，∀ξ ∈

∂Ｔ ｆ（ｘ－） ．
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下面的例子说明函数满足 Ｄｉｎｉ⁃伪凸性，但不一定是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 的．
例 １　 设 ｆ：Ｒ → Ｒ，Ｓ ＝ ［０，１］ 且

　 　 ｆ（ｘ）
０， ｘ ≥ ０，
２ｘ， ｘ ＜ ０ ．{

取 ｘ－ ＝ １， 则 ｆ ′（ｘ－；ｄ） ＝ ０ 且关于 ｄ ∈ Ｒ 是凸函数，故 ｆ 在 ｘ－ 处是 Ｄｉｎｉ⁃伪凸的．很容易看到， ｆ 在 ｘ－ 处是连续的

以及局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．
例 ２　 设 ｆ：Ｒ２ → Ｒ，Ｓ ＝ { （ｘ１，ｘ２） ∈ Ｒ２ ｜ ｘ２

１ ≥ ｘ２ } 且

　 　 ｆ（ｘ）
ｘ３
１

ｘ２

－ ｘ１， ｘ ≠ ０，

０， ｘ１ ＝ ０　 ｏｒ　 ｘ２ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

取 ｘ－ ＝ （０，０）， 则 ｆ ′（ｘ－；ｄ） ＝ ０ 且关于 ｄ ∈ Ｒ２ 是凸函数，故 ｆ 在 ｘ－ 处是 Ｄｉｎｉ⁃伪凸的．但是 ｆ 在 ｘ－ 处既不是连续

的也不是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．
定义 ４［１３］ 　 设 ｘ－ ∈ Ω， 记 Ｕ（ｘ－） 为 ｘ－ 的邻域族．
􀃠 称 ｘ－ 是问题（Ｐ）的局部有效解， 如果存在 Ｕ ∈ Ｕ（ｘ－）， 使得对任意的 ｘ ∈ Ω ∩ Ｕ， 有 ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－） ∉

－ Ｒｍ
＋ ＼ { ０ } ；
􀃡 称 ｘ－ 是问题（Ｐ）的局部弱有效解，如果存在 Ｕ ∈ Ｕ（ｘ－）， 使得对任意的 ｘ ∈ Ω ∩ Ｕ， 有 ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ－）

∉－ ｉｎｔ Ｒｍ
＋ ．

记问题（Ｐ）的局部有效解和局部弱有效解分别为 ＬＥ（Ｐ）和 ＬＷＥ（Ｐ）．显然 ＬＥ（Ｐ）⊂ＬＷＥ（Ｐ）．特别地，
当 Ｕ ＝ Ｒｎ 时，问题（Ｐ）的局部有效解和局部弱有效解就变成问题（Ｐ）的有效解和弱有效解，记问题（Ｐ）的有

效解和弱有效解分别为 Ｅ（Ｐ）和 ＷＥ（Ｐ）．
引理 １［１４］ 　 设 ｘ－ ∈ ＬＷＥ（Ｐ） ．如果 ｆｉ，ｉ ∈ Ｉ 和 ｇｔ，ｔ ∈ Ｔ 在 ｘ－ 处是切凸的，则 （∪ｍ

ｉ ＝ １∂Ｔ ｆｉ（ｘ
－）） ｓ ∩ Ｆ（Ω，ｘ－）

＝ ∅ ．
为了建立强对偶定理，我们需要如下约束规格条件：

　 　 （ＦＣＱ）　 ( ∪
ｔ∈Ｔ（ ｘ－）

∂Ｔｇｔ（ｘ） )
－
⊆ ｃｌ Ｆ（Ω，ｘ），　 　 ｘ ∈ Ω ．

引理 ２［１０］ 　 设 ｘ－ ∈ ＬＷＥ（Ｐ） ．假设条件（ＦＣＱ）在 ｘ－ 处成立， ｆｉ，ｉ ∈ Ｉ 和 ｇｔ， ｔ ∈ Ｔ 在 ｘ－ 处是切凸的， 并且

集合

　 　 Ｈ ｃｏ (∪
ｍ

ｉ ＝ １
∂Ｔ ｆｉ（ｘ

－） ) ＋ ｐｏｓ ( ∪
ｔ∈Ｔ（ ｘ－）

∂Ｔｇｔ（ｘ
－） )

是闭的，则存在 α ∈ Ｒｍ
＋ 满足 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ＝ １， 且 λ ∈ Λ（ｘ－） 使得

　 　 ０ ∈ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ∂Ｔ ｆｉ（ｘ

－） ＋ ∑
ｔ∈Ｔ

λ ｔ∂Ｔｇｔ（ｘ
－） ．

２　 混合型对偶

本节给出多目标半无限规划问题（Ｐ）的混合型对偶，并建立混合型弱对偶、强对偶和逆对偶定理．为了

得到主要结果，假设 ｆｉ，ｉ ∈ Ｉ 和 ｇｔ，ｔ ∈ Ｔ 在 ｘ－ 处都是切凸的．对于 ｕ ∈ Ｒｎ，ｖ ∈ Ｒ ｜ Ｔ｜
＋ ，α ∈ Ｒｍ

＋ 且∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ＝ １，

定义 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ（ｕ，α，ｖ） ｆ（ｕ） ＋ (∑
ｊ∈Ｔ

ｖｊｇ ｊ（ｕ） ) ｅ，
其中 ｅ （１，…，１） ∈ Ｒｍ ．考虑如下混合型对偶问题：

　 　 （Ｄ）　 Ｒｍ
＋ － ｍａｘ Ｌ（ｕ，α，ｖ） ＝ ｆ（ｕ） ＋ (∑

ｊ∈Ｔ
ｖｊｇ ｊ（ｕ） ) ｅ，

　 ｓ．ｔ．　 ０ ∈ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ∂Ｔ ｆｉ（ｕ） ＋ ∑

ｊ∈Ｔ
ｖｊ∂Ｔｇ ｊ（ｕ） ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋ∂Ｔｇｋ（ｕ），
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∑
ｋ∈Ｔ

μ ｋｇｋ（ｕ） ≥ ０，

ｕ ∈ Ｒｎ， α ∈ Ｒｍ
＋， ｖ ∈ Ｒ Ｔ

＋ ， μ ∈ Ｒ Ｔ
＋ ．

记 Ω′ 为问题（Ｄ）的可行集，即

　 　 Ω′ { （ｕ，α，ｖ，μ） ∈ Ｒｎ × Ｒｍ
＋ × Ｒ Ｔ

＋ × Ｒ Ｔ
＋ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ＝ １，

　 　 　 　 ０ ∈ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ∂Ｔ ｆｉ（ｕ） ＋ ∑

ｊ∈Ｔ
ｖｊ∂Ｔｇ ｊ（ｕ） ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋ∂Ｔｇｋ（ｕ），∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ（ｕ） ≥ ０ } ．

定义 ５　 设 （ｕ－，α－ ，ｖ－，μ－ ） ∈ Ω′ ．
􀃠 称 （ｕ－，α－ ，ｖ－，μ－ ） 是问题（Ｄ）的弱有效解，如果对任意的 （ｕ，α，ｖ，μ） ∈ Ω′， 有 Ｌ（ｕ－，α－ ，ｖ－） － Ｌ（ｕ，α，ｖ）

∉－ ｉｎｔ Ｒｍ
＋；

􀃡 称 （ｕ－，α－ ，ｖ－，μ－ ） 是问题（Ｄ）的有效解，如果对任意的 （ｕ，α，ｖ，μ） ∈ Ω′， 有 Ｌ（ｕ－，α－ ，ｖ－） － Ｌ（ｕ，α，ｖ）
∉－ Ｒｍ

＋ ＼ { ０ } ．
记问题（Ｄ）的有效解和弱有效解分别为 Ｅ（Ｄ）和 ＷＥ（Ｄ）．显然，Ｅ（Ｄ）⊂ＷＥ（Ｄ）．
定理 １（弱对偶定理）　 设 ｘ ∈ Ω 和 （ｕ，α，ｖ，μ） ∈ Ω′ ．

􀃠 如果 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｊ∈Ｔ

ｖｊｇ ｊ ＋ ∑ ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ 在 ｕ 处是 Ｄｉｎｉ⁃伪凸的，则 ｆ（ｘ） ≺／ Ｌ（ｕ，α，ｖ）；

􀃡 如果 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｊ∈Ｔ

ｖｊｇ ｊ ＋ ∑ ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ 在 ｕ 处是严格 Ｄｉｎｉ⁃伪凸的，则 ｆ（ｘ） ⪯／ Ｌ（ｕ，α，ｖ） ．

证明　 设 ｘ ∈ Ω， 则对任意的 ｔ ∈ Ｔ， 有

　 　 ｇｔ（ｘ） ≤ ０． （１）
设 （ｕ，α，ｖ，μ） ∈ Ω′， 则存在 ｘ∗

ｉ ∈ ∂Ｔ ｆｉ（ｕ），ｉ ∈ Ｉ，ｙ∗
ｊ ∈ ∂Ｔｇ ｊ（ｕ）， ｊ ∈ Ｔ 和 ｙ∗

ｋ ∈ ∂Ｔｇｋ（ｕ），ｋ ∈ Ｔ 使得

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉｘ∗

ｉ ＋ ∑
ｊ∈Ｔ

ｖｊｙ∗
ｊ ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋｙ∗

ｋ ＝ ０， （２）

　 　 ∑
ｋ∈Ｔ

μ ｋｇｋ（ｕ） ≥ ０． （３）

􀃠 用反证法．假设 ｆ（ｘ） ≺ Ｌ（ｕ，α，ｖ）， 则由 α ∈ Ｒｍ
＋ 可得 〈α， ｆ（ｘ） － Ｌ（ｕ，α，ｖ）〉 ＜ ０， 即

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ（ ｆｉ（ｘ） － ｆｉ（ｕ）） － ∑

ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ (∑

ｊ∈Ｔ
ｖｊｇ ｊ（ｕ） ) ＜ ０．

由于 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ＝ １， 则

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ（ ｆｉ（ｘ） － ｆｉ（ｕ）） － ∑

ｊ∈Ｔ
ｖｊｇ ｊ（ｕ） ＜ ０．

将上式结合式（１）和（３）可得

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ（ｘ） ＋ ∑

ｊ∈Ｔ
ｖｊｇ ｊ（ｘ） ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ（ｘ） ＜ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ（ｕ） ＋ ∑

ｊ∈Ｔ
ｖｊｇ ｊ（ｕ） ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ（ｕ） ．

由于 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｊ∈Ｔ

ｖｊｇ ｊ ＋ ∑ ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ 在 ｕ 处是 Ｄｉｎｉ⁃伪凸的，故

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉｘ∗

ｉ ＋ ∑
ｊ∈Ｔ

ｖｊｙ∗
ｊ ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋｙ∗

ｋ ，ｘ － ｕ ＜ ０．

这与式（２）矛盾，故结论成立．
􀃡 用反证法．假设

　 　 ｆ（ｘ） ⪯ Ｌ（ｕ，α，ｖ） ＝ ｆ（ｕ） ＋ (∑
ｊ∈Ｔ

ｖｊｇ ｊ（ｕ） ) ｅ ． （４）

下证 ｘ ≠ ｕ ．若 ｘ ＝ ｕ，则有 － (∑ ｊ∈Ｔ
ｖｊｇ ｊ（ｕ） ) ｅ ∈－ Ｒｍ

＋ ＼ { ０ } ．由 ｖ ∈ Ｒ ｜ Ｔ｜
＋ 可知存在 ｊ ∈ Ｔ 使得 ｇ ｊ（ｕ） ＞ ０，

又由式（１） 可得 ｇ ｊ（ｕ） ＝ ｇ ｊ（ｘ） ≤ ０，这就导致了矛盾．所以，ｘ ≠ ｕ ．由于 α ∈ Ｒｍ
＋， 由式（４）可得 〈α， ｆ（ｘ） －

Ｌ（ｕ，α，ｖ）〉 ≤ ０．又因为 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ＝ １， 故
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　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ（ ｆｉ（ｘ） － ｆｉ（ｕ）） － ∑

ｊ∈Ｔ
ｖｊｇ ｊ（ｕ） ＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ（ ｆｉ（ｘ） － ｆｉ（ｕ）） － ∑

ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ (∑

ｊ∈Ｔ
ｖｊｇ ｊ（ｕ） ) ≤ ０．

将上式结合式（１）和（３）可得

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ（ｘ） ＋ ∑

ｊ∈Ｔ
ｖｊｇ ｊ（ｘ） ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ（ｘ） ≤ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ（ｕ） ＋ ∑

ｊ∈Ｔ
ｖｊｇ ｊ（ｕ） ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ（ｕ） ．

根据 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｊ∈Ｔ

ｖｊｇ ｊ ＋ ∑ ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ 在 ｕ 处的严格 Ｄｉｎｉ⁃伪凸性，结合 ｘ ≠ ｕ 和式（２）得到

　 　 ０ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉｘ∗

ｉ ＋ ∑
ｊ∈Ｔ

ｖｊｙ∗
ｊ ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋｙ∗

ｋ ，ｘ － ｕ ＜ ０．

从而导致矛盾，故结论成立．证毕． □
若 ｆｉ，ｉ ∈ Ｉ 和 ｇｔ，ｔ∈ Ｔ 在 ｕ 处是 Ｄｉｎｉ⁃凸的，则 ｆｉ，ｉ∈ Ｉ 和 ｇｔ，ｔ∈ Ｔ 在 ｕ 处是 Ｄｉｎｉ⁃伪凸的．因此，我们有如

下推论．
推论 １　 设 ｘ ∈ Ω 和 （ｕ，α，ｖ，μ） ∈ Ω′ ．
􀃠 如果 ｆｉ，ｉ ∈ Ｉ 和 ｇｔ，ｔ ∈ Ｔ 在 ｕ 处是 Ｄｉｎｉ⁃凸的，则 ｆ（ｘ） ≺／ Ｌ（ｕ，α，ｖ）；
􀃡 如果 ｆｉ，ｉ ∈ Ｉ 在 ｕ 处是严格 Ｄｉｎｉ⁃凸的， ｇｔ，ｔ ∈ Ｔ 在 ｕ 处是 Ｄｉｎｉ⁃凸的，则 ｆ（ｘ） ⪯／ Ｌ（ｕ，α，ｖ） ．
定理 ２（强对偶定理）　 设 ｘ－ ∈ ＬＷＥ（Ｐ）， 假设条件（ＦＣＱ）在 ｘ－ 处成立， Ｈ 为闭集．则存在 α－ ∈ Ｒｍ

＋ 满足

∑ｍ

ｉ ＝ １
α－ ｉ ＝ １， 且 ｖ－ ＋ μ－ ∈ Λ（ｘ－）， 使得 （ｘ－，α－ ，ｖ－，μ－ ） ∈ Ω′ 以及 ｆ（ｘ－） ＝ Ｌ（ｘ－，α－ ，ｖ－） ．此外，

􀃠 如果 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｊ∈Ｔ

ｖｊｇ ｊ ＋ ∑ ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ 在 ｘ－ 处是 Ｄｉｎｉ⁃伪凸的，则 （ｘ－，α－ ，ｖ－，μ－ ） ∈ ＷＥ（Ｄ）；

􀃡 如果 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｊ∈Ｔ

ｖｊｇ ｊ ＋ ∑ ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ 在 ｘ－ 处是严格 Ｄｉｎｉ⁃伪凸的，则 （ｘ－，α－ ，ｖ－，μ－ ） ∈ Ｅ（Ｄ） ．

证明　 根据引理 ２，存在 α－ ∈ Ｒｍ
＋ 满足 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α－ ｉ ＝ １， 且 ｖ－ ＋ μ－ ∈ Λ（ｘ－） 使得

　 　 ０ ∈ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α－ ｉ∂Ｔ ｆｉ（ｘ

－） ＋ ∑
ｊ∈Ｔ

ｖ－ ｊ∂Ｔｇ ｊ（ｘ
－） ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ－ ｋ∂Ｔｇｋ（ｘ

－） ．

由 ｖ－ ＋ μ－ ∈ Λ（ｘ－） 和 ｘ－ ∈ Ω， 可得 ０ ＝ ∑ ｊ∈Ｔ
ｖ－ ｊｇ ｊ（ｘ

－） ＝ ∑ ｋ∈Ｔ
μ－ ｋｇｋ（ｘ

－） ．因此

　 　 ｆ（ｘ－） ＝ ｆ（ｘ－） ＋ ∑
ｊ∈Ｔ

ｖ－ ｊｇ ｊ（ｘ
－）( ) ｅ ＝ Ｌ（ｘ－，α－ ，ｖ－），

即 （ｘ－，α－ ，ｖ－，μ－ ） ∈ Ω′ 且 ｆ（ｘ－） ＝ Ｌ（ｘ－，α－ ，ｖ－） ．

􀃠 如果 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｊ∈Ｔ

ｖｊｇ ｊ ＋ ∑ ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ 在 ｘ－ 处是 Ｄｉｎｉ⁃伪凸的，根据定理 １􀃠可得

　 　 Ｌ（ｘ－，α－ ，ｖ－） ＝ ｆ（ｘ－） ≺／ Ｌ（ｘ，α，ｖ），　 　 ∀（ｘ，α，ｖ，μ） ∈ Ω′，
由弱有效解的定义可得 （ｘ－，α－ ，ｖ－，μ－ ） ∈ ＷＥ（Ｄ）；

􀃡 如果 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｊ∈Ｔ

ｖｊｇ ｊ ＋ ∑ ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ 在 ｘ－ 处是严格 Ｄｉｎｉ⁃伪凸的，由定理 １􀃡可得

　 　 Ｌ（ｘ－，α－ ，ｖ－） ＝ ｆ（ｘ－） ⪯／ Ｌ（ｘ，α，ｖ），　 　 ∀（ｘ，α，ｖ，μ） ∈ Ω′，
由有效解的定义知 （ｘ－，α－ ，ｖ－，μ－ ） ∈ Ｅ（Ｄ） ．

证毕． □
如果 ｆｉ，ｉ ∈ Ｉ 和 ｇｔ，ｔ ∈ Ｔ 在 ｘ－ 处是 Ｄｉｎｉ⁃凸的，可得到如下推论．
推论 ２　 设 ｘ－ ∈ ＬＷＥ（Ｐ）， 假设条件（ＦＣＱ）在 ｘ－ 处成立， Ｈ 为闭集．
􀃠 如果 ｆｉ，ｉ ∈ Ｉ 和 ｇｔ，ｔ ∈ Ｔ 在 ｘ－ 处是 Ｄｉｎｉ⁃凸的，则 （ｘ－，α－ ，ｖ－，μ－ ） ∈ ＷＥ（Ｄ）；
􀃡 如果 ｆｉ，ｉ ∈ Ｉ 在 ｘ－ 处是严格 Ｄｉｎｉ⁃凸的， ｇｔ，ｔ ∈ Ｔ 在 ｘ－ 处是 Ｄｉｎｉ⁃凸的，则 （ｘ－，α－ ，ｖ－，μ－ ） ∈ Ｅ（Ｄ） ．

注 ２　 若 μ ＝ ０，则混合型对偶问题（Ｄ）即为文献［１０］中的Ｗｏｌｆｅ 型对偶问题，故定理 １ 退化为文献［１０］中的命题 ５．２，推
论 １ 退化为文献［１０］中的命题 ５．１，推论 ２ 退化为文献［１０］中的命题 ５．３；若 ｖ ＝ ０，则混合型对偶问题（Ｄ）即为文献［１０］中的

Ｍｏｎｄ⁃Ｗｅｉｒ 型对偶问题，推论 １ 退化为文献［１０］中的命题 ５．４，推论 ２ 退化为文献［１０］中的命题 ５．６．因此，定理 １、推论 １ 和推

论 ２ 推广了文献［１０］中的主要结果．
注 ３　 值得注意的是，文献［１０］中并没有研究逆对偶定理，本文的定理 ３ 讨论了多目标半无限规划混合型对偶的逆对偶
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问题．

定理 ３（逆对偶定理）　 设 ｕ ∈ Ω，（ｕ，α，ｖ，μ） ∈ Ω′，ｖ ∈ Λ（ｕ） ．

􀃠 如果 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｊ∈Ｔ

ｖｊｇ ｊ ＋ ∑ ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ 在 ｕ 处 Ｄｉｎｉ⁃伪凸，则 ｕ ∈ ＷＥ（Ｐ）；

􀃡 如果 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｊ∈Ｔ

ｖｊｇ ｊ ＋ ∑ ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ 在 ｕ 处严格 Ｄｉｎｉ⁃伪凸，则 ｕ ∈ Ｅ（Ｐ） ．

证明　 由于 ｕ ∈ Ω，（ｕ，α，ｖ，μ） ∈ Ω′，ｖ ∈ Λ（ｕ），则 μ ∈ Λ（ｕ） 且

　 　 ∑
ｊ∈Ｔ

ｖｊｇ ｊ（ｕ） ＝ ∑
ｋ∈Ｔ

μ ｋｇｋ（ｕ） ＝ ０． （５）

又因为 （ｕ，α，ｖ，μ） ∈ Ω′， 故存在 ｘ∗
ｉ ∈ ∂Ｔ ｆｉ（ｕ），ｉ ∈ Ｉ，ｙ∗

ｊ ∈ ∂Ｔｇ ｊ（ｕ）， ｊ ∈ Ｔ 和 ｙ∗
ｋ ∈ ∂Ｔｇｋ（ｕ），ｋ ∈ Ｔ 使得

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉｘ∗

ｉ ＋ ∑
ｊ∈Ｔ

ｖｊｙ∗
ｊ ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋｙ∗

ｋ ＝ ０． （６）

􀃠 用反证法．假设 ｕ ∉ＷＥ（Ｐ）， 对任意的 ｘ∈ Ω有 ｆ（ｘ） － ｆ（ｕ） ∈－ ｉｎｔ Ｒｍ
＋ ．由于 α∈ Ｒｍ

＋， 则 〈α， ｆ（ｘ）

－ ｆ（ｕ）〉 ＜ ０．又因为 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ＝ １， 故

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ（ ｆｉ（ｘ） － ｆｉ（ｕ）） ＜ ０，　 　 ∀ｘ ∈ Ω

等价于

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ（ｘ） ＋ ∑

ｊ∈Ｔ
ｖｊｇ ｊ（ｘ） ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ（ｘ） ＜ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ（ｕ） ．

再将上式结合式（５）可得

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ（ｘ） ＋ ∑

ｊ∈Ｔ
ｖｊｇ ｊ（ｘ） ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ（ｘ） ＜ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ（ｕ） ＋ ∑

ｊ∈Ｔ
ｖｊｇ ｊ（ｕ） ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ（ｕ） ．

由于 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｊ∈Ｔ

ｖｊｇ ｊ ＋ ∑ ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ 在 ｕ 处是 Ｄｉｎｉ⁃伪凸的，故

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉｘ∗

ｉ ＋ ∑
ｊ∈Ｔ

ｖｊｙ∗
ｊ ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋｙ∗

ｋ ，ｘ － ｕ ＜ ０，

这与式（６）矛盾．
􀃡 用反证法．假设 ｕ∉ Ｅ（Ｐ），则对任意的 ｘ∈ Ω，有 ｆ（ｘ） － ｆ（ｕ） ∈－ Ｒｍ

＋ ＼ { ０ } ，即 ｆ（ｘ） － ｆ（ｕ） ⪯ ０．显

然 ｘ ≠ ｕ， 否则 ０ ∈－ Ｒｍ
＋ ＼ { ０ } 矛盾．由于 α ∈ Ｒｍ

＋， 则 〈α， ｆ（ｘ） － ｆ（ｕ）〉 ≤ ０．又因为 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ＝ １， 故

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ（ ｆｉ（ｘ） － ｆｉ（ｕ）） ≤ ０，　 　 ∀ｘ ∈ Ω ．

结合式（５）可得

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ（ｘ） ＋ ∑

ｊ∈Ｔ
ｖｊｇ ｊ（ｘ） ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ（ｘ） ≤ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ（ｕ） ＋ ∑

ｊ∈Ｔ
ｖｊｇ ｊ（ｕ） ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ（ｕ） ．

根据 ∑ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｊ∈Ｔ

ｖｊｇ ｊ ＋ ∑ ｋ∈Ｔ
μ ｋｇｋ 在 ｕ 处的严格 Ｄｉｎｉ⁃伪凸性，结合 ｘ ≠ ｕ 和式（６）得到

　 　 ０ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉｘ∗

ｉ ＋ ∑
ｊ∈Ｔ

ｖｊｙ∗
ｊ ＋ ∑

ｋ∈Ｔ
μ ｋｙ∗

ｋ ，ｘ － ｕ ＜ ０，

从而导致矛盾．证毕． □
如果 ｆｉ，ｉ ∈ Ｉ 和 ｇｔ，ｔ ∈ Ｔ 在 ｕ 处是 Ｄｉｎｉ⁃凸的，可得如下推论．
推论 ３　 令 ｕ ∈ Ω，（ｕ，α，ｖ，μ） ∈ Ω′，ｖ ∈ Λ（ｕ） ．
􀃠 如果 ｆｉ，ｉ ∈ Ｉ 和 ｇｔ，ｔ ∈ Ｔ 在 ｕ 处是 Ｄｉｎｉ⁃凸的，则 ｕ ∈ ＷＥ（Ｐ）；
􀃡 如果 ｆｉ，ｉ ∈ Ｉ 在 ｕ 处是严格 Ｄｉｎｉ⁃凸的， ｇｔ，ｔ ∈ Ｔ 在 ｕ 处是 Ｄｉｎｉ⁃凸的，则 ｕ ∈ Ｅ（Ｐ） ．

３　 结　 　 论

本文主要研究了非光滑多目标半无限规划问题（Ｐ）的混合型对偶模型（Ｄ），利用 Ｄｉｎｉ⁃伪凸函数证明了

００６ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



该问题的弱对偶定理、强对偶定理以及逆对偶定理．本文所得结果不仅推广了文献［１０］中的一些主要结果，
而且还获得了关于逆对偶的新结果．近年来，鲁棒优化受到许多学者的关注，如文献［１５⁃１６］．如何利用广义

凸性研究鲁棒多目标半无限规划问题的最优性条件和混合型对偶，这将是我们下一步要进行的研究．
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参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 ＧＯＢＥＲＮＡ Ｍ Ａ， ＬÓＰＥＺ Ｍ Ａ． Ｌｉｎｅａｒ Ｓｅｍｉ⁃Ｉｎｆｉｎｉｔｅ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［Ｍ］ ． Ｃｈｉｃｈｅｓｔｅｒ： Ｗｉｌｅｙ， １９９８．
［２］　 ＬＯＮＧ Ｘ Ｊ， ＰＥＮＧ Ｚ Ｙ， ＷＡＮＧ Ｘ Ｆ． Ｓｔａｂｌｅ Ｆａｒｋａｓ ｌｅｍｍａｓ ａｎｄ ｄｕａｌｉｔｙ ｆｏｒ ｎｏｎｃｏｎｖｅｘ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｓｅｍｉ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ

ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｐａｃｉｆｉｃ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２０１９， １５（２）： ２９５⁃３１５．
［３］　 ＬＯＮＧ Ｘ Ｊ， ＬＩＵ Ｊ， ＨＵＡＮＧ Ｎ Ｊ． Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｉｎｇ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓｅｔ ｆｏｒ ｎｏｎｃｏｎｖｅｘ ｓｅｍｉ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｒｏｇｒａｍｓ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ

ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｓｕｂｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｓ［Ｊ］ ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２０２１， ４２（３）： ２７９⁃２９７．
［４］ 　 ＫＩＭ Ｄ Ｓ， ＳＯＮ Ｔ Ｑ． Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｓｅｔｓ ｏｆ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎｃｏｎｖｅｘ ｓｅｍｉ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ

ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｎｄ Ｃｏｎｖｅｘ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０１１， １２（３）： ４２９⁃４４０．
［５］　 ＰＥＮＧ Ｚ Ｙ， ＷＡＮＧ Ｘ Ｆ， ＹＡＮＧ Ｘ Ｍ． Ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｎｅｓｓ ｏｆ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｓｅｍｉ⁃ｉｎ⁃

ｆｉｎｉｔｅ ｖｅｃｔｏｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｓｅｔ⁃Ｖａｌｕｅｄ ａｎｄ Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０１９， ２７（１）： １０３⁃１１８．
［６］　 ＰＥＮＧ Ｚ Ｙ， ＰＥＮＧ Ｊ Ｗ， ＬＯＮＧ Ｘ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｏｎ ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｅｍｉ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｖｅｃｔｏｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｌｏｂａｌ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２０１８， ７０（１）： ５５⁃６９．
［７］　 杨玉红， 李飞． 非光滑半无限多目标优化问题的最优性充分条件［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１７， ３８（５）： ５２６⁃５３８．

（ＹＡＮＧ Ｙｕｈｏｎｇ， ＬＩ Ｆｅｉ． Ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｎｏｎｓｍｏｏｔｈ ｓｅｍｉ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍｉｚａ⁃
ｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， ３８（５）： ５２６⁃５３８．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［８］　 ＧＵＬＡＴＩ Ｔ Ｒ， ＩＳＬＡＭ Ｍ Ａ． Ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ａｎｄ ｄｕａｌｉｔｙ ｉｎ ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｆ⁃ｃｏｎ⁃
ｖｅｘ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， １９９４， １８３（１）： １８１⁃１９５．

［９］　 ＡＨＭＡＤ Ｉ． Ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ａｎｄ ｄｕａｌｉｔｙ ｉｎ ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｗｉｔｈ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ （Ｆ，ρ） ⁃ｃｏｎｖｅｘｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒ⁃
ｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２００５， １１（１）： １９⁃３３．

［１０］　 ＴＵＮＧ Ｌ Ｔ． Ｋａｒｕｓｈ⁃Ｋｕｈｎ⁃Ｔｕｃｋｅｒ ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｄｕａｌｉｔｙ ｆｏｒ ｃｏｎｖｅｘ ｓｅｍｉ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｗｉｔｈ
ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ⁃ｖａｌｕｅｄ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２０２０， ６２
（１）： ６７⁃９１．

［１１］　 ＳＯＮ Ｔ Ｑ， ＫＩＭ Ｄ Ｓ． ε⁃ｍｉｘｅｄ ｔｙｐｅ ｄｕａｌｉｔｙ ｆｏｒ ｎｏｎｃｏｎｖｅｘ ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｐｒｏｇｒａｍｓ ｗｉｔｈ ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｌｏｂａｌ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２０１３， ５７（２）： ４４７⁃４６５．

［１２］　 ＭＡＲＴＩＮＥＺ⁃ＬＥＧＡＺ Ｊ Ｅ． Ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｐｓｅｕｄｏ⁃ｃｏｎｖｅｘ ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｖｅｒ ｃｏｎｖｅｘ ｓｅｔｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ
ｔａｎｇｅｎｔｉａｌｌｙ ｃｏｎｖｅｘ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ［Ｊ］ ． Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｌｅｔｔｅｒ， ２０１５， ９（５）： １０１７⁃１０２３．

［１３］　 ＬＵＣ Ｄ Ｔ． Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｖｅｃｔｏｒ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［Ｍ］ ． Ｂｅｒｌｉｎ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， １９８９： ３７⁃６１．
［１４］　 ＴＵＮＧ Ｌ Ｔ． Ｓｔｒｏｎｇ Ｋａｒｕｓｈ⁃Ｋｕｈｎ⁃Ｔｕｃｋｅｒ ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｓｅｍｉ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｖｉａ

ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｓｕｂｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ［Ｊ］ ． ＲＡＩＲＯ⁃Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， ２０１８， ５２（４ ／ ５）： １０１９⁃１０４１．
［１５］　 赵丹， 孙祥凯． 非凸多目标优化模型的一类鲁棒逼近最优性条件［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１９， ４０（６）： ６９４⁃７００．

（ＺＨＡＯ Ｄａｎ， ＳＵＮ Ｘｉａｎｇｋａｉ． Ｓｏｍｅ ｒｏｂｕｓｔ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｎｏｎｃｏｎｖｅｘ ｍｕｌｔｉ⁃ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１９， ４０（６）： ６９４⁃７００．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１６］　 ＦＡＫＨＡＲ Ｍ， ＭＯＨＡＭＭＡＤ Ｍ Ｒ， ＺＡＦＡＲＡＮＩ Ｊ． Ｏｎ ｎｏｎｓｍｏｏｔｈ ｒｏｂｕｓｔ ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｇｅｎｅｒ⁃
ａｌｉｚｅｄ ｃｏｎｖｅｘｉｔｙ ｗｉｔｈ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｔｏ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌ Ｒｅｓｅａｒｃｈ，
２０１８， ２６５（１）： ３９⁃４８．
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