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摘要：　 分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程有重要的科学意义和工程应用价值，基于经典 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法，求解了一类含有

Ｃａｐｕｔｏ 导数的分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程的数值解．Ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法通过引入二次 Ｌａｇｒａｎｇｅ 基函数插值，构造出逐块

收敛的非线性方程组，通过在每一块耦合求得分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程的数值解．在 ０ ＜ α ＜ １ 条件下，应用随机 Ｔａｙｌｏｒ
展开证明 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法是 ３ ＋ α阶收敛的，数值试验表明在不同 α和时间步长 ｈ 取值下，ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法具

有稳定性和收敛性，克服了现有方法求解分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程速度慢精度低的缺点，表明 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法求解

分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程是高效的．
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引　 　 言

分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程作为一类非线性随机分数阶微分方程，在数学、物理、生物化学以及工程领域得到

广泛的应用［１⁃２］ ．如用于单分子扩散、疏散过程及黏弹性力学等的建模［３⁃５］ ．近年来，随着分数阶统计动力学研

究的深入进行，发现分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程能描述反常扩散现象［６⁃７］ ．对于分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程的数值求解，由
于方程中存在随机变量，给方程数值求解算法的构造，以及通过方程模拟实际问题带来一定的困难，寻找高

效的数值解法逐渐成为研究的热点问题［８⁃９］ ．Ｂｈｒａｗｙ 和 Ａｌｇｈａｍｄｉ［１０］ 提出移位 Ｊａｃｏｂｉ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 搭配技术

方法来数值求解非线性 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程，通过适当选择搭配点得到数值结果，结果表明 Ｊａｃｏｂｉ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 方

法操作简单，数值算例验证了该方法的有效性．Ｇｕｏ 等［１１］ 对不同外力影响下的分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程进行离

散求得数值解，发现分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程能够反映出反常扩散现象，数值模拟表明此数值解法是高效可行

的．孙春艳和徐伟［１２］引入两个线性非耦合的随机模拟方程，利用它们求解一类随机分数阶微分方程，采用

Ｌａｐｌａｃｅ 变换及逆变换，得到方程解的积分表达式，同时建立两个模拟方程之间的联系，得到求解随机微分方

程初值问题的数值迭代算法，数值算例表明了此方法的稳定性和有效性．这些数值算法虽然填补了数值求解

的空缺，但其中一些求解难题仍未得到彻底解决，如这些数值格式多采用显式格式，其计算效率和精度等仍

需提高．发展新的数值算法，特别是在保证计算可靠性和高精度的前提下，提高计算效率，解决分数阶微分方

程数值算法计算量和存储量过大的问题，成为数值方法研究的重要任务．
Ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法应用到分数阶微分方程数值求解时［１３］，能综合各类数值算法的优点，使得数值解很

好地逼近解析解．Ｈｕａｎｇ 等［１４］结合一种非奇点核的 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分方程 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法，对一类分数阶微分

方程数值求解．此格式通过在每一块耦合求得数值解，克服了显式 Ｅｕｌｅｒ 法求解时遇到的数值不稳定性等问

题，首次严格验证了该方法的收敛阶至少是 ３ 阶．Ｃａｏ 和 Ｘｕ［１５］提出了一种修正的 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法求解非

线性 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分方程，得到一个新的高阶数值格式，其优势在于可以单独求解未知量，避免在每一步耦合

求解，给出收敛性分析．Ｅｓｍａｅｉｌｉ［１６］提出了一种分段非多项式搭配方法，将整个区域划分为几个小的子域，在
每个子域上用 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 方法构造多项式块，应用该方法求解线性和非线性分数阶微分方程，数值算例

验证了该方法的有效性．
经典的 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法是求解积分方程的一种高效数值算法，已经成功运用于求解分数阶非线性微

分方程．本文将此算法应用到一类分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程的求解中，即采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 基函数插值来构造数值格

式，应用随机 Ｔａｙｌｏｒ 展开进行收敛性和稳定性分析［１７⁃１８］，得到最优收敛阶为 ３ ＋ α ．数值试验表明 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃
ｂｌｏｃｋ 数值格式是高效的，在计算精度和计算复杂度方面具有明显优势．

１　 分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程的 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 数值格式

１．１　 分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ方程

分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程的一般形式为［１］

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｖ（ ｔ） ＝ － λαｖ（ ｔ） ＋ ｖ０
ｔ －α

Γ（１ － α）
＋ ξ（ ｔ），　 　 ０ ＜ α ＜ １， （１）

初始条件为

　 　 ｖ（ｋ）（０） ＝ ｖ（ｋ）０ ，　 　 ｋ ＝ ０，１，…，ｎ － １， （２）
其中 λ 为一个耗散参量；ξ（ ｔ） 是随机力，服从 Ｇａｕｓｓ 分布，其一般可用 ｄＷ（ ｔ） ／ ｄｔ 代替，Ｗ（ ｔ） 表示经典 Ｂｒｏｗｎ
运动； ｎ 是正整数；α 是分数阶导数的阶数；ｖ（ｋ）（ ｔ） 是 ｖ的 ｋ 阶导数；Ｃ

０Ｄα
ｔ ｖ（ ｔ） 为 α 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数，其定

义为

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｖ（ ｔ） ＝
１

Γ（ｍ － α）∫
ｔ

０
（ ｔ － τ）ｍ－α－１ｖ（ｍ）（τ）ｄτ， ｍ － １ ＜ α ＜ ｍ，

ｖ（ｍ）（ ｔ）， α ＝ ｍ，

ì

î

í

ïï

ïï

其中 Γ（·） 表示 Ｇａｍｍａ 函数．
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１．２　 Ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 格式构造

考虑初值问题（１）、（２）， 假设解是连续的，将其转化为 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分方程，文献［１９⁃２１］ 已经证明它和

下面的 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分方程是等价的：

　 　 ｖ（ ｔ） ＝ １
Γ（α）∫

ｔ

０
（ ｔ － τ） α－１ － λαｖ（τ） ＋ ｖ０

τ －α

Γ（１ － α）
＋ ξ（τ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄτ ．

为方便叙述，记方程（１）等号右端项为 Ｆ，即 Ｆ ＝ ｆ（ ｔ，ｖ（ ｔ）） ＋ ξ（ ｔ） ．有

　 　 ｖ（ ｔ） ＝ １
Γ（α）∫

ｔ

０
（ ｔ － τ） α－１ ｆ（τ，ｖ（τ））ｄτ ＋ １

Γ（α）∫
ｔ

０
（ ｔ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ ．

将区间 ［０，Ｔ］ 分成 ２Ｎ个等分的子区间，定义 ｔ ｊ ＝ ｊ·ｈ，ｊ ＝ ０，１，…，２Ｎ，时间步长 ｈ ＝ Ｔ ／ ２Ｎ，ｖｊ 表示方程（１）
在点 ｔ ｊ 上的数值解，ｖ（ ｔ） 表示方程（１） 的解析解．假设已经构造出 ｖｊ，ｊ ＝ ０，１，…，２ｍ， 为构造出 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ
数值格式，令其逼近 ｖ（ ｔ２ｍ＋１） 和 ｖ（ ｔ２ｍ＋２），ｍ ＝ １，２，…，Ｎ － １， 则有如下逼近式：

　 　 ｖ（ ｔ２ｍ＋１） ＝ １
Γ（α）∫

ｔ ２ｍ＋１

０
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ ｆ（τ，ｖ（τ））ｄτ ＋ １

Γ（α）∫
ｔ ２ｍ＋１

０
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ ＝

　 　 　 　 １
Γ（α） ∑

ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋２
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ ｆ（τ，ｖ（τ））ｄτ ＋ ∫ｔ ２ｍ＋１

ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ ｆ（τ，ｖ（τ））ｄτ[ ] ＋

　 　 　 　 １
Γ（α）∫

ｔ ２ｍ＋１

０
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ ≈

　 　 　 　 １
Γ（α）∑

ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋１
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１［ψ０，ｋ（τ） ｆ２ｋ ＋ ψ１，ｋ（τ） ｆ２ｋ＋１ ＋ ψ２，ｋ（τ） ｆ２ｋ＋２］ｄτ ＋

　 　 　 　 １
Γ（α）∫

ｔ ２ｍ＋１

ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１［ψ０，ｍ（τ） ｆ２ｍ ＋ ψ１，ｍ（τ） ｆ２ｍ＋１ ／ ２ ＋ ψ２，ｍ（τ） ｆ２ｍ＋１］ｄτ ＋

　 　 　 　 １
Γ（α）∫

ｔ ２ｍ＋１

０
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ， （３）

其中 ψｉ，ｋ（ ｔ）（ ｉ ＝ ０，１，２；ｋ ＝ ０，１，…，ｍ － １） 和 ψｉ，ｍ（ ｔ）（ ｉ ＝ ０，１，２） 分别为点 ｔ２ｋ，ｔ２ｋ＋１，ｔ２ｋ＋２ 和 ｔ２ｍ，ｔ２ｍ＋１ ／ ２，ｔ２ｍ＋１ 上

的二次 Ｌａｇｒａｎｇｅ 基函数，其定义如下：

　 　 ψ０，ｋ（ ｔ） ＝
（ ｔ － ｔ２ｋ＋１）（ ｔ － ｔ２ｋ＋２）

２ｈ２ ， ψ１，ｋ（ ｔ） ＝
（ ｔ － ｔ２ｋ）（ ｔ － ｔ２ｋ＋２）

－ ｈ２ ，

　 　 ψ２，ｋ（ ｔ） ＝
（ ｔ － ｔ２ｋ）（ ｔ － ｔ２ｋ＋１）

２ｈ２ ， ψ０，ｍ（ ｔ） ＝
２（ ｔ － ｔ２ｍ＋１ ／ ２）（ ｔ － ｔ２ｍ＋１）

ｈ２ ，

　 　 ψ１，ｍ（ ｔ） ＝
－ ４（ ｔ － ｔ２ｍ）（ ｔ － ｔ２ｍ＋１）

ｈ２ ， ψ２，ｍ（ ｔ） ＝
２（ ｔ － ｔ２ｍ）（ ｔ － ｔ２ｍ＋１ ／ ２）

ｈ２ ．

利用二次 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值， ｆ２ｍ＋１ ／ ２ 的逼近格式如下：

　 　 ｆ２ｍ＋１ ／ ２ ≈ ３
８

ｆ２ｍ ＋ ３
４

ｆ２ｍ＋１ － １
８

ｆ２ｍ＋２ ． （４）

将式（４）代入式（３），得到以下格式：

　 　 ｖ２ｍ＋１ ＝ ∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０
（Ａ０，ｋ

２ｍ＋１ ｆ２ｋ ＋ Ａ１，ｋ
２ｍ＋１ ｆ２ｋ＋１ ＋ Ａ２，ｋ

２ｍ＋１ ｆ２ｋ＋２） ＋

　 　 　 　 Ａ０，ｍ
２ｍ＋１ ｆ２ｍ ＋ Ａ１，ｍ

２ｍ＋１ ｆ２ｍ＋１ ＋ Ａ２，ｍ
２ｍ＋１ ｆ２ｍ＋２ ＋ １

Γ（α）∫
ｔ ２ｍ＋１

０
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ， （５）

其中

　 　 Ａｉ，ｋ
２ｍ＋１ ＝ １

Γ（α）∫
ｔ ２ｋ＋２

ｔ２ｋ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ψｉ，ｋ（τ）ｄτ，　 　 ｉ ＝ ０，１，２； ｋ ＝ ０，１，…，ｍ － １，

　 　 Ａ０，ｍ
２ｍ＋１ ＝ ω０，ｍ

２ｍ＋１ ＋ ３
８

ω１，ｍ
２ｍ＋１， Ａ１，ｍ

２ｍ＋１ ＝ ３
４

ω１，ｍ
２ｍ＋１ ＋ ω２，ｍ

２ｍ＋１， Ａ２，ｍ
２ｍ＋１ ＝ － １

８
ω１，ｍ

２ｍ＋１，
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　 　 ωｉ，ｍ
２ｍ＋１ ＝ １

Γ（α）∫
ｔ ２ｍ＋１

ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ψｉ，ｍ（τ）ｄτ，　 　 ｉ ＝ ０，１，２．

下面采用如下逼近来计算 ｖ（ ｔ２ｍ＋２）：

　 　 ｖ（ ｔ２ｍ＋２） ＝ １
Γ（α）∫

ｔ ２ｍ＋２

０
（ ｔ２ｍ＋２ － τ） α－１ ｆ（τ，ｖ（τ））ｄτ ＋ １

Γ（α）∫
ｔ ２ｍ＋２

０
（ ｔ２ｍ＋２ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ ＝

　 　 　 　 １
Γ（α）∑

ｍ

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋２
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋２ － τ） α－１ ｆ（τ，ｖ（τ））ｄτ ＋ １
Γ（α）∫

ｔ ２ｍ＋２

０
（ ｔ２ｍ＋２ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ ≈

　 　 　 　 １
Γ（α）∑

ｍ

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋２
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋２ － τ） α－１［ψ０，ｋ（τ） ｆ２ｋ ＋ ψ１，ｋ（τ） ｆ２ｋ＋１ ＋ ψ２，ｋ（τ） ｆ２ｋ＋２］ｄτ ＋

　 　 　 　 １
Γ（α）∫

ｔ ２ｍ＋２

０
（ ｔ２ｍ＋２ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ ．

得到第 ２ｍ ＋ ２ 步的数值格式：

　 　 ｖ２ｍ＋２ ＝ ∑
ｍ

ｋ ＝ ０
（Ａ０，ｋ

２ｍ＋２ ｆ２ｋ ＋ Ａ１，ｋ
２ｍ＋２ ｆ２ｋ＋１ ＋ Ａ２，ｋ

２ｍ＋２ ｆ２ｋ＋２） ＋ １
Γ（α）∫

ｔ ２ｍ＋２

０
（ ｔ２ｍ＋２ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ， （６）

其中

　 　 Ａｉ，ｋ
２ｍ＋２ ＝ １

Γ（α）∫
ｔ ２ｋ＋２

ｔ２ｋ
（ ｔ２ｍ＋２ － τ） α－１ψｉ，ｋ（τ）ｄτ，　 　 ｉ ＝ ０，１，２； ｋ ＝ ０，１，…，ｍ ．

结合式（５）、（６），得到如下数值格式：

　 　

ｖ２ｍ＋１ ＝ ∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０
（Ａ０，ｋ

２ｍ＋１ ｆ２ｋ ＋ Ａ１，ｋ
２ｍ＋１ ｆ２ｋ＋１ ＋ Ａ２，ｋ

２ｍ＋１ ｆ２ｋ＋２） ＋ Ａ０，ｍ
２ｍ＋１ ｆ２ｍ ＋ Ａ１，ｍ

２ｍ＋１ ｆ２ｍ＋１ ＋

　 　 Ａ２，ｍ
２ｍ＋１ ｆ２ｍ＋２ ＋ １

Γ（α）∫
ｔ ２ｍ＋１

０
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ，

ｖ２ｍ＋２ ＝ ∑
ｍ

ｋ ＝ ０
（Ａ０，ｋ

２ｍ＋２ ｆ２ｋ ＋ Ａ１，ｋ
２ｍ＋２ ｆ２ｋ＋１ ＋ Ａ２，ｋ

２ｍ＋２ ｆ２ｋ＋２） ＋

　 　 １
Γ（α）∫

ｔ ２ｍ＋２

０
（ ｔ２ｍ＋２ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（７）

２　 Ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 格式的数值分析

２．１　 Ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 格式的截断误差

对格式（７）的截断误差进行精细估计．首先估计奇数层的局部截断误差，定义 ２ｍ ＋ １ 层的截断误差为

　 　 ｒ２ｍ＋１（ｈ） ｖ（ ｔ２ｍ＋１） － ｖ２ｍ＋１， （８）
其中 ｖ２ｍ＋１ 是 ｖ（ ｔ２ｍ＋１） 的一个逼近．将解析解代入式（５），得到

　 　 ｖ２ｍ＋１ ＝ ∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０
［Ａ０，ｋ

２ｍ＋１ ｆ（ ｔ２ｋ，ｖ（ ｔ２ｋ）） ＋ Ａ１，ｋ
２ｍ＋１ ｆ（ ｔ２ｋ＋１，ｖ（ ｔ２ｋ＋１）） ＋ Ａ２，ｋ

２ｍ＋１ ｆ（ ｔ２ｋ＋２，ｖ（ ｔ２ｋ＋２））］ ＋

　 　 　 　 Ａ０，ｍ
２ｍ＋１ ｆ（ ｔ２ｍ，ｖ（ ｔ２ｍ）） ＋ Ａ１，ｍ

２ｍ＋１ ｆ（ ｔ２ｍ＋１，ｖ（ ｔ２ｍ＋１）） ＋ Ａ２，ｍ
２ｍ＋１ ｆ（ ｔ２ｍ＋２，ｖ（ ｔ２ｍ＋２）） ＋

　 　 　 　 １
Γ（α）∫

ｔ ２ｍ＋１

０
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ ． （９）

对于 ｒ２ｍ＋１（ｈ）， 有如下估计．
引理 １　 设 ｒ２ｍ＋１（ｈ） 是式（８）中定义的截断误差，设 ｆ（·，ｖ（·）） ∈ Ｃ４［０，Ｔ］，当 ０ ＜ α ＜ １ 时，有
　 　 ｜ ｒ２ｍ＋１（ｈ） ｜ ≤ Ｃｈ３＋α ．
证明　 结合式（３）、（５）和（９），有

　 　 ｒ２ｍ＋１（ｈ） ＝ ｖ（ ｔ２ｍ＋１） － ∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０
∑

２

ｉ ＝ ０
Ａｉ，ｋ

２ｍ＋１ ｆ（ ｔ２ｋ＋ｉ，ｖ（ ｔ２ｋ＋ｉ）） － ｆ（ ｔ２ｍ，ｖ（ ｔ２ｍ））ω０，ｍ
２ｍ＋１ －

　 　 　 　 ３
８

ｆ（ ｔ２ｍ，ｖ（ ｔ２ｍ）） ＋ ３
４

ｆ（ ｔ２ｍ＋１，ｖ（ ｔ２ｍ＋１）） － １
８

ｆ（ ｔ２ｍ＋２，ｖ（ ｔ２ｍ＋２））
é

ë
êê

ù

û
úú ω

１，ｍ
２ｍ＋１ －
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　 　 　 　 ｆ（ ｔ２ｍ＋１，ｖ（ ｔ２ｍ＋１））ω２，ｍ
２ｍ＋１ － １

Γ（α）∫
ｔ ２ｍ＋１

０
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ ＝

　 　 　 　 １
Γ（α） ∑

ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋２
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ ｆ（τ，ｖ（τ））ｄτ ＋ ∫ｔ ２ｍ＋１

ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ ｆ（τ，ｖ（τ））ｄτ[ ] －

　 　 　 　 １
Γ（α）∑

ｍ－１

ｋ ＝ ０
∑

２

ｉ ＝ ０
ｆ（ ｔ２ｋ＋ｉ，ｖ（ ｔ２ｋ＋ｉ）） × ∫ｔ ２ｋ＋２

ｔ２ｋ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ψｉ，ｋ（τ）ｄτ ＋

　 　 　 　 １
Γ（α）

é

ë

ê
ê
ｆ（ ｔ２ｍ，ｖ（ ｔ２ｍ）） × ∫ｔ ２ｍ＋１

ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ψ０，ｍ（τ）ｄτ ＋

　 　 　 　 ３
８

ｆ（ ｔ２ｍ，ｖ（ ｔ２ｍ）） ＋ ３
４

ｆ（ ｔ２ｍ＋１，ｖ（ ｔ２ｍ＋１）） － １
８

ｆ（ ｔ２ｍ＋２，ｖ（ ｔ２ｍ＋２））
é

ë
êê

ù

û
úú ×

　 　 　 　 ∫ｔ ２ｍ＋１

ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ψ１，ｍ（τ）ｄτ ＋ ｆ（ ｔ２ｍ＋１，ｖ（ ｔ２ｍ＋１））∫ｔ ２ｍ＋１

ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ψ２，ｍ（τ）ｄτ

ù

û

ú
ú
＝

　 　 　 　 １
Γ（α）∑

ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋２
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ [ ｆ（τ，ｖ（τ） － ∑
２

ｉ ＝ ０
ｆ（ ｔ２ｋ＋ｉ，ｖ（ ｔ２ｋ＋ｉ））ψｉ，ｋ（τ） ]ｄτ ＋

　 　 　 　 １
Γ（α）∫

ｔ ２ｍ＋１

ｔ２ｍ
{ （ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１［ ｆ（τ，ｖ（τ） － ［ ｆ（ ｔ２ｍ，ｖ（ ｔ２ｍ））ψ０，ｍ（τ） ＋

　 　 　 　 ｆ（ ｔ２ｍ＋１ ／ ２，ｖ（ ｔ２ｍ＋１ ／ ２））ψ１，ｍ（τ） ＋ ｆ（ ｔ２ｍ＋１，ｖ（ ｔ２ｍ＋１））ψ２，ｍ（τ）］ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ ２ｍ＋１

ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ ｆ（ ｔ２ｍ＋１ ／ ２，ｖ（ ｔ２ｍ＋１ ／ ２）） － ３

８
ｆ（ ｔ２ｍ，ｖ（ ｔ２ｍ）） ＋æ

è
ç

é

ë
êê

　 　 　 　 ３
４

ｆ（ ｔ２ｍ＋１，ｖ（ ｔ２ｍ＋１）） － １
８

ｆ（ ｔ２ｍ＋２，ｖ（ ｔ２ｍ＋２））
ö

ø
÷

ù

û
úú ψ１，ｍ（τ） } ｄτ ＝

　 　 　 　 １
Γ（α）∑

ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋２
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１Ｒ２ｋ（τ）ｄτ ＋

　 　 　 　 １
Γ（α）∫

ｔ ２ｍ＋１

ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１（Ｒ２ｍ－１（τ） ＋ Ｒ２ｍ（τ））ψ１，ｍ（τ）ｄτ ．

根据 Ｔａｙｌｏｒ 定理，所有的 τ ∈ ［ ｔ２ｋ，ｔ２ｋ＋２］，存在 ηｋ（τ） ∈ ［ ｔ２ｋ，ｔ２ｋ＋２］， 使得

　 　 Ｒ２ｋ（τ） ＝
ｆ（３）（ηｋ（τ），ｖ（ηｋ（τ）））

３！ ∏
２

ｉ ＝ ０
（τ － ｔ２ｋ＋ｉ），　 　 ∀τ ∈ ［ ｔ２ｋ，ｔ２ｋ＋２］

和所有的 τ ∈ ［ ｔ２ｍ，ｔ２ｍ＋１］，存在 η１（τ），η（τ） ∈ ［ ｔ２ｍ，ｔ２ｍ＋１］， 使得

　 　 Ｒ２ｍ－１（τ） ＝
ｆ（３）（η１（τ），ｖ（η１（τ）））

３！
（τ － ｔ２ｍ）（τ － ｔ２ｍ＋１ ／ ２）（τ － ｔ２ｍ＋１），

　 　 Ｒ２ｍ（τ） ＝ １
１６

ｈ３ ｆ（３）（η（τ），ｖ（η（τ））） ．

则可得到

　 　 ｒ２ｍ＋１（ｈ） ＝ １
Γ（α）∑

ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋２
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ ｆ
（３）（ηｋ（τ），ｖ（ηｋ（τ）））

３！ ∏
２

ｉ ＝ ０
（τ － ｔ２ｋ＋ｉ）ｄτ ＋

　 　 　 　 １
Γ（α）∑

ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｍ＋１

ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ ｆ

（３）（η１（τ），ｖ（η１（τ）））
３！ ∏

２

ｉ ＝ ０
（τ － ｔ２ｍ＋１ ／ ２） ＋

　 　 　 　 １
Γ（α）∑

ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｍ＋１

ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ １

１６
ｈ３ ｆ（３）（η（τ），ｖ（η（τ）））ψ１，ｍｄτ ． （１０）

逐一估计式（１０）等号右端的三项，分别记为 Ｒ１，Ｒ２，Ｒ３ ．对于第一项 Ｒ１， 得到如下估计：

　 　 ｜ Ｒ１ ｜ ≤
１

Γ（α）∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋２
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ ｆ
（３）（ηｋ（τ），ｖ（ηｋ（τ）））

３！ ∏
２

ｉ ＝ ０
（τ － ｔ２ｋ＋１）ｄτ ＋
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　 　 　 　 １
Γ（α）∑

ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋２
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ ｆ
（３）（ηｋ（τ），ｖ（ηｋ（τ））） － ｆ（３）（ηｋ， ｖ（ηｋ））

３！ ∏
２

ｉ ＝ ０
（τ － ｔ２ｋ＋１ ／ ２） ，

（１１）
其中 ηｋ ＝ ｔ２ｋ＋１ ．由式（１１）右端第一项，得到

　 　 １
Γ（α）∑

ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋２
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ ｆ
（３）（ηｋ（τ），ｖ（ηｋ（τ）））

３！ ∏
２

ｉ ＝ ０
（τ － ｔ２ｋ＋ｉ）ｄτ ≤

　 　 　 　
Ｍ１

Γ（α）∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋２
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１∏
２

ｉ ＝ ０
（τ － ｔ２ｋ＋ｉ）ｄτ ≤

　 　 　 　
Ｍ１

Γ（α）∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋１
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１∏
２

ｉ ＝ ０
（τ － ｔ２ｋ＋ｉ）ｄτ ＋ ∫ｔ ２ｋ＋２

ｔ２ｋ＋１
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１∏

２

ｉ ＝ ０
（τ － ｔ２ｋ＋ｉ）ｄτ ＝

　 　 　 　
Ｍ１

Γ（α） ∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０
（ ｔ２ｍ＋１ － τｋ） α－１∫ｔ ２ｋ＋１

ｔ２ｋ
∏

２

ｉ ＝ ０
（τ － ｔ２ｋ＋ｉ）ｄτ ＋ （ ｔ２ｍ＋１ － τ－ ｋ） α－１∫ｔ ２ｋ＋２

ｔ２ｋ＋１
∏

２

ｉ ＝ ０
（τ － ｔ２ｋ＋ｉ）ｄτ ＝

　 　 　 　
Ｍ１ｈ４

４Γ（α）∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０
｜ （ ｔ２ｍ＋１ － τｋ） α－１ ＋ （ ｔ２ｍ＋１ － τ－ ｋ） α－１ ｜ ＝

　 　 　 　
Ｍ１ｈ４

４Γ（α）∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０
｜ （α － １）（ ｔ２ｍ＋１ － τｋ） α－２（τ－ ｋ － τｋ） ｜ ≤

　 　 　 　
Ｍ１ｈ４

４Γ（α）
｜ α － １ ｜ ∑

ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋２
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ｄτ ≤

　 　 　 　
Ｍ１ｈ４

４Γ（α）
｜ α － １ ｜ ∫

ｔ ０

ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－２ｄτ ＝

　 　 　 　
Ｍ１ｈ４

４Γ（α）
｜ α － １ ｜ － １

α － １
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ ｜ ｔ２ｍ

ｔ０ ≤

　 　 　 　
Ｍ１ｈ４

４Γ（α）
（ ｜ （ ｔ２ｍ＋１ － ｔ２ｍ） α－１ ｜ ＋ ｜ （ ｔ２ｍ＋１ － ｔ０） α－１ ｜ ） ＝

　 　 　 　
Ｍ１ｈ４

４Γ（α）
（ｈα－１ ＋ ｔα－１２ｍ＋１） ＝

Ｍ１ｈ３＋α

４Γ（α）
＋

Ｍ１ｈ４

４Γ（α）
ｔα－１２ｍ＋１， （１２）

其中　 　 τｋ ≤ τｋ ≤ τ－ ｋ， ｔ２ｋ ≤ τｋ ≤ ｔ２ｋ＋１， ｔ２ｋ＋１ ≤ τ－ ｋ ≤ ｔ２ｋ＋２， Ｍ１ ＝ ｓｕｐｔ∈［０，Ｔ］ ｜ ｆ（３）（ ｔ，ｖ（ ｔ）） ｜ ．
由式（１１）右端第二项，得到

　 　 １
Γ（α）∑

ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋２
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ ｆ
（３）（ηｋ（τ），ｖ（ηｋ（τ））） － ｆ（３）（ηｋ， ｖ（ηｋ））

３！ ∏
２

ｉ ＝ ０
（τ － ｔ２ｋ＋ｉ）ｄτ ≤

　 　 　 　
Ｍ２ ｈ
Γ（α）∑

ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋２
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１（τ － ｔ２ｋ）（τ － ｔ２ｋ＋１）（τ － ｔ２ｋ＋２）ｄτ ≤

　 　 　 　
Ｍ２ｈ４

Γ（α）∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０
∫ｔ ２ｋ＋２
ｔ２ｋ

（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ｄτ ≤
Ｍ２ｈ４

Γ（α）∫ｔ ０
ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ｄτ ≤

　 　 　 　
Ｍ２ｈ４

Γ（α）
－ １

α
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） ｜ ｔ２ｍ

ｔ０ ≤
Ｍ２ｈ４

αΓ（α）
（ ｜ （ ｔ２ｍ＋１ － ｔ２ｍ） α ｜ ＋ ｜ （ ｔ２ｍ＋１ － ｔ０） α ｜ ） ＝

　 　 　 　
Ｍ２ｈ４

αΓ（α）
（ｈα ＋ ｔα２ｍ＋１） ≤

Ｍ２ｈ４

αΓ（α）
（ｈα ＋ Ｔα）， （１３）

其中　 　 Ｍ２ ＝ ｓｕｐｔ∈［０，Ｔ］ ｜ ｆ（４）（ ｔ，ｖ（ ｔ）） ｜ ．
在上式估计中，用到如下不等式：

　 　
ｆ（３）（ηｋ（τ），ｖ（ηｋ（τ））） － ｆ（３）（ηｋ， ｖ（ηｋ））

３！
≤ Ｍ２ｈ，　 　 ηｋ ＝ ｔ２ｋ＋１， ∀τ ∈ ［ ｔ２ｋ，ｔ２ｋ＋２］ ．
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将式（１２）、（１３）代入式（１１），得到

　 　 ｜ Ｒ１ ｜ ≤
Ｍ１ｈ３＋α

４Γ（α）
＋

Ｍ１ｈ４

４Γ（α）
ｔα－１２ｍ＋１ ＋

Ｍ２ｈα＋４

αΓ（α）
＋

Ｍ２ｈ４

αΓ（α）
Ｔα ． （１４）

对于式（１０）右端第二项 Ｒ２， 得到如下估计：

　 　 ｜ Ｒ２ ｜ ≤
１

Γ（α）∫
ｔ ２ｍ＋１

ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ ｆ（３）（η１（τ），ｖ（η１（τ）））

３！ ∏
２

ｉ ＝ ０
（τ － ｔ２ｍ＋１ ／ ２） ｄτ ≤

　 　 　 　
Ｍ１ｈ３

４Γ（α）∫
ｔ ２ｍ＋１

ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ｄτ ＝

Ｍ１ｈ３＋α

αΓ（α）
． （１５）

对于式（１０）右端第三项 Ｒ３， 得到如下估计：

　 　 ｜ Ｒ３ ｜ ≤
Ｍ１ｈ３

１６Γ（α） ∫ｔ ２ｍ＋１

ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１

－ ４（τ － ｔ２ｍ）（τ － ｔ２ｍ＋１）
ｈ２ ≤

　 　 　 　
Ｍ１ｈ３

Γ（α）∫
ｔ ２ｍ＋１

ｔ２ｍ
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ｄτ ≤

Ｍ１ｈ３＋α

αΓ（α）
． （１６）

联立式（１４） ～ （１６），得到

　 　 ｜ ｒ２ｍ＋１（ｈ） ｜ ≤
Ｍ１ｈ３＋α

４Γ（α）
＋

Ｍ１ｈ４

４Γ（α）
ｔα－１２ｍ＋１ ＋

Ｍ２ｈα＋４

αΓ（α）
＋

Ｍ２ｈ４

αΓ（α）
Ｔα ＋

２Ｍ１ｈ３＋α

αΓ（α）
＝

　 　 　 　
Ｍ１ｈ３＋α

４Γ（α）
＋

Ｍ１ｈ４

４Γ（α）
［（２ｍ ＋ １）ｈ］ α－１ ＋

Ｍ２ｈα＋４

αΓ（α）
＋

Ｍ２ｈ４

αΓ（α）
Ｔα ＋

２Ｍ１ｈ３＋α

αΓ（α）
＝

　 　 　 　
Ｍ１ｈ３＋α

４Γ（α）
＋
Ｍ１（２ｍ ＋ １） α＋１

４Γ（α）
ｈ３＋α ＋

Ｍ２ｈα＋４

αΓ（α）
＋

Ｍ２ｈ４

αΓ（α）
Ｔα ＋

２Ｍ１ｈ３＋α

αΓ（α）
≤

　 　 　 　 Ｃｈ３＋α，
这里 Ｃ 仅依赖于 Ｍ１，Ｍ２，α，和 Ｔ ．引理 １ 证明完毕．

类似于奇数层的截断误差，定义偶数层的截断误差：
　 　 ｒ２ｍ＋２（ｈ） ｖ（ ｔ２ｍ＋２） － ｖ２ｍ＋２， （１７）

这里 ｖ２ｍ＋２ 是 ｖ（ ｔ２ｍ＋２） 的一个逼近．
将解析解代入式（６）即可得到如下 ｒ２ｍ＋２（ｈ） 的估计．
引理 ２　 设 ｒ２ｍ＋２（ｈ） 是式（１７）定义的截断误差，设 ｆ（·，ｖ（·）） ∈ Ｃ４［０，Ｔ］，当 ０ ＜ α ＜ １ 时，有
　 　 ｜ ｒ２ｍ＋２（ｈ） ｜ ≤ Ｃｈ３＋α ．
证明　 其证明过程与引理 １ 类似．根据引理 １ 和引理 ２，得到所构造 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 格式（７）的截断误差

是 ３ ＋ α 阶（０ ＜ α ＜ １） ．
２．２　 Ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 格式的稳定性

考虑到叙述的简单性原则，通过以下系数来重写格式：

　 　

Ｂ
－

０ ＝
Ａ０，０

２ｍ＋１

ｈα ， Ｂ
－

２ｋ＋１ ＝
Ａ１，ｋ

２ｍ＋１

ｈα ， ｋ ＝ ０，１，…，ｍ，

Ｂ
－

２ｋ ＝
Ａ２，ｋ－１

２ｍ＋１ ＋ Ａ０，ｋ
２ｍ＋１

ｈα ， Ｂ
－

２ｍ＋２ ＝
Ａ２，ｍ

２ｍ＋１

ｈα ， ｋ ＝ １，２，…，ｍ，

Ｂ０ ＝
Ａ０，０

２ｍ＋２

ｈα ， Ｂ２ｋ＋１ ＝
Ａ１，ｋ

２ｍ＋２

ｈα ， ｋ ＝ ０，１，…，ｍ，

Ｂ２ｋ ＝
Ａ２，ｋ－１

２ｍ＋２ ＋ Ａ０，ｋ
２ｍ＋２

ｈα ， Ｂ２ｍ＋２ ＝
Ａ２，ｍ

２ｍ＋２

ｈα ， ｋ ＝ １，２，…，ｍ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１８）

格式（７）的等价形式如下：
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ｖ２ｍ＋１ ＝ ｈα∑

２ｍ＋１

ｊ ＝ ０
Ｂ
－

ｊ ｆ ｊ ＋
１

Γ（α）∫
ｔ ２ｍ＋１

０
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ， ｍ ＝ １，２，…，Ｎ － １，

ｖ２ｍ＋２ ＝ ｈα∑
２ｍ＋２

ｊ ＝ ０
Ｂ ｊ ｆ ｊ ＋

１
Γ（α）∫

ｔ ２ｍ＋２

０
（ ｔ２ｍ＋２ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ， ｍ ＝ １，２，…，Ｎ － １ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１９）

引理 ３［１５］ 　 系数 Ｂ
－

ｊ 和 Ｂ ｊ 如式（１８）所定义，则

　 　
｜ Ｂ

－

ｊ ｜ ≤ Ｃ（２ｍ ＋ ３ － ｊ） α－１， ｊ ＝ ０，１，…，２ｍ ＋ ２，

｜ Ｂ ｊ ｜ ≤ Ｃ（２ｍ ＋ ３ － ｊ） α－１， ｊ ＝ ０，１，…，２ｍ ＋ ２ ．{ （２０）

下面研究当

　 　 ｆ（ ｔ，ｖ（ ｔ）） γｖ（ ｔ） （２１）
时格式（１９）的稳定性，其中 γ 是一个实数．

定理 １　 记

　 　 Ｍ０ ＝ ｍａｘ { ｜ ｖ（０）０ ｜ ， ｜ ｖ（１）０ ｜ ， ｜ ｖ（２）０ ｜ ，…， ｜ ｖ（ｋ）０ ｜ ，…， ｜ ｖ（ｎ－１）０ ｜ } ．
则当 ｆ 具有式（２１）的形式时，格式（１９）是按照初值稳定的，且其稳定性条件为

　 　 ｜ γ ｜ ｜ Ｂ２ｍ＋１ ｜ ｈα ＜ １， （２２）
其中

　 　 ｜ Ｂ２ｍ＋１ ｜ ＝ ｍａｘ { ｜ Ｂ２ｍ＋１ ｜ ＋ ｜ Ｂ２ｍ＋２ ｜ ， ｜ Ｂ
－

２ｍ＋１ ｜ ＋ ｜ Ｂ
－

２ｍ＋２ ｜ } ．
即若式（２２）满足，则有

　 　 ｜ ｖｊ ｜ ≤ ＣＭ０，　 　 ｊ ＝ １，２，…，２Ｎ，
这里 Ｃ 仅依赖于 γ，α 和 Ｔ ．

证明　 不妨设

　 　 ｜ ｖ２ｉ ＋１ ｜ ＝｜ ｖ２ｉ ＋２ ｜ ＝ ｍａｘ { ｜ ｖ２ｉ ＋１ ｜ ， ｜ ｖ２ｉ ＋２ ｜ } ，　 　 ｉ ＝ ０，１，…，ｍ ．
根据格式（１９）和式（２１），得到

　 　
ｖ２ｍ＋１ ＝ ｈα∑

２ｍ＋１

ｊ ＝ ０
γＢ

－

ｊｖｊ ＋
１

Γ（α）∫
ｔ ２ｍ＋１

０
（ ｔ２ｍ＋１ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ，

ｖ２ｍ＋２ ＝ ｈα∑
２ｍ＋２

ｊ ＝ ０
γＢ ｊｖｊ ＋

１
Γ（α）∫

ｔ ２ｍ＋２

０
（ ｔ２ｍ＋２ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２３）

令 Γ（ ｔ） ＝ ∫ｔ ＋ｈ
ｔ
ξ（τ）ｄτ，由文献［１７］ 知随机力冲量的〈Γ（ ｔ）〉 ＝ ０和〈Γ２（ ｔ）〉 ＝ ２Ｄｈ ．因此，将随机力冲量模

拟为 Γ（ ｔ） ＝ ２Ｄｈω，其中 Ｄ ＝ γＫＢＴ，ＫＢ 是扩散系数，取阻尼系数 γ ＝ １，ω 是一个标准 Ｇａｕｓｓ 随机数．则

　 　 １
Γ（α）∫

ｔ ２ｍ＋ｉ

０
（ ｔ２ｍ＋ｉ － τ） α－１ξ（τ）ｄτ ＝

　 　 　 　 １
Γ（α）∫

ｔ ２ｍ＋ｉ

０
（ ｔ２ｍ＋ｉ － τ） α－１ｄτ ２Ｄｈω ≤ ２Ｎｈ ２Ｄｈω ≤ Ｃ１，　 　 ｉ ＝ １，２，

即

　 　 ｜ ｖ２ｍ＋１ ｜ ≤ Ｃ２ ｜ γ ｜ ｈα∑
２ｍ

ｊ ＝ ０
（２ｍ ＋ ３ － ｊ） α－１ ｜ ｖ ｊ ｜ ＋ ｜ γ ｜ ｈα ｜ Ｂ２ｍ＋１ ｜ ｜ ｖ２ｍ＋１ ｜ ＋ Ｃ１ ． （２４）

由稳定性条件（２２），可以将式（２４）改写成

　 　 ｜ ｖ２ｍ＋１ ｜ ≤ Ｃ２ ｜ γ ｜ ｈα∑
２ｍ

ｊ ＝ ０
（２ｍ ＋ ３ － ｊ） α－１ ｜ ｖ ｊ ｜ ＋ Ｃ１ ≤

　 　 　 　 Ｃ２ ｜ γ ｜ ｈα∑
２ｍ

ｊ ＝ ０
（２ｍ ＋ １ － ｊ） α－１ ｜ ｖ ｊ ｜ ＋ Ｃ１ ≤

　 　 　 　 Ｃ２ ｜ γ ｜ ＋ ｈα∑
２ｍ

ｊ ＝ ０
（２ｍ ＋ １ － ｊ） α－１ ｜ ｖ ｊ ｜ （Ｃ２ ｜ γ ｜ － １） ＋ Ｃ１ ≤
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　 　 　 　 Ｃ２ ｜ γ ｜ ＋ ｈα∑
２ｍ

ｊ ＝ ０
（２ｍ ＋ １ － ｊ） α－１ ｜ ｖ ｊ ｜ ＋ Ｃ１ ≤

　 　 　 　 Ｃ ｜ γ ＋ １ ｜ ＋ ｈα∑
２ｍ

ｊ ＝ ０
（２ｍ ＋ １ － ｊ） α－１ ｜ ｖ ｊ ｜ ，　 　 Ｃ ＝ ｍａｘ {Ｃ１，Ｃ２ } ． （２５）

对式（２５）应用离散的 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 定理［２２］，得到

　 　 ｜ ｖ２ｍ＋１ ｜ ≤ Ｃ ｜ γ ＋ １ ｜ Ｅα（Ｃ ｜ γ ＋ １ ｜ Γ（α）（（２ｍ ＋ １）ｈ） α） ≤
　 　 　 　 ＣＥα（Ｃ ｜ γ ＋ １ ｜ Γ（α）Ｔα） ｜ γ ＋ １ ｜ ≤ ＣＭ０ ．

定理 １ 证明完毕．
２．３　 Ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 格式的收敛性

考虑一般的 ｆ（ ｔ，ｖ）， 假设它对第二个变量满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件，即存在一个常数 Ｌ， 使得

　 　 ｜ ｆ（ ｔ，ｖ１） － ｆ（ ｔ，ｖ２） ｜ ≤ Ｌ ｜ ｖ１ － ｖ２ ｜ ，　 　 ∀ｖ１，ｖ２ ∈ Ｒ ． （２６）
定理 ２　 设 ｖ 为式（１）、（２）的解析解， { ｖｊ } ２Ｎ

ｊ ＝ ０ 为格式（２３）的数值解，假设时间步长 ｈ 满足

　 　 ｜ Ｂ２ｍ＋１ ｜ ｈαＬ ＜ １， （２７）
其中

　 　 ｜ Ｂ２ｍ＋１ ｜ ＝ ｍａｘ { ｜ Ｂ２ｍ＋１ ｜ ＋ ｜ Ｂ２ｍ＋２ ｜ ， ｜ Ｂ
－

２ｍ＋１ ｜ ＋ ｜ Ｂ
－

２ｍ＋２ ｜ } ，
有如下误差估计成立：

　 　 ｜ ｖ（ ｔ ｊ） － ｖｊ ｜ ≤ Ｃｈ３＋α，　 　 ｊ ＝ １，２，…，２Ｎ， ０ ＜ α ＜ １，
这里 Ｃ 仅依赖于 ｆ，α，Ｔ 和 Ｌ ．

证明　 记 ｅｊ ＝ ｖ（ ｔ ｊ） － ｖｊ， ｊ ＝ ０，１，２，…，２Ｎ，易知 ｅ０ ＝ ０，当 ｊ ≥ １ 时，ｅｊ 满足

　 　
ｅ２ｍ＋１ ＝ ｈα∑

２ｍ＋２

ｊ ＝ ０
Ｂ
－

ｊ［ ｆ（ ｔ ｊ，ｖ（ ｔ ｊ）） － ｆ（ ｔ ｊ，ｖｊ）］ ＋ ｒ２ｍ＋１（ｈ），

ｅ２ｍ＋２ ＝ ｈα∑
２ｍ＋２

ｊ ＝ ０
Ｂ ｊ［ ｆ（ ｔ ｊ，ｖ（ ｔ ｊ）） － ｆ（ ｔ ｊ，ｖｊ）］ ＋ ｒ２ｍ＋２（ｈ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

这里系数 Ｂ
－

ｊ，Ｂ ｊ 由式（１８）给出，根据式（２０）和假设条件（２６），有

　 　

ｅ２ｍ＋１ ≤ ＬＣｈα∑
２ｍ

ｊ ＝ ０
（２ｍ ＋ ３ － ｊ） α－１ ｜ ｅｊ ｜ ＋ Ｌｈα ｜ Ｂ

－

２ｍ＋１ ｜ ｜ ｅ２ｍ＋１ ｜ ＋

　 　 Ｌｈα ｜ Ｂ
－

２ｍ＋２ ｜ ｜ ｅ２ｍ＋２ ｜ ＋ ｜ ｒ２ｍ＋１（ｈ） ｜ ，

ｅ２ｍ＋２ ≤ ＬＣｈα∑
２ｍ

ｊ ＝ ０
（２ｍ ＋ ３ － ｊ） α－１ ｜ ｅｊ ｜ ＋ Ｌｈα ｜ Ｂ２ｍ＋１ ｜ ｜ ｅ２ｍ＋１ ｜ ＋

　 　 Ｌｈα ｜ Ｂ２ｍ＋２ ｜ ｜ ｅ２ｍ＋２ ｜ ＋ ｜ ｒ２ｍ＋１（ｈ） ｜ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

记

　 　 ｜ ε ２ｉ ＋１ ｜ ＝｜ ε ２ｉ ＋２ ｜ ＝ ｍａｘ { ｜ ｅ２ｉ ＋１ ｜ ， ｜ ｅ２ｉ ＋２ ｜ } ，
则

　 　 ｜ ε ２ｍ＋１ ｜ ≤ ＬＣｈα∑
２ｍ

ｊ ＝ ０
（２ｍ ＋ ３ － ｊ） α－１ ｜ ε ｊ ｜ ＋ Ｌｈα ｜ Ｂ

－

２ｍ＋２ ｜ ｜ ε ２ｍ＋１ ｜ ＋ ｜ ｒ（ｈ） ｜ ，

其中

　 　 ｜ ｒ（ｈ） ｜ ＝ ｍａｘ { ｜ ｒ２ｍ＋１（ｈ） ｜ ， ｜ ｒ２ｍ＋２（ｈ） ｜ } ，
得到

　 　 （１ － Ｌｈα ｜ Ｂ２ｍ＋１ ｜ ） ｜ ε ２ｍ＋１ ｜ ≤ ＬＣｈα∑
２ｍ

ｊ ＝ ０
（２ｍ ＋ ３ － ｊ） α－１ ｜ ε ｊ ｜ ＋ ｜ ｒ（ｈ） ｜ ．

根据条件（２７）得到

　 　 ｜ ε ２ｍ＋１ ｜ ≤ ＬＣｈα∑
２ｍ

ｊ ＝ ０
（２ｍ ＋ ３ － ｊ） α－１ ｜ ε ｊ ｜ ＋ Ｃ ｜ ｒ（ｈ） ｜ ≤
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　 　 　 　 ＬＣｈα∑
２ｍ

ｊ ＝ ０
（２ｍ ＋ １ － ｊ） α－１ ｜ ε ｊ ｜ ＋ Ｃ ｜ ｒ（ｈ） ｜ ． （２８）

将离散的 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 定理应用到式（２８）得到

　 　 ｜ ε ２ｍ＋１ ｜ ≤ Ｃ ｜ ｒ（ｈ） ｜ Ｅα（ＬＣΓ（α）（ ｊｈ） α） ≤｜ ｒ（ｈ） ｜ Ｅα（ＬＣΓ（α）Ｔα） ．
对于上式的估计，结合引理 １ 和引理 ２ 有

　 　 ｜ ε ２ｍ＋１ ｜ ≤ Ｃｈ３＋α ．
定理 ２ 证明完毕．

３　 数 值 试 验

对于如下分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程［２３］：

　 　
Ｃ
０Ｄα

ｔ ｖ（ ｔ） ＝ － λ αｖ（ ｔ） ＋ ｖ０
ｔ －α

Γ（１ － α）
＋ ξ（ ｔ）， ０ ＜ α ＜ １， ０ ＜ ｔ ＜ Ｔ，

ｖ（ｋ）（０） ＝ ｖ（ｋ）０ ， ｋ ＝ ０，１，…，ｎ － １ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２９）

利用方程的逆 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，得到分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程的一般解：

　 　 ｖ（ ｔ） ＝ Ｅα［ － （ ｔ） α］ ＋ ∫ｔ
０

Ｅα，α［ － （ ｔ － ｔ′） α］
（ ｔ － ｔ′） １－α ξ（ ｔ′）ｄｔ′， （３０）

其中 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌａｆｆｌｅｒ 函数［２４］表示为

　 　 Ｅα，β（ ｚ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０

ｚｋ

Γ（ｋα ＋ β）
，　 　 α ＞ ０， β ＞ ０， （３１）

Ｅα（ ｚ） 是 β ＝ １ 时的特殊情况．
为验证 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 数值格式的有效性与准确性，分别给出不同 α 和时间步长 ｈ 取值下，数值解与解

析解的比较．从比较曲线图（图 １、２）可以看出，数值解很好地逼近解析解．其中 ξ（ ｔ） 是一个 Ｗｉｅｎｅｒ 过程，它
对有限时间间隔内的积分作为一个随机变量，遵守一个 Ｇａｕｓｓ 分布［１，１７］，令 Ｔ ＝ ２０，ｖ０ ＝ １０．

（ａ） 数值解和解析解的比较 （α ＝ ０．１） （ｂ） 数值解和解析解的比较 （α ＝ ０．３）
（ａ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ （ｂ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ （α ＝ ０．１） ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ （α ＝ ０．３）
图 １　 Ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法数值解和解析解比较 （ｈ ＝ ０．０２５）

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ ｍｅｔｈｏｄ （ｈ ＝ ０．０２５）

数值算例得出不同 α 和时间步长 ｈ 取值下解析解与数值解的误差，对每一时刻产生的误差求和后取均值，
得出平均误差（ｍｅａｎ ｅｒｒｏｒ）．为削弱方程中随机项对数值解的影响，得到的数值解是由 ５０ 条样本轨道取均值

来表现的，解析解是随机得到的某一条轨道．在不同时刻和 α 取值下，用最小二乘法拟合线性方程 ｌｇ ｜ ｖ（ ｔｉ）
－ ｖｉ ｜ ＝ ｌｇ ａ ＋ Ｒｌｇ ｈ 的系数 Ｒ， 得到对应的收敛阶．误差及收敛阶的值具体见表 １．
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（ａ） 数值解和解析解的比较 （α ＝ ０．５） （ｂ） 数值解和解析解的比较 （α ＝ ０．７）
（ａ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ （ｂ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ （α ＝ ０．５） ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ （α ＝ ０．７）
图 ２　 Ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法数值解和解析解比较 （ｈ ＝ ０．０５）

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ ｍｅｔｈｏｄ （ｈ ＝ ０．０５）

表 １　 Ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法数值解和解析解的平均误差及收敛阶

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍｅａｎ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ ｍｅｔｈｏｄ

α ｈ ｜ ｖ（ ｔｉ） － ｖｉ ｜ ｍｅａｎ ｒａｔｅ Ｒ α ｈ ｜ ｖ（ ｔｉ） － ｖｉ ｜ ｍｅａｎ ｒａｔｅ Ｒ

１ ／ １０ ２．１２５ ４Ｅ－２ ３．０９２ ３ １ ／ １０ ５．４２３ ４Ｅ－２ ３．２６０ ７

１ ／ ２０ ２．９４４ １Ｅ－２ ３．０９６ ２ １ ／ ２０ ５．０１７ ６Ｅ－２ ３．２６４ ２

０．１ １ ／ ４０ ２．９２５ ０Ｅ－２ ３．１００ ５ ０．３ １ ／ ４０ ４．６９１ ４Ｅ－２ ３．２９４ ５

１ ／ ８０ ３．７６２ ８Ｅ－２ ３．１０５ ２ １ ／ ８０ ４．２５２ ４Ｅ－２ ３．３０５ ２

１ ／ １６０ ４．７５１ ２Ｅ－２ ３．１１８ ０ １ ／ １６０ ３．９８５ ４Ｅ－２ ３．３０８ ０

１ ／ １０ １．２５７ ２Ｅ－１ ３．４４５ ２ １ ／ １０ ２．１４６ ３Ｅ－１ ３．６６２ ５

１ ／ ２０ １．２６２ ８Ｅ－１ ３．４４８ ７ １ ／ ２０ ２．１４１ ３Ｅ－１ ３．６６８ １

０．５ １ ／ ４０ １．２６８ ９Ｅ－１ ３．４５０ ２ ０．７ １ ／ ４０ ２．３４２ ５Ｅ－１ ３．６７６ ９

１ ／ ８０ １．２７１ ０Ｅ－１ ３．４５４ ２ １ ／ ８０ ２．３４５ ４Ｅ－１ ３．７０５ ２

１ ／ １６０ １．２７８ ８Ｅ－１ ３．４５８ ０ １ ／ １６０ ２．３２１ ４Ｅ－１ ３．７０６ ４

　 　 固定时间步长 ｈ ＝ ０．０５，作出不同 α 下的数值解，如图 ３ 所示．当 α 和时间 ｔ 较小时，数值解稍有起伏，后
面逐渐趋于稳定；当 α 趋近 １，时间 ｔ 越长时，数值解一直都保持平稳状态．与预估校正算法求得的数值解［２５］

相比，ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法数值解更加平缓稳定，且更趋近于解析解．

图 ３　 不同 α 取值下的 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法数值解 （ｈ ＝ ０．０５） 图 ４　 两种格式运算时间随时间步长 ｈ 的变化趋势 （α ＝ ０．３）
Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｖｓ． ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ ｈ ｆｏｒ ｂｏｔｈ

ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ α（ｈ ＝ ０．０５） ｓｃｈｅｍｅｓ （α ＝ ０．３）
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从图 ４ 可以明显得到，在时间步长 ｈ 大于 ０．１ 时，ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法运算时间略低于预估校正算法；在
时间步长 ｈ 小于 ０．１ 时，ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 运算时间明显低于预估校正算法．从曲线趋势可以看出，时间步长 ｈ
取值较小时，ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法运算时间低于预估校正算法，表明 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法计算效率上具有明显

优势．

４　 结　 　 论

本文将 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法应用于一类分数阶 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程的数值求解．理论分析了所构造 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃
ｂｌｏｃｋ 格式的稳定性和收敛性．数值试验部分将 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法的数值解与解析解进行误差分析．结果表

明 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法的数值解与解析解趋势相同，且很好地逼近解析解，同时降低了计算复杂度，明显缩短

了运算时间，体现出 ｂｌｏｃｋ⁃ｂｙ⁃ｂｌｏｃｋ 算法在计算精度和计算效率上的明显优势．
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